
Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ

Ëåêöèÿ 10

Òàðàñ Åâãåíüåâè÷ Ïàíîâ

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ, 1 êóðñ, âåñíà 2021 ã.
Òåêñò ëåêöèé è äðóãèå ó÷åáíûå ìàòåðèàëû äîñòóïíû íà ñòðàíèöå:

http://higeom.math.msu.su/people/taras/teaching

16 ìàðòà 2021 ã.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 10 16 ìàðòà 2021 ã. 1 / 13



2.8. Íèëüïîòåíòíûå îïåðàòîðû. Íîðìàëüíûé âèä

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè Ak = O äëÿ íåêîòîðîãî

íàòóðàëüíîãî k . Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî k , äëÿ êîòîðîãî Ak = O,
íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ íèëüïîòåíòíîñòè îïåðàòîðà A.

Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A, çàäàííûé â áàçèñå e1, . . . , en ìàòðèöåé
0 1 0

0
. . .
. . . 1

0 0


(íàä äèàãîíàëüþ ñòîÿò åäèíèöû, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ � íóëè).

Äåéñòâèå ýòîãî îïåðàòîðà íà áàçèñíûå âåêòîðû îïèñûâàåòñÿ ñõåìîé

en 7→ en−1 7→ . . . 7→ e2 7→ e1 7→ 0. Îòñþäà âèäíî, ÷òî An = O, ò. å.
îïåðàòîð A íèëüïîòåíòåí è èìååò ñòåïåíü n.
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Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñâîéñòâ íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A : V → V � íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð, ïðè÷¼ì dimV = n.
Òîãäà

à) åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ 0;

á) îïåðàòîð A äèàãîíàëèçèðóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = O;
â) An = O, ò. å. ñòåïåíü íèëüïîòåíòíîñòè A íå

ïðåâîñõîäèò n = dimV .

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàæåì à). Ïóñòü Ak = O è Ak−1 6= O. Çíà÷èò ñóùåñòâóåò òàêîé
âåêòîð v , ÷òî u := Ak−1

v 6= 0. Òîãäà Au = Ak
v = 0, ò. å. u �

ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 0.

Åñëè òåïåðü λ 6= 0 � äðóãîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî ïî îïðåäåëåíèþ

íàéä¼òñÿ w 6= 0, òàêîé, ÷òî Aw = λw . Òîãäà 0 = Ak
w = λkw .

Îòñþäà 0 = λk , ò. å. λ = 0 � ïðîòèâîðå÷èå.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A : V → V � íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð, ïðè÷¼ì dimV = n.
Òîãäà

à) åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ 0;

á) îïåðàòîð A äèàãîíàëèçèðóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = O;
â) An = O, ò. å. ñòåïåíü íèëüïîòåíòíîñòè A íå

ïðåâîñõîäèò n = dimV .

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Äîêàæåì á). Åñëè A äèàãîíàëèçèðóåì, òî íà äèàãîíàëè åãî

äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå âñå

ðàâíû íóëþ â ñèëó à). Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà íóëåâàÿ è A = O.

Äîêàæåì â). Èç óòâåðæäåíèÿ à) âûòåêàåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A åñòü (−t)n. Òîãäà An = O ïî òåîðåìå

Ãàìèëüòîíà�Êýëè.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîé íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé îïåðàòîðîâ èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

Òåîðåìà

Ïóñòü A : V → V � íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå V
ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A èìååò

áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä ñ áëîêàìè èç ìàòðèö
0 1 0

0
. . .
. . . 1

0 0


ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðîâ. Òàêîé âèä ìàòðèöû îïåðàòîðà åäèíñòâåí ñ

òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè áëîêîâ.

Áàçèñ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ â ýòîé òåîðåìå,

íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, à ìàòðèöà îïåðàòîðà â òàêîì áàçèñå

íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âèäîì (èëè íîðìàëüíîé ôîðìîé)

íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà ñîñòîèò èç áëîêîâ óêàçàííîãî

âèäà, óäîáíî èçîáðàæàòü â âèäå äèàãðàììû
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Â ýòîé äèàãðàììå òî÷êè èçîáðàæàþò ýëåìåíòû íîðìàëüíîãî áàçèñà, à

ñòðåëêè îïèñûâàþò äåéñòâèå îïåðàòîðà A. Ýëåìåíòû íèæíåé ñòðîêè

îïåðàòîð ïåðåâîäèò â íóëü, ò. å. â íåé ñòîÿò ñîáñòâåííûå âåêòîðû

îïåðàòîðà (ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 0), âõîäÿùèå â áàçèñ. Êàæäûé

ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó áëîêó, ïðè÷¼ì ðàçìåð áëîêà ðàâåí

âûñîòå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîëáöà (êîëè÷åñòâó òî÷åê â ñòîëáöå).
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Èòàê, íàì íóæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå áàçèñà, äåéñòâèå îïåðàòîðà

A íà ýëåìåíòû êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ äèàãðàììîé óêàçàííîãî âèäà.

Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà V . Åñëè dimV = 1,

òî íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì, è ëþáîé íåíóëåâîé

âåêòîð â V îáðàçóåò íîðìàëüíûé áàçèñ.

Ïóñòü òåïåðü dimV = n > 1, è ïóñòü äëÿ ðàçìåðíîñòåé, ìåíüøèõ n,
ñóùåñòâîâàíèå íîðìàëüíîãî áàçèñà óæå äîêàçàíî. Ïóñòü V0 = KerA �

ïîäïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ A. Òàê êàê dimV0 > 0,

èìååì dimV /V0 < n.
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Ðàññìîòðèì ôàêòîð-îïåðàòîð Ã : V /V0 → V /V0,

Ã(v + V0) = Av + V0. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ Ã èìååò

íîðìàëüíûé áàçèñ. Ìîæíî ñ÷èòàòü åãî íåïóñòûì: èíà÷å V = V0 è

ëþáîé áàçèñ â V0 áóäåò íîðìàëüíûì äëÿ A. Ïîñòðîèì äèàãðàììó D̃
äëÿ ýëåìåíòîâ íîðìàëüíîãî áàçèñà îïåðàòîðà Ã, â êàæäîì å¼ ñòîëáöå

âîçüì¼ì ñàìûé âåðõíèé âåêòîð ẽ i , i = 1, . . . ,m (çäåñü m �

êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ â D̃), è ïîëîæèì ẽ i = e i + V0, e i ∈ V .

Òåïåðü ïîñòðîèì äèàãðàììó D èç âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ i = 1, . . . ,m ñòîëáåö ñ íîìåðîì i äèàãðàììû
D áóäåò ñîñòîÿòü (ñâåðõó âíèç) èç âåêòîðîâ e i ,Ae i , . . . ,Ahi−1

e i ,Ahie i ,

ãäå hi � âûñîòà i-ãî ñòîëáöà â äèàãðàììå D̃. Òàê êàê Ãhi ẽ i = 0, ìû

èìååì Ahie i ∈ V0 è Ahi+1
e i = 0. Âûáåðåì áàçèñ â ëèíåéíîé îáîëî÷êå

〈Ah1
e1, . . . ,Ahm

em〉 ⊂ V0, äîïîëíèì åãî äî áàçèñà V0 è ïîñòàâèì

äîïîëíÿþùèå âåêòîðû â êà÷åñòâå íîâûõ ñòîëáöîâ (âûñîòû îäèí) â

íèæíåé ñòðîêå äèàãðàììû D; îïåðàòîð A ïåðåâîäèò èõ íóëü.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 10 16 ìàðòà 2021 ã. 8 / 13



Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ äèàãðàììà D èç âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà

V èìååò â òî÷íîñòè òàêîé âèä, êàê òðåáóåòñÿ äëÿ íîðìàëüíîãî áàçèñà.

Íóæíî ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîðû, ñîñòàâëÿþùèå äèàãðàììó,

äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò áàçèñ â V .

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû èç D ïîðîæäàþò âñ¼ V . Ïóñòü v ∈ V .

Ïîëîæèì ṽ = v + V0. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ṽ =
∑m

i=1

∑hi−1
j=0 λijÃj

ẽ i .

Òîãäà

v −
m∑
i=1

hi−1∑
j=0

λijAj
e i ∈ V0.

Íî âñå âåêòîðû Aj
e i , j 6 hi − 1, ëåæàò â ñòðîêàõ äèàãðàììû D,

íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ñíèçó, à ïîäïðîñòðàíñòâî V0 ïîðîæäåíî âåêòîðàìè

èç íèæíåé ñòðîêè D ïî ïîñòðîåíèþ. Ïîýòîìó v ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç D.
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Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ èç D.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî âåêòîðû íèæíåé ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íåêîòîðàÿ èõ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ ðàâíà íóëþ, òî îíà äîëæíà èìåòü âèä
∑m

i=1 λiAhie i = 0,

èáî îñòàëüíûå ýëåìåíòû íèæíåé ñòðîêè äîïîëíÿþò áàçèñ ëèíåéíîé

îáîëî÷êè 〈Ah1
e1, . . . ,Ahm

em〉 äî áàçèñà V0. Íî âñå hi > 1, ïîýòîìó

A
( m∑
i=1

λiAhi−1
e i

)
= 0,

òàê ÷òî

m∑
i=1

λiAhi−1
e i ∈ V0 è

m∑
i=1

λiÃhi−1
ẽ i = 0.

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå λi = 0, òàê êàê âåêòîðû

Ãhi−1
ẽ i ñîñòàâëÿþò íèæíþþ ñòðîêó äèàãðàììû D̃ è ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ

áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V /V0.
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Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî åñëè èìååòñÿ ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ D, ðàâíàÿ íóëþ, òî èç íå¼ ìîæíî ïîëó÷èòü

íåòðèâèàëüíóþ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó âåêòîðàìè íèæíåé

ñòðîêè D. Îòìåòèì ñàìóþ âåðõíþþ ñòðîêó D, â êîòîðîé èìåþòñÿ

íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ýòîé âîîáðàæàåìîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.

Ïóñòü íîìåð ýòîé ñòðîêè (ñ÷èòàÿ ñíèçó) ðàâåí h. Ïðèìåíèì ê ýòîé

êîìáèíàöèè îïåðàòîð Ah−1. Ïðè ýòîì å¼ ÷àñòü, ëåæàùàÿ â h-é ñòðîêå,

ïåðåéä¼ò â íåòðèâèàëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòîâ íèæíåé

ñòðîêè, à îñòàëüíûå ñëàãàåìûå îáðàòÿòñÿ â íóëü.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ íîðìàëüíîãî áàçèñà.
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Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ðàçìåðû áëîêîâ � ýòî âûñîòû

ñòîëáöîâ äèàãðàììû. Åñëè ðàñïîëîæèòü ñòîëáöû, êàê íà ðèñóíêå, â

ïîðÿäêå óáûâàíèÿ, òî èõ âûñîòû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ, åñëè

èçâåñòíû äëèíû ñòðîê â äèàãðàììå, íà÷èíàÿ ñ íèæíåé, â ïîðÿäêå

óáûâàíèÿ. Èç ïðåäûäóùåãî ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëèíà íèæíåé

ñòðîêè ðàâíà dimV0 = dimKerA è íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

Äëèíà âòîðîé ñíèçó ñòðîêè ðàâíà ðàçìåðíîñòè ÿäðà ôàêòîð-îïåðàòîðà

Ã â ïðîñòðàíñòâå V /KerA, ò. å. dimKerA2 − dimKerA, ÷òî òàêæå íå
çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà. Ïðîäîëæàÿ äàëåå, ìû âèäèì, ÷òî äëèíà k-é
ñíèçó ñòðîêè ðàâíà ðàçìåðíîñòè ÿäðà ôàêòîð-îïåðàòîðà â

ïðîñòðàíñòâå V /KerAk−1, ò. å. dimKerAk − dimKerAk−1. Ýòî

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè. �

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 10 16 ìàðòà 2021 ã. 12 / 13



Çàìå÷àíèå

Íà ïðàêòèêå äëÿ íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîãî áàçèñà íèëüïîòåíòíîãî

îïåðàòîðà èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðîöåäóðû,

èçëîæåííîé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû.

Ñíà÷àëà íàõîäèì ñòåïåíü íèëüïîòåíòíîñòè k îïåðàòîðà A, âîçâîäÿ
ìàòðèöó â ñòåïåíü, ïîêà íå ïîëó÷èì 0. Âåêòîðû èç ïåðâîé ñâåðõó

ñòðîêè äèàãðàììû D ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì áàçèñà

ôàêòîðïðîñòðàíñòâà V /KerAk−1. Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ ìû âûáèðàåì

ìàêñèìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ V , íå ëåæàùèõ

â KerAk−1. Çàòåì ìû ¾ñïóñêàåì¿ íàéäåííûå âåêòîðû íà îäíó ñòðîêó

âíèç, ïðèìåíÿÿ ê íèì îïåðàòîð A. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ

ëåæèò â KerAk−1, íî íå ëåæèò â KerAk−2, è ìû çàïîëíÿåì âòîðóþ

ñòðîêó, äîïîëíÿÿ ýòè âåêòîðû äî áàçèñà â KerAk−1/KerAk−2. Çàòåì

ìû ñïóñêàåì âñå âåêòîðû èç âòîðîé ñòðîêè åù¼ íà îäíó ñòðîêó è

çàïîëíÿåì òðåòüþ ñòðîêó, äîïîëíÿÿ âåêòîðû, ïðèøåäøèå èç âòîðîé

ñòðîêè, äî áàçèñà â KerAk−2/KerAk−3. È òàê äàëåå. Íà ïîñëåäíåì

øàãå ìû çàïîëíÿåì íèæíþþ ñòðîêó, äîïîëíÿÿ âåêòîðû, ïðèøåäøèå

ñâåðõó, äî áàçèñà â KerA.
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