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Òåîðåìà

à) Îïåðàòîð A : V → V â íåòðèâèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì C
èìååò èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 1.

á) Îïåðàòîð A : V → V â íåòðèâèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì R
èìååò èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 1 èëè 2.

Äîêàçàòåëüñòâî

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà à) çàìåòèì, ÷òî òàê êàê ïîëå C àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí PA(t) èìååò êîðåíü λ.
Çíà÷èò îïåðàòîð A èìååò ñîáñòâåííûé âåêòîð v , ò. å. Av = λv è

〈v〉 � îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Äîêàæåì á). Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí PA(t) èìååò
âåùåñòâåííûé êîðåíü, òî ìû ïîëó÷àåì îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî PA(t) íå èìååò âåùåñòâåííûõ
êîðíåé. Ïóñòü λ+ iµ � êîìïëåêñíûé êîðåíü, µ 6= 0. Òîãäà λ+ iµ �

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êîìïëåêñèôèöèðîâàííîãî îïåðàòîðà AC
(íàïîìíèì, ÷òî â ïîäõîäÿùèõ áàçèñàõ ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A è AC
ñîâïàäàþò). Âîçüì¼ì ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð

u + iv ∈ VC. Òîãäà

Au + iAv = AC(u + iv) = (λ+ iµ)(u + iv) = (λu − µv) + i(µu + λv).

Ñëåäîâàòåëüíî, Au = λu − µv è Av = µu + λv , è ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà

〈u, v〉 ⊂ V ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì äëÿ A.
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Ïðåäëîæåíèå

Ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Vλ = Ker(A− λ · id) íå
ïðåâîñõîäèò êðàòíîñòè λ êàê êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü dimVλ = k . Âûáåðåì áàçèñ e1, . . . , ek â ïðîñòðàíñòâå Vλ è

äîïîëíèì åãî äî áàçèñà â V . Òàê êàê Ae i = λe i ïðè i = 1, . . . , k ,
ìàòðèöà îïåðàòîðà A â âûáðàííîì áàçèñå èìååò âèä

A =


λ 0

. . .

0 λ

∗

0 Ã

 .

Òîãäà PA(t) = det(A− tE ) = (λ− t)k det(Ã− tE ) = (λ− t)kPÃ(t), ãäå

Ã � ôàêòîð-îïåðàòîð. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êðàòíîñòü êîðíÿ λ íå

ìåíüøå k = dimVλ.
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Òåîðåìà (Ãàìèëüòîíà�Êýëè)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí PA(t) îïåðàòîðà A : V → V
àííóëèðóåò ýòîò îïåðàòîð, ò. å. PA(A) = O.

Ìû ïðèâåä¼ì äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ôàêòà.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî áîëåå ýëåìåíòàðíîå, íî èñïîëüçóåò

ñïåöèàëüíûé òðþê. Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî èäåéíî ïðîùå, íî

èñïîëüçóåò ïîíÿòèå ôàêòîðïðîñòðàíñòâà.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî

Äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû M îáîçíà÷èì ÷åðåç M̂ ìàòðèöó òîãî æå

ðàçìåðà, íà ij-ì ìåñòå êîòîðîé ñòîèò àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ji-ãî
ýëåìåíòà ìàòðèöû M. Êàê èçâåñòíî èç êóðñà àëãåáðû, èìååò ìåñòî

òîæäåñòâî

MM̂ = detM · E .
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Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Òåïåðü âîçüì¼ì â êà÷åñòâå M ìàòðèöó A− tE , ãäå A � ìàòðèöà

îïåðàòîðà A â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå. Òîãäà

(A− tE )(Â− tE ) = det(A− tE ) · E = PA(t)E . (1)

Ïî îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòû ìàòðèöû Â− tE ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè

îò t ñòåïåíè íå âûøå n − 1, ãäå n = dimV . Ñëåäîâàòåëüíî, ýòó

ìàòðèöó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Â− tE = B0 + tB1 + t2B2 + . . .+ tn−1Bn−1,

ãäå Bi � ÷èñëîâûå ìàòðèöû. Ïîäñòàâèâ ýòî ðàçëîæåíèå âìåñòå ñ

ðàçëîæåíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

PA(t) = a0 + a1t + . . .+ ant
n â ôîðìóëó (1), ïîëó÷èì

(A−tE )(B0+tB1+t2B2+. . .+tn−1Bn−1) = (a0+a1t+a2t
2+. . .+ant

n)E .
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

(A−tE )(B0+tB1+t2B2+. . .+tn−1Bn−1) = (a0+a1t+a2t
2+. . .+ant

n)E .

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ t, ïîëó÷èì

AB0 = a0E ,

−B0 + AB1 = a1E ,

−B1 + AB2 = a2E ,
. . .

−Bn−2 + ABn−1 = an−1E

−Bn−1 = anE

Óìíîæèâ ñëåâà îáå ÷àñòè âòîðîãî ðàâåíñòâà íà A, òðåòüåãî � íà A2, è

ò. ä., è ñëîæèâ âñå ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

0 = a0E + a1A+ a2A
2 + . . .+ anA

n.

Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè A â õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí.
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Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî

Âíà÷àëå äîêàæåì òåîðåìó íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì,

íàïðèìåð, íàä ïîëåì C. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè V . Åñëè

V îäíîìåðíî, òî A = λ · id � óìíîæåíèå íà ñêàëÿð λ. Òîãäà
PA(t) = λ− t, à çíà÷èò PA(A) = λ · id−A = O.

Ïóñòü òåïåðü dimV = n, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ

ïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè n − 1. Âûáåðåì èíâàðèàíòíîå îäíîìåðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî U äëÿ A; ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ïîðîæäåíî
ñîáñòâåííûì âåêòîðîì u ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ. Äîïîëíèì
âåêòîð u äî áàçèñà. Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà A èìååò âèä

A =

(
λ ∗
0 Ã

)
,

ãäå Ã � ìàòðèöà ôàêòîð-îïåðàòîðà Ã, äåéñòâóþùåãî â
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå V /U.
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Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

A =

(
λ ∗
0 Ã

)
,

ãäå Ã � ìàòðèöà ôàêòîð-îïåðàòîðà Ã, â ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå V /U.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

PA(t) = det(A− tE ) = (λ− t) det(Ã− tE ) = (λ− t)PÃ(t),

ãäå PÃ(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ôàêòîð-îïåðàòîðà. Òàê êàê

dimV /U = n − 1, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè PÃ(Ã) = O. Ïî
îïðåäåëåíèþ ôàêòîð-îïåðàòîðà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

v ∈ V èìååì PÃ(A)v ∈ U, ò. å. PÃ(A)v = µu äëÿ íåêîòîðîãî µ.
Ñëåäîâàòåëüíî,

PA(A)v = (λ · id−A)PÃ(A)v = (λ · id−A)(µu) = 0,

òàê êàê Au = λu.
Èòàê, PA(A) = O äëÿ îïåðàòîðîâ â êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
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Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàä ïîëåì R âîñïîëüçóåìñÿ

êîìïëåêñèôèêàöèåé AC îïåðàòîðà A. Òàê êàê â ñîîòâåòñòâóþùèõ
áàçèñàõ ïðîñòðàíñòâ V è VC ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A è AC ñîâïàäàþò,

ìû èìååì PA(t) = PAC(t) è PA(A) = PAC(A) = 0.
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2.7. Äèàãîíàëèçèðóåìûå îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëèçèðóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò áàçèñ, â

êîòîðîì ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà äèàãîíàëüíà.

Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû îïåðàòîðà, áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà

îïåðàòîðà äèàãîíàëüíà, ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ïîýòîìó

îïåðàòîð äèàãîíàëèçèðóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåãî

ñóùåñòâóåò áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Òåîðåìà (êðèòåðèé äèàãîíàëèçèðóåìîñòè)

Îïåðàòîð A â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V äèàãîíàëèçèðóåì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò â

òî÷íîñòè n êîðíåé (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé), è ðàçìåðíîñòü êàæäîãî

ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Vλ ðàâíà êðàòíîñòè êîðíÿ λ.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììà.

Ëåììà

Ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà Vλ1 , . . . ,Vλk
, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîïàðíî

ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, . . . , λk îïåðàòîðà A, îáðàçóþò
ïðÿìóþ ñóììó Vλ1 ⊕ . . .⊕ Vλk

.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî k . Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðÿìîé ñóììû ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî

ñîîòíîøåíèå

v1 + . . .+ vk = 0, (2)

ãäå v i ∈ Vλi
, âëå÷¼ò v1 = . . . = vk = 0. Ïðèìåíèâ ê (2) îïåðàòîð A,

ïîëó÷èì

λ1v1 + . . .+ λkvk = 0

Óìíîæèì (2) íà λk è âû÷òåì èç ïðåäûäóùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

(λ1 − λk)v1 + . . .+ (λk−1 − λk)vk−1 = 0.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïîëó÷àåì

(λ1 − λk)v1 = . . . = (λk−1 − λk)vk−1 = 0. Òàê êàê ïî óñëîâèþ

λ1 − λk 6= 0, . . . , λk−1 − λk 6= 0, ïîëó÷àåì v1 = . . . = vk−1 = 0. Òîãäà

èç (2) ñëåäóåò, ÷òî è vk = 0.
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Ñôîðìóëèðóåì îäíî ïîëåçíîå ñëåäñòâèå ýòîé ëåììû.

Ñëåäñòâèå

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì, ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð A äèàãîíàëèçèðóåì. Ïóñòü íà äèàãîíàëè

ìàòðèöû D îïåðàòîðà A ñòîÿò ÷èñëà λ1, . . . , λk , ïðè÷¼ì ÷èñëî λi
ïðèñóòñòâóåò ri ðàç. Òîãäà ìû èìååì

PA(t) = det(D − tE ) =
∏k

i=1(λi − t)ri . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí

PA(t) èìååò
∑k

i=1 ri = n êîðíåé, è êàæäîìó êîðíþ λi ñîîòâåòñòâóåò ri
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ò. å. dimVλi

= ri .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìíîãî÷ëåí PA(t) èìååò ðàçëè÷íûå êîðíè
λ1, . . . , λk , ïðè÷¼ì êðàòíîñòü êîðíÿ λi ðàâíà ri ,

∑k
i=1 ri = n è

dimVλi
= ri . Ñîãëàñíî ëåììå, ïðîñòðàíñòâà Vλ1 , . . . ,Vλk

îáðàçóþò

ïðÿìóþ ñóììó, à ïî óñëîâèþ ñóììà èõ ðàçìåðíîñòåé ðàâíà n = dimV .

Ñëåäîâàòåëüíî, V = Vλ1 ⊕ . . .⊕ Vλk
. Âûáðàâ áàçèñ â êàæäîì èç

ïîäïðîñòðàíñòâ Vλi
è âçÿâ îáúåäèíåíèå ýòèõ áàçèñîâ, ìû ïîëó÷èì

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Èòàê,

îïåðàòîð A äèàãîíàëèçèðóåì.
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Ñëåäñòâèå

Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí PA(t) èìååò n = dimV
ðàçëè÷íûõ êîðíåé. Òîãäà îïåðàòîð A äèàãîíàëèçèðóåì.

Íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A ÷àñòî íàçûâàþò åãî

ñïåêòðîì (ýòà òåðìèíîëîãèÿ áóäåò ïðîÿñíåíà â êóðñå ôóíêöèîíàëüíîãî

àíàëèçà, êîãäà áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ îïåðàòîðû ñ íåïðåðûâíûì

ñïåêòðîì â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ). Åñëè âñå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ èìåþò êðàòíîñòü 1 êàê êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíà, òî ãîâîðÿò î ïðîñòîì ñïåêòðå. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû

ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì äèàãîíàëèçèðóåìû. Ïîÿâëåíèå êðàòíûõ êîðíåé

ÿâëÿåòñÿ ¾îñîáåííîñòüþ¿, êîòîðàÿ óñòðàíÿåòñÿ ïðîèçâîëüíî ìàëûì

âîçìóùåíèåì êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû îïåðàòîðà. Ïîýòîìó íàä

ïîëåì C ¾ïî÷òè âñå¿ îïåðàòîðû äèàãîíàëèçèðóåìû.
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Ïðèìåð

1. Îïåðàòîð, çàäàííûé ìàòðèöåé

(
0 −1
1 0

)
â ñòàíäàðòíîì áàçèñå R2,

íå äèàãîíàëèçèðóåì, òàê êàê åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí t2 + 1

íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé.

Îäíàêî òîò æå îïåðàòîð â C2 äèàãîíàëèçèðóåì: â áàçèñå f 1 = (1 i),

f 2 = (1 − i) åãî ìàòðèöà

(
−i 0

0 i

)
äèàãîíàëüíà.

2. Îïåðàòîð, çàäàííûé ìàòðèöåé

(
1 1

0 1

)
, íå äèàãîíàëèçèðóåì íè íàä

êàêèì ïîëåì ïî äðóãîé ïðè÷èíå: åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

(t − 1)2 èìååò êîðåíü 1 êðàòíîñòè 2, íî ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü

ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíà 1 (âåêòîð

e2 = (0 1) íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì).
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