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Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî. Êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé íà V
íàçûâàåòñÿ òàêîé îïåðàòîð J : V → V , ÷òî J 2 = − id.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé J .
Ââåä¼ì íà V îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà ïî ïðàâèëó

(λ+ iµ) · v = λv+ µJ (v).

Òîãäà V ïðåâðàùàåòñÿ â êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî Ṽ , äëÿ êîòîðîãî

ṼR = V , à îâåùåñòâëåíèå îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà i åñòü J .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñâîéñòâà 5)�8) èç îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà íàä C. Ýòà ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü J � êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà V . Òîãäà

à) ðàçìåðíîñòü âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà V ÷¼òíà;

á) â ïîäõîäÿùåì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà J èìååò âèä(
0 −E
E 0

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî Ṽ èç ïðåäûäóùåãî

ïðåäëîæåíèÿ. Òàê êàê ëþáîé áàçèñ â V ïîðîæäàåò Ṽ , ýòî ïðîñòðàíñòâî

êîíå÷íîìåðíî. Òàê êàê V = ṼR, ìû èìååì dimV = 2 dim Ṽ � ÷¼òíî.

Äàëåå, åñëè e1, . . . , en � áàçèñ êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà Ṽ , òî

e1, . . . , en, ie1, . . . , ien � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ṼR = V . Â ýòîì áàçèñå

îïåðàòîð J (îâåùåñòâëåíèå îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà i) èìååò
óêàçàííûé âèä. Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî (èëè âûòåêàåò èç

âèäà ìàòðèöû îâåùåñòâëåíèÿ îïåðàòîðà).
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Êîìïëåêñèôèêàöèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî íàä R. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî V ⊕ V ,

ñîñòîÿùåå èç ïàð (u, v), ãäå u, v ∈ V , è ââåä¼ì íà í¼ì êîìïëåêñíóþ

ñòðóêòóðó ñëåäóþùèì îáðàçîì: J (u, v) := (−v ,u). Ïîëó÷àåìîå
ïðîñòðàíñòâî Ṽ ⊕ V íàä ïîëåì C íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé

ïðîñòðàíñòâà V è îáîçíà÷àåòñÿ VC.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà (e1, 0), . . . , (en, 0) �
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà VC. Òàêèì îáðàçîì, dimVC = dimV .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Êàê âñåãäà, íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî (e1, 0), . . . , (en, 0) ëèíåéíî
íåçàâèñèìû è ïîðîæäàþò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî VC. Ïóñòü

α1(e1, 0) + . . .+ αn(en, 0) = (0, 0)

äëÿ íåêîòîðûõ αk = λk + iµk ∈ C. Òàê êàê
(λk + iµk) · (ek , 0) = λk(ek , 0) + µkJ (ek , 0) = (λkek , µkek), èç
ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ìû ïîëó÷àåì

(λ1e1 + . . .+ λnen, µ1e1 + . . .+ µnen) = (0, 0),

îòêóäà âñå λk , µk , à çíà÷èò è αk , ðàâíû íóëþ. Èòàê, (e1, 0), . . . , (en, 0)
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òî, ÷òî îíè ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî VC,

ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 8 9 ìàðòà 2021 ã. 5 / 16



Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî è A : V → V � îïåðàòîð.

Îïåðàòîð AC : VC → VC, çàäàííûé ôîðìóëîé AC(u, v) := (Au,Av),
íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé îïåðàòîðà A.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â áàçèñå e1, . . . , en. Òîãäà îïåðàòîð

AC â áàçèñå (e1, 0), . . . , (en, 0) çàäà¼òñÿ òîé æå ìàòðèöåé A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

AC(ek , 0) = (Aek , 0) = (alke l , 0) = alk(e l , 0).

Ïðè ðàáîòå ñ êîìïëåêñèôèöèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì VC óäîáíî

çàïèñûâàòü âåêòîðû (u, v) ∈ VC â âèäå u + iv . Òîãäà äåéñòâèå
êîìïëåêñèôèöèðîâàííîãî îïåðàòîðà AC çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

AC(u + iv) = Au + iAv .
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Ïðåäëîæåíèå

Ïðîñòðàíñòâî (VC)R êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî V ⊕ V .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, VC = Ṽ ⊕ V , à (Ṽ ⊕ V )R = V ⊕V (ìû ïðîñòî ñíà÷àëà

äîáàâèëè, à ïîòîì óáðàëè óìíîæåíèå íà êîìïëåêñíûå ñêàëÿðû).

Ìîæíî äîêàçàòü (çàäà÷à), ÷òî (VR)C êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî V ⊕ V ,

ãäå V � êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ñëîæåíèå

òî æå, ÷òî è â V , à óìíîæåíèå íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà îïðåäåëåíî ïî

ôîðìóëå λ · v := λv .

Êàê ìû âñêîðå óáåäèìñÿ, êîìïëåêñèôèêàöèÿ ïðåäîñòàâëÿåò âåñüìà

ïîëåçíûé èíñòðóìåíò äëÿ ðàáîòû ñ îïåðàòîðàìè â âåùåñòâåííûõ

ïðîñòðàíñòâàõ.
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2.5. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Îïðåäåëåíèå

Ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ V íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà A : V → V , åñëè A(W ) ⊂W .

Ïðèìåð

ßäðî KerA è îáðàç ImA îïåðàòîðà A ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè

ïîäïðîñòðàíñòâàìè.
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Ïóñòü W ⊂ V � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ îïåðàòîðà

A : V → V . Âûáåðåì áàçèñ e1, . . . , ek â W è äîïîëíèì åãî äî áàçèñà

e1, . . . , ek , ek+1, . . . , en â V . Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â

ýòîì áàçèñå. Òîãäà Ae j = a1j e1 + . . .+ akj ek ïðè j = 1, . . . , k . Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà A èìååò âèä

A =

(
∗ ∗
0 ∗

)
,

ãäå â ëåâîì íèæíåì óãëó ñòîèò ìàòðèöà ðàçìåðà (n − k)× k èç íóëåé.

Àíàëîãè÷íî, åñëè èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå V = W1 ⊕W2 â ïðÿìóþ

ñóììó èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, A(W1) ⊂W1 è A(W2) ⊂W2, òî

â ïîäõîäÿùåì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà A áóäåò èìåòü

áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä

A =

(
∗ 0

0 ∗

)
.
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü W ⊂ V � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ îïåðàòîðà

A : V → V . Òîãäà îïåðàòîð Â : W →W , îïðåäåë¼ííûé ðàâåíñòâîì

Âw := Aw äëÿ w ∈W , íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì îïåðàòîðà A íà

ïîäïðîñòðàíñòâî W è îáîçíà÷àåòñÿ A|W .

Ëèíåéíûé îïåðàòîð Ã : V /W → V /W , îïðåäåë¼ííûé íà êëàññàõ

ñìåæíîñòè ïî ïðàâèëó Ã(v +W ) = Av +W , íàçûâàåòñÿ

ôàêòîð-îïåðàòîðîì.

Îïðåäåëåíèå ôàêòîð-îïåðàòîðà êîððåêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

v +W = u +W , òî v − u ∈W , A(v − u) ∈W , è ìû èìååì

Ã(v+W ) = A(u+v−u)+W = Au+A(v−u)+W = Au+W = Ã(u+W ).
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü W ⊂ V � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ îïåðàòîðà

A : V → V . Ïóñòü e1, . . . , ek � áàçèñ â W è e1, . . . , ek , ek+1, . . . , en �

áàçèñ â V . Òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà A â ýòîì áàçèñå èìååò âèä

A =

(
Â ∗
0 Ã

)
,

ãäå Â � ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ A|W â áàçèñå e1, . . . , ek , à Ã � ìàòðèöà

ôàêòîð-îïåðàòîðà â áàçèñå ek+1 +W , . . . , en +W
ôàêòîðïðîñòðàíñòâà V /W .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ýòî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèé îãðàíè÷åíèÿ, ôàêòîð-îïåðàòîðà è

ìàòðèöû îïåðàòîðà.
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Îïðåäåëåíèå

Íåíóëåâîé âåêòîð v ∈ V íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðà A,
åñëè Av = λv äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ k.

×èñëî λ ∈ k íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, åñëè ñóùåñòâóåò

ñîáñòâåííûé âåêòîð v , äëÿ êîòîðîãî Av = λv .

Ïðåäëîæåíèå

Âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ, è
âåêòîð 0 îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì

îïåðàòîðà A− λ · id.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàâåíñòâî Av = λv èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî, êîãäà

v ∈ Ker(A− λ · id).
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ îïåðàòîðà A. Ïîäïðîñòðàíñòâî
Vλ = Ker(A− λ · id) íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì,

ñîîòâåòñòâóþùèì λ.

Ïðåäëîæåíèå

Ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Vλ èíâàðèàíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v ∈ Vλ, òî Av = λv ∈ Vλ.
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Ïðèìåð

1. Äëÿ òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà id : V → V âñå íåíóëåâûå âåêòîðû

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 1.

2. ßäðî ëþáîãî îïåðàòîðà A : V → V ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 0 è íóëåâîãî âåêòîðà.

3. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîåêòîðà P : V → V ñóòü 0 èëè 1.

Ïðè÷¼ì åñëè P � ïðîåêòîð íà U âäîëü W , òî U � ýòî ñîáñòâåííîå

ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå λ = 1, à W � ñîáñòâåííîå

ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå λ = 0.
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2.6. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîãî÷ëåí PA(t) := det(A− t · id) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà A.

Òàê êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïðåäåë¼í êàê îïðåäåëèòåëü

îïåðàòîðà, åãî ìîæíî âû÷èñëÿòü êàê îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ýòîãî

îïåðàòîðà â ëþáîì áàçèñå:

PA(t) = det(A− tE ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − t a12 · · · a1n
a21 a22 − t · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann − t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
ãäå A = (aij) � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â ëþáîì áàçèñå, à E �

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Èç ýòîé ôîðìóëû ÿñíî, ÷òî

PA(t) = pnt
n + pn−1t

n−1 + . . .+ p0 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n = dimV .

Êðîìå òîãî, ìû èìååì pn = (−1)n, pn−1 = (−1)n−1 trA, p0 = detA.
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Ïðåäëîæåíèå

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A � ýòî â òî÷íîñòè êîðíè åãî

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî îïåðàòîð A− λ · id âûðîæäåí, ò. å.

det(A− λ · id) = 0, à çíà÷èò λ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà PA(t). Îáðàòíî,
åñëè λ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà PA(t), òî det(A− λ · id) = 0. Ïîýòîìó

Ker(A− λ · id) 6= {0}, à çíà÷èò λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.
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