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Îïðåäåëåíèå

Êîìïîçèöèåé îïåðàòîðîâ A : V → V è B : V → V íàçûâàåòñÿ

ëèíåéíûé îïåðàòîð A ◦ B : V → V ,îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

(A ◦ B)(v) = A(Bv).

Ïðåäëîæåíèå

Ìàòðèöà êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ A ◦ B â ëþáîì áàçèñå åñòü

ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö îïåðàòîðîâ A è B â ýòîì áàçèñå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü A = (aij) è B = (bij ) � ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A è B â áàçèñå

e1, . . . , en è ïóñòü C = AB = (c ij ). Òîãäà

(A ◦ B)(e i ) = A(Be i ) = A(bji e j) = bjiAe j = bji a
k
j ek = akj b

j
i ek = cki ek ,

ò. å. C = AB åñòü ìàòðèöà îïåðàòîðà A ◦ B.
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Òåîðåìà

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ îïåðàòîðà A : V → V :

à) îïåðàòîð A íåâûðîæäåí, ò. å. detA 6= 0;

á) îïåðàòîð A îáðàòèì, ò.å. ñóùåñòâóåò A−1 : V → V , A ◦ A−1 = id;

â) ImA = V ;

ã) KerA = {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ìû äîêàæåì èìïëèêàöèè à)⇒ á)⇒ â)⇒ ã⇒ à).

à)⇒ á). Ïóñòü detA 6= 0 è A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì

áàçèñå. Òîãäà detA 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà

A−1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A−1, êîòîðûé â äàííîì áàçèñå çàäà¼òñÿ

ìàòðèöåé A−1. Òîãäà ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ, ìàòðèöà

îïåðàòîðà A ◦ A−1 åñòü AA−1 = E , à çíà÷èò A ◦ A−1 = id.

á)⇒ â). Ïóñòü A îáðàòèì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ImA 6= V . Âûáåðåì

òàêîé v ∈ V , ÷òî v /∈ ImA. Ïóñòü A−1(v) = u. Òîãäà Au ∈ ImA.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Au = A ◦ A−1(v) = v . Ïðîòèâîðå÷èå.
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Òåîðåìà

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ îïåðàòîðà A : V → V :

à) îïåðàòîð A íåâûðîæäåí, ò. å. detA 6= 0;

á) îïåðàòîð A îáðàòèì, ò.å. ñóùåñòâóåò A−1 : V → V , A ◦ A−1 = id;

â) ImA = V ;

ã) KerA = {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

â)⇒ ã). Ïóñòü ImA = V , ò. å. dimV = dim ImA. Òîãäà
dimV = dimKerA+ dim ImA. Ñëåäîâàòåëüíî, dimKerA = 0, ò. å.

KerA = {0}.

ã)⇒ à). Ïóñòü KerA = {0}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî detA = 0. Òîãäà

detA = 0, ãäå A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì áàçèñå

e1, . . . , en. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = 0

èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå x1, . . . , xn. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Ax = 0, ãäå

x = x ie i 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, KerA ñîäåðæèò íåíóëåâîé âåêòîð x .

Ïðîòèâîðå÷èå.
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Ìíîæåñòâî Hom(V ,V ) âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A : V → V â

ôèêñèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå V îáðàçóåò êîëüöî îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è êîìïîçèöèè. (Åñëè âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå è

óìíîæåíèå îïåðàòîðîâ íà ýëåìåíòû ïîëÿ k, òî ïîëó÷àåìûé îáúåêò

íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé íàä ïîëåì k.) Íàðÿäó ñ Hom(V ,V ) äëÿ ýòîãî

êîëüöà (èëè àëãåáðû) èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå End(V ).

Íåâûðîæäåííûå îïåðàòîðû â V îáðàçóþò (íåàáåëåâó) ãðóïïó

îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ îáùåé ëèíåéíîé

ãðóïïîé ïðîñòðàíñòâà V è îáîçíà÷àåòñÿ GL (V ). Åñëè dimV = n, òî
ãðóïïà GL (V ) èçîìîðôíà ãðóïïå íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö
ðàçìåðà n ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ k ïî óìíîæåíèþ; ýòà ãðóïïà

îáîçíà÷àåòñÿ GL(n, k).

Ìàòðèöû (èëè îïåðàòîðû) ñ îïðåäåëèòåëåì 1 îáðàçóþò ïîäãðóïïó â

GL(n, k); ýòà ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïîé è

îáîçíà÷àåòñÿ SL(n, k).
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2.2. Ïðîåêòîðû, èõ àëãåáðàè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî V ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðÿìîé ñóììû äâóõ

ïîäïðîñòðàíñòâ: V = V1 ⊕ V2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V
èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå v = v1 + v2, v1 ∈ V1, v2 ∈ V2.

Îïåðàòîð P : V → V , ïåðåâîäÿùèé âåêòîð v = v1 + v2 â âåêòîð v1,

íàçûâàåòñÿ ïðîåêòîðîì íà V1 âäîëü V2.

Äëÿ òàêîãî ïðîåêòîðà P ìû î÷åâèäíî èìååì ImP = V1 è KerP = V2.
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Òåîðåìà

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ îïåðàòîðà A : V → V :

à) A ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì;

á) A2 = A.

Äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè A � ïðîåêòîð íà V1 âäîëü V2, òî äëÿ v = v1 + v2 èìååì

A2
v = A

(
A(v1 + v2)

)
= Av1 = v1 = Av ,

ò. å. A2 = A.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïóñòü òåïåðü A2 = A. Ïîëîæèì V1 := ImA è V2 := KerA. Ìû

ïîêàæåì, ÷òî A � ïðîåêòîð íà V1 âäîëü V2.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî V = V1 ⊕ V2, ò. å., ÷òî V = V1 + V2 è

V1 ∩ V2 = {0}. Ïóñòü v ∈ V1 ∩ V2. Òîãäà v ∈ V1 = ImA, ò. å.
ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð u ∈ V , ÷òî Au = v , è v ∈ V2 = KerA, ò.å.
Av = 0. Òîãäà

v = Au = A2
u = A(Au) = Av = 0,

ò. å. v = 0. Èòàê, V1 è V2 äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò ïðÿìóþ ñóììó.

Êðîìå òîãî,

dim(V1 ⊕ V2) = dimV1 + dimV2 = dim ImA+ dimKerA = dimV ,

ò. å. V = V1 ⊕ V2.
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v ∈ V è ïðåäñòàâèì åãî â

âèäå v = v1 + v2, v1 ∈ V1 = ImA, v2 ∈ V2 = KerA. Òîãäà
ñóùåñòâóåò u ∈ V òàêîé, ÷òî v1 = Au, à Av2 = 0. Ìû èìååì

Av = Av1 +Av2 = A(Au) = A2
u = Au = v1.

Èòàê, A � äåéñòâèòåëüíî ïðîåêòîð íà V1 âäîëü V2.

Ìàòðèöà ïðîåêòîðà íà V1 âäîëü V2 â áàçèñå, ñîñòàâëåííîì èç áàçèñîâ

ïðîñòðàíñòâ V1 è V2, èìååò âèä(
E 0
0 0

)
,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà k = dimV1, à 0 îáîçíà÷àåò

ìàòðèöó èç íóëåé ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà.
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2.3. Ìíîãî÷ëåíû îò îïåðàòîðà. Ìèíèìàëüíûé

àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí

Ïóñòü A : V → V � îïåðàòîð. Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè åãî êâàäðàò A2.

Íà ñàìîì äåëå êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó

P(t) = a0 + a1t + a2t
2 + . . .+ ant

n ∈ k[t] ìîæíî ñîïîñòàâèòü îïåðàòîð

P(A) := a0 id+a1A+ a2A2 + . . .+ anAn,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò îïåðàòîðà A.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîãî÷ëåí P(t) íàçûâàåòñÿ àííóëèðóþùèì îïåðàòîð A, åñëè
P(A) = O (íóëåâîé îïåðàòîð).

Ïðèìåð

1. Ìíîãî÷ëåí t − 1 àííóëèðóåò òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð id.

2. Ìíîãî÷ëåí t2 − t àííóëèðóåò ëþáîé ïðîåêòîð P.
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Ïðåäëîæåíèå

Ó ëþáîãî îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü dimV = n. Ðàññìîòðèì n2 + 1 îïåðàòîðîâ A0 = id,

A1 = A,A2, . . . ,An2 . Òàê êàê ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðîâ

ðàâíà n2, ýòè îïåðàòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû, ò. å. ñóùåñòâóþò ÷èñëà

a0, a1, . . . , an2 , íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî
a0 id+a1A+ . . .+ an2An2 = O. Òîãäà íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí

P(t) = a0 + a1t + . . .+ an2t
n2 àííóëèðóåò îïåðàòîð A.

Îïðåäåëåíèå

Íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí P(t) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì àííóëèðóþùèì

ìíîãî÷ëåíîì (èëè ïðîñòî ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì) äëÿ

îïåðàòîðà A, åñëè P(A) = O, ìíîãî÷ëåí P(t) èìååò íàèìåíüøóþ
ñòåïåíü ñðåäè âñåõ íåíóëåâûõ àííóëèðóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ, è åãî

ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 1.
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Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé

àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ìû óæå äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî àííóëèðóþùåãî

ìíîãî÷ëåíà. Ñðåäè âñåõ àííóëèðóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ âûáåðåì

ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè è ðàçäåëèì åãî íà ñòàðøèé

êîýôôèöèåíò. Â ðåçóëüòàòå ìû ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷èì

ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü P1(t) è P2(t) � äâà ìèíèìàëüíûõ

ìíîãî÷ëåíà äëÿ îïåðàòîðà A. Ñòåïåíè è ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû

ìíîãî÷ëåíîâ P1(t) è P2(t) ðàâíû. Òîãäà P1(t)− P2(t) áóäåò
àííóëèðóþùèì ìíîãî÷ëåíîì ìåíüøåé ñòåïåíè, à çíà÷èò

P1(t)− P2(t) = 0.
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2.4. Îâåùåñòâëåíèå è êîìïëåêñèôèêàöèÿ

Ïðè ðàáîòå ñ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè è îïåðàòîðàìè ÷àñòî áûâàåò

óäîáíî èçìåíèòü ïîëå ñêàëÿðîâ. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì äâå òàêèå

îïåðàöèè:

� ïåðåõîä îò ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R ê

ïðîñòðàíñòâàì íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C
(êîìïëåêñèôèêàöèÿ âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà);

� ïåðåõîä îò ïðîñòðàíñòâ íàä C ê ïðîñòðàíñòâàì íàä R
(îâåùåñòâëåíèå êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà).
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Îâåùåñòâëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî (ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C).
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî VR, ñîñòîÿùåå èç òåõ æå âåêòîðîâ, ÷òî è V . Íà

VR èìååòñÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ (òà æå, ÷òî è íà V ), à âìåñòî

îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà ìû îñòàâèì ëèøü

óìíîæåíèå íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òîãäà VR � âåùåñòâåííîå

ïðîñòðàíñòâî (ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ
îâåùåñòâëåíèåì ïðîñòðàíñòâà V .
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà e1, . . . , en,
ie1, . . . , ien � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà VR. Òàêèì îáðàçîì,

dimVR = 2 dimV .

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðîâåðèì, ÷òî âåêòîðû e1, . . . , en, ie1, . . . , ien ëèíåéíî íåçàâèñèìû

â VR. Ïóñòü

λ1e1 + . . .+ λnen + µ1ie1 + . . .+ µnien = 0,

â ïðîñòðàíñòâå VR, ãäå λk , µk ∈ R. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå V ìû èìååì

(λ1 + iµ1)e1 + . . .+ (λn + iµn)en = 0.

Òàê êàê âåêòîðû e1, . . . , en ëèíåéíî íåçàâèñèìû â V , ìû èìååì

λk + iµk = 0, ò. å. λk = µk = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, e1, . . . , en, ie1, . . . , ien
ëèíåéíî íåçàâèñèìû â VR.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî ëþáîé âåêòîð v ∈ VR ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè) âåêòîðîâ

e1, . . . , en, ie1, . . . , ien. Ðàññìîòðèì v êàê âåêòîð èç V . Òàê êàê

e1, . . . , en � áàçèñ â V , ìû èìååì

v = α1e1 + . . .+ αnen

äëÿ íåêîòîðûõ αk ∈ C. Çàïèøåì αk = λk + iµk , ãäå λk , µk ∈ R. Òîãäà

v = λ1e1 + . . .+ λnen + µ1ie1 + . . .+ µnien.

Èòàê, e1, . . . , en, ie1, . . . , ien � áàçèñ â VR.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî è A : V → V � îïåðàòîð. Òîãäà

òîò æå îïåðàòîð, ðàññìàòðèâàåìûé â ïðîñòðàíñòâå VR, íàçûâàåòñÿ

îâåùåñòâëåíèåì îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àåòñÿ AR.
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Ïðåäëîæåíèå

Çàïèøåì ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå e1, . . . , en ïðîñòðàíñòâà V â

âèäå A+ iB , ãäå A è B � âåùåñòâåííûå ìàòðèöû. Òîãäà

à) ìàòðèöà îïåðàòîðà AR â áàçèñå e1, . . . , en, ie1, . . . , ien åñòü(
A −B
B A

)
;

á) detAR = | detA|2.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü A = (alk) è B = (blk). Òîãäà

AR(ek) = A(ek) = (alk + iblk)e l = alke l + blk ie l ,

AR(iek) = A(iek) = iA(ek) = i(alk + iblk)e l = −blke l + alk ie l ,

è óòâåðæäåíèå à) âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ á) ïðîèçâåä¼ì ñëåäóþùèå

ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ìàòðèöû

îïåðàòîðà AR:(
A −B
B A

)
→

(
A− iB −B − iA

B A

)
→

→
(
A− iB −B − iA+ i(A− iB)

B A+ iB

)
=

(
A− iB 0

B A+ iB

)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

detAR = det(A− iB) det(A+ iB) = detA · detA = | detA|2.
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