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Äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ìû èìååì èçîìîðôèçì V ∼= V ∗,
òàê êàê îáà ïðîñòðàíñòâà èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü. Áàçèñó

e1, . . . , en ïðîñòðàíñòâà V ñîîòâåòñòâóåò ñîïðÿæ¼íûé áàçèñ ε1, . . . , εn

ïðîñòðàíñòâà V ∗.

Äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñèòóàöèÿ èíàÿ: ïðîñòðàíñòâà V è

V ∗ íèêîãäà íå èçîìîðôíû, ïðîñòðàíñòâî V ∗ âñåãäà ¾áîëüøå¿. Ìû íå

áóäåì ïðèâîäèòü äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà (è äàæå íå áóäåì

ïðèâîäèòü åãî òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè), à ëèøü ïðîèëëþñòðèðóåì åãî

íà ïðèìåðå. Ýòî ïîñëåäíèé ðàç, êîãäà ó íàñ ïîÿâëÿþòñÿ

áåñêîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà; çäåñü íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ïîëå,

îòëè÷íîå îò R è C.

Íàïîìíèì, ÷òî k∞ � ýòî ïðîñòðàíñòâî ôèíèòíûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ò. å. áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ýëåìåíòîâ ïîëÿ k, â êîòîðûõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ îòëè÷íû

îò íóëÿ. ×åðåç k̂∞ ìû îáîçíà÷àëè ïðîñòðàíñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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Ïðåäëîæåíèå

Äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ê k∞ èçîìîðôíî k̂∞.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â ïðîñòðàíñòâå k∞ èìååòñÿ ñòàíäàðòíûé áàçèñ e1, e2, . . ., ãäå
e i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) ñ 1 íà i-ì ìåñòå.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

A : (k∞)∗ → k̂
∞, f 7→

(
f (e1), f (e2), . . .

)
,

êîòîðîå ëèíåéíîé ôóíêöèè f ∈ (k∞)∗ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü å¼ çíà÷åíèé íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ e i .

Îòîáðàæåíèå A èìååò îáðàòíîå, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

A−1
(
(x1, x2, . . .)

)
= f ∈ (k∞)∗, ãäå f (e i ) = xi .

Òàê êàê ëþáîé ýëåìåíò y ∈ k∞ åñòü (êîíå÷íàÿ) ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

ýëåìåíòîâ e i , çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè f íà y îäíîçíà÷íî

âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî å¼ çíà÷åíèÿì f (e i ). Èòàê, A � èçîìîðôèçì.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 6 2 ìàðòà 2021 ã. 3 / 16



Ïóñòü k = Z2 � ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ.

Ïðåäëîæåíèå

Ïðîñòðàíñòâà Z∞2 è Ẑ∞2 íåèçîìîðôíû. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî

Z∞2 íå èçîìîðôíî ñâîåìó äâîéñòâåííîìó ïðîñòðàíñòâó.

Äîêàçàòåëüñòâî

Äåëî â òîì, ÷òî Z∞2 êàê ìíîæåñòâî ñ÷¼òíî, à Ẑ∞2 íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì,

òàê ÷òî ìåæäó Z∞2 è Ẑ∞2 íåëüçÿ óñòàíîâèòü áèåêöèþ. (Ìíîæåñòâî X
íàçûâàåòñÿ ñ÷¼òíûì, åñëè èìååòñÿ áèåêöèÿ ìåæäó X è ìíîæåñòâîì

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N.)

Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Z∞2 ñîîòâåòñòâóþò êîíå÷íûì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì èç íóëåé è åäèíèö. Êîëè÷åñòâî òàêèõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n êîíå÷íî (ðàâíî 2n), à ïîýòîìó Z∞2
ñ÷¼òíî, êàê ñ÷¼òíîå îáúåäèíåíèå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. (Ýòî òàêæå

ìîæíî óâèäåòü, îòîæäåñòâèâ Z∞2 ñ ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

íà îòðåçêå [0, 1] â äâîè÷íîé çàïèñè.)
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî Ẑ∞2 âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé

è åäèíèö íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì

óäàëîñü ïåðåíóìåðîâàòü âñå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: a1, a2, . . . ,.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b, â êîòîðîé k-é ýëåìåíò îòëè÷àåòñÿ

îò k-ãî ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b
íå ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü â ñïèñêå a1, a2, . . ., òàê êàê îíà îòëè÷àåòñÿ îò

k-îé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ñïèñêà ïî êðàéíåé ìåðå â k-ì ÷ëåíå.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî Ẑ∞2 íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì.

(Ìíîæåñòâî Ẑ∞2 ìîæíî òàêæå îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ÷èñåë

íà îòðåçêå [0, 1] â äâîè÷íîé çàïèñè.)

Â êà÷åñòâå çàäà÷è ïîëåçíî äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî R∞ òàêæå íå

èçîìîðôíî ñâîåìó äâîéñòâåííîìó ïðîñòðàíñòâó R̂∞ (Óêàçàíèå: â R∞
èìååòñÿ ñ÷¼òíûé áàçèñ, à â R̂∞ íå ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíîãî áàçèñà.)
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1.10. Âòîðîå äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî,

êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì V ∼= V ∗∗

Ìû âèäåëè, ÷òî ïðîñòðàíñòâà V è V ∗ èçîìîðôíû (â êîíå÷íîìåðíîì

ñëó÷àå), îäíàêî äëÿ ïîñòðîåíèÿ èçîìîðôèçìà íàì òðåáîâàëîñü

âûáðàòü áàçèñ â V . Ñåé÷àñ ìû ïîñòðîèì èçîìîðôèçì ìåæäó

ïðîñòðàíñòâîì V è åãî âòîðûì äâîéñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì V ∗∗,
êîòîðûé íå òðåáóåò âûáîðà áàçèñà.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà V ∗∗ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå

ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ôóíêöèé V ∗.
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Òåîðåìà

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå

ϕ : V → V ∗∗, ñîïîñòàâëÿþùåå âåêòîðó x ∈ V ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ϕx

íà V ∗, çàäàâàåìóþ ôîðìóëîé

ϕx(ξ) := ξ(x) äëÿ ξ ∈ V ∗,

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî

Î÷åâèäíî, ÷òî ϕx � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà V ∗. Êðîìå òîãî,

ϕ(x + y) = ϕx+y = ϕx + ϕy = ϕ(x) + ϕ(y)

è ϕ(λx) = λϕ(x), ò. å. îòîáðàæåíèå ϕ ëèíåéíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Äîêàæåì, ÷òî ϕ : V → V ∗∗ èíúåêòèâíî, ò. å. Kerϕ = {0}. Ïóñòü
ϕ(x) = ϕx = o. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ϕx(ξ) = ξ(x) = 0

äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé ôóíêöèè ξ ∈ V ∗. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî äëÿ âñåõ

ëèíåéíûõ ôóíêöèé ε1, . . . , εn äâîéñòâåííîãî áàçèñà ê ïðîèçâîëüíîìó

áàçèñó e1, . . . , en â V . Ñëåäîâàòåëüíî, εi (x) = x i = 0, ò. å. âñå

êîîðäèíàòû âåêòîðà x ∈ V â áàçèñå e1, . . . , en ðàâíû íóëþ. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî x = 0, ò. å. Kerϕ = {0}.

Òàê êàê dimV = dimV ∗∗ = dimKerϕ+ dim Imϕ è dimKerϕ = 0, ìû

ïîëó÷àåì dim Imϕ = dimV ∗∗. Ñëåäîâàòåëüíî, Imϕ = V ∗∗ è ϕ
ñþðúåêòèâíî.

Èòàê, ϕ ëèíåéíî è áèåêòèâíî, à çíà÷èò ýòî � èçîìîðôèçì.

Ïðè ïîñòðîåíèè èçîìîðôèçìà ϕ : V → V ∗∗ ìû íè ðàçó íå

èñïîëüçîâàëè áàçèñ (áàçèñ èñïîëüçîâàëñÿ òîëüêî ïðè äîêàçàòåëüñòâå).

Èçîìîðôèçì, êîòîðûé íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà, íàçûâàåòñÿ

êàíîíè÷åñêèì.
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1.11. Ñîïðÿæ¼ííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A : V →W � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Îòîáðàæåíèå

A∗ : W ∗ → V ∗, çàäàííîå ôîðìóëîé

(A∗ξ)(v) := ξ(Av) äëÿ ξ ∈W ∗, v ∈ V ,

íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì ê A.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî A∗ � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü e1, . . . , em è f1, . . . , fn � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ V è W
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A : V →W â ýòèõ

áàçèñàõ è ìàòðèöà ñîïðÿæ¼ííîãî îòîáðàæåíèÿ A∗ : W ∗ → V ∗ â
äâîéñòâåííûõ áàçèñàõ ϕ1, . . . , ϕn è ε1, . . . , εm ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç

äðóãà òðàñïîíèðîâàíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A â áàçèñàõ e1, . . . , em è

f 1, . . . , f n. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x = x ie i ìû èìååì

(A∗ϕi )(x) = ϕi (Ax) = ϕi (ajkx
k f j) = ajkx

kϕi (f j) =

= ajkx
kδij = aikx

k = aikε
k(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, A∗ϕi = aikε
k . Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî â i-é ñòðîêå

ìàòðèöû A = (aik) ñòîÿò êîîðäèíàòû îáðàçà ϕi ïðè îòîáðàæåíèè A∗ ïî
îòíîøåíèþ ê áàçèñó ε1, . . . , εm. Ïîýòîìó ìàòðèöà ëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ A∗ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A òðàíñïîíèðîâàíèåì.
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Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Îïðåäåëèòåëü è ñëåä

îïåðàòîðà. Íåâûðîæäåííûå îïåðàòîðû.

Ãðóïïû GL(n) è SL(n)

Äàëåå âñå ïðîñòðàíñòâà ïðåäïîëàãàþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè. Íàïîìíèì,

÷òî ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

A : V → V ïðîñòðàíñòâà V â ñåáÿ. Äàëåå ìû áóäåì íàçûâàòü

ëèíåéíûå îïåðàòîðû ïðîñòî ¾îïåðàòîðàìè¿.

Â îïðåäåëåíèè ìàòðèöû A ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A : V → V
åñòåñòâåííî â êà÷åñòâå áàçèñîâ â îáîèõ ýêçåìïëÿðàõ ïðîñòðàíñòâà V
áðàòü îäèí è òîò æå áàçèñ e1, . . . , en. Ïîëó÷àåìàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

A = (aji ) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : V → V â

áàçèñå e1, . . . , en. Òàêèì îáðàçîì, i-é ñòîëáåö ìàòðèöû A ñîñòàâëåí èç

êîîðäèíàò âåêòîðà Ae i îòíîñèòåëüíî áàçèñà e1, . . . , en:

Ae i = ajie j .
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Ïðèìåð

1. Òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð id ïåðåâîäèò êàæäûé âåêòîð v ∈ V â ñåáÿ:

id v = v . Ìàòðèöåé îïåðàòîðà id â ëþáîì áàçèñå ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà E . Îáðàòíî, åñëè ìàòðèöà îïåðàòîðà A â êàêîì-òî áàçèñå

åñòü E , òî A = id.

2. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d
dx â ïðîñòðàíñòâå k2[x ]

ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 2. Òîãäà d
dx 1 = 0, d

dx x = 1 è d
dx x

2 = 2x .

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöåé îïåðàòîðà d
dx â áàçèñå 1, x , x2 ÿâëÿåòñÿ

ìàòðèöà 0 1 0

0 0 2

0 0 0

 .
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Ïðèìåð

3. Â ïðîñòðàíñòâå R3 ðàññìîòðèì îïåðàòîð prv îðòîãîíàëüíîãî

ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà v = (1, 1, 1). Íàéä¼ì ìàòðèöó

ýòîãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì áàçèñå e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) è
e3 = (0, 0, 1). Ïî ôîðìóëå èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà u ∈ R3 ìû èìååì prvu = (u,v)
(v ,v)v . Ñëåäîâàòåëüíî,

prve1 = prve2 = prve3 =
1

3
(1, 1, 1) =

1

3
e1 +

1

3
e2 +

1

3
e3.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà îïåðàòîðà prv èìååò âèä
1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

 .
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Òåîðåìà (çàêîí èçìåíåíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà)

Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

A′ = C−1AC ,

ãäå A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A : V → V â áàçèñå e1, . . . , en,
A′ � ìàòðèöà â áàçèñå e′1, . . . , e

′
n

è C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, . . . , en ê áàçèñó e′1, . . . , e
′
n.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òàê êàê ìû âûáèðàåì îäèí è òîò æå áàçèñ â îáîèõ ýêçåìïëÿðàõ

ïðîñòðàíñòâà V , ìû äîëæíû ïîäñòàâèòü C = D â ôîðìóëó

A′ = D−1AC ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Êâàäðàòíûå ìàòðèöû A è A′, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ
A′ = C−1AC , ãäå C � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, íàçûâàþòñÿ

ïîäîáíûìè. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû îäíîãî îïåðàòîðà â ðàçíûõ

áàçèñàõ ïîäîáíû.
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Cëåä trA êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (aij) � ýòî ñóììà å¼ äèàãîíàëüíûõ

ýëåìåíòîâ, trA = aii .

Ëåììà

Îïðåäåëèòåëü è ñëåä ïîäîáíûõ ìàòðèö ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü A′ = C−1AC . Òîãäà äëÿ îïðåäåëèòåëÿ èìååì

detA′ = det(C−1AC ) = (detC−1)(detA)(detC ) =

= (detC )−1(detC )(detA) = detA.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëåäà èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ Ýéíøòåéíà:

ai
′
j ′ = c i

′
i a

i
jc

j
j ′ , îòêóäà

trA′ = ai
′
i ′ = c i

′
i a

i
jc

j
i ′ = c ji ′c

i ′
i a

i
j = δji a

i
j = aii = trA.
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Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëèòåëü (ñîîòâåòñòâåííî, ñëåä) ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

A : V → V � ýòî îïðåäåëèòåëü (ñîîòâåòñòâåííî, ñëåä) ìàòðèöû

îïåðàòîðà A â ëþáîì áàçèñå; îáîçíà÷àåòñÿ detA (ñîîòâåòñòâåííî,

trA).
Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè detA 6= 0.
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