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Òåîðåìà

Ïóñòü A : V →W � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà ñîîòâåòñòâèå

v+KerA 7→ Av çàäà¼ò èçîìîðôèçì ìåæäó ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì

V /KerA è ïîäïðîñòðàíñòâîì ImA.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èç

êóðñà àëãåáðû î òîì, ÷òî ¾ãîìîìîðôíûé îáðàç ãðóïïû èçîìîðôåí

ôàêòîðãðóïïå ïî ÿäðó ãîìîìîðôèçìà¿.

Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî v +KerA 7→ Av äåéñòâèòåëüíî êîððåêòíî

îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå Ã : V /KerA → ImA. Äëÿ ýòîãî íóæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè u +KerA = v +KerA, òî Au = Av . Â ñèëó

äîêàçàííîé ðàíåå ëåììû, èç ðàâåíñòâà êëàññîâ ñìåæíîñòè

u +KerA = v +KerA âûòåêàåò, ÷òî u − v ∈ KerA, ò. å.
Au = Av +A(u − v) = Av . Èòàê, îòîáðàæåíèå Ã : V /KerA → ImA
îïðåäåëåíî êîððåêòíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ëèíåéíîñòü è ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ Ã î÷åâèäíû. Ïðîâåðèì,

÷òî îíî òàêæå èíúåêòèâíî. Ïóñòü Ã(u +KerA) = Ã(v +KerA). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî Au = Av , ò. å. u − v ∈ KerA. Òîãäà èç ëåììû ñëåäóåò,

÷òî u +KerA = v +KerA, ò. å. Ã èíúåêòèâíî. Òàê êàê ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå Ã : V /KerA → ImA ñþðúåêòèâíî è èíúåêòèâíî, îíî

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ñëåäñòâèå

Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A : V →W ìû èìååì

dimV = dimKerA+ dim ImA.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî dim(V /KerA) = dim ImA, à
dim(V /KerA)=dimV− dimKerA ïî òåîðåìå î ðàçìåðíîñòè

ôàêòîðïðîñòðàíñòâà.
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1.8. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå
ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðè çàìåíàõ áàçèñîâ

Ïóñòü A : V →W � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, e1, . . . , em � áàçèñ â V , à

f 1, . . . , f n � áàçèñ â W .

Îïðåäåëåíèå

Ìàòðèöåé îòîáðàæåíèÿ A : V →W ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñàì

e1, . . . , em è f 1, . . . , f n íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

A =


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . anm


ðàçìåðà n ×m, â êîòîðîé i-é ñòîëáåö ñîñòàâëåí èç êîîðäèíàò âåêòîðà

A(e i ) îòíîñèòåëüíî áàçèñà f 1, . . . , f n:

Ae i = aji f j .
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Çíàÿ ìàòðèöó ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A, ìû ìîæåì íàéòè îáðàç

ëþáîãî âåêòîðà x ∈ V ïðè îòîáðàæåíèè A ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü x = x jej � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç V , à y = y i fi � åãî îáðàç

â W , ò.å. y = Ax. Òîãäà

y i = aijx
j èëè

y1

...

yn

 =

a11 . . . a1m
...

. . .
...

an1 . . . anm


x1

...

xm

 .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî,

y i f i = y = Ax = A(x je j) = x jAe j = x jaij f i .

Òàê êàê {f i} � áàçèñ, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y i = aijx
j .
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Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé A : V →W èç V â W ñ

îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ

(A1 +A2)(v) := A1v +A2v , (λA)(v) := λ(Av)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Îíî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì

ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç V â W è îáîçíà÷àåòñÿ Homk(V ,W ) èëè
ïðîñòî Hom(V ,W ).
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü dimV = m è dimW = n. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ

îòîáðàæåíèé Homk(V ,W ) èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó ìàòðèö

Matk(n,m).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âûáåðåì áàçèñû e1, . . . , em è f 1, . . . , f n â V è W ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Homk(V ,W )→ Matk(n,m), êîòîðîå
ñîïîñòàâëÿåò ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ åãî ìàòðèöó â âûáðàííûõ

áàçèñàõ.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ëèíåéíî. Êðîìå

òîãî, îíî áèåêòèâíî: îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ñîïîñòàâëÿåò

n ×m-ìàòðèöå A = (aij) ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå â

êîîðäèíàòàõ ôîðìóëîé y i = aijx
j . Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå îòîáðàæåíèå

Homk(V ,W )→ Matk(n,m) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
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Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V âûáðàí íîâûé áàçèñ e1′ , . . . , em′ , à â

ïðîñòðàíñòâå W � íîâûé áàçèñ f 1′ , . . . , f n′ .

Òåîðåìà (çàêîí èçìåíåíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ)

Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

A′ = D−1AC ,

ãäå A � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A : V →W ïî îòíîøåíèþ ê

áàçèñàì e1, . . . , em è f1, . . . , fn;
A′ � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñàì e1′ , . . . , em′ è

f1′ , . . . , fn′ ;
C = Ce→e′ � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, . . . , em ê áàçèñó

e1′ , . . . , em′

è D = Df→f ′ � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò f1, . . . , fn ê f1′ , . . . , fn′ .
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü C = (c ii ′) è A = (aji ), òîãäà

Ae i ′ = A(c ii ′e i ) = c ii ′Ae i = c ii ′a
j
i f j .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè A′ = (aj
′

i ′ ) è D = (d j
j ′), òî

Ae i ′ = aj
′

i ′ f j ′ = aj
′

i ′ d
j
j ′f j .

Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíèå äâà ñîîòíîøåíèÿ, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî {f j} �
áàçèñ, ïîëó÷àåì aji c

i
i ′ = d j

j ′a
j ′

i ′ . Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

AC = DA′, ò. å. A′ = D−1AC .
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1.9. Äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî V ∗, äâîéñòâåííûé
áàçèñ. Îòñóòñòâèå èçîìîðôèçìà V ∼= V ∗ â
áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå (ïðèìåð)

Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

f : V → k. Êàê è âñÿêîå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ìåæäó

äâóìÿ ïðîñòðàíñòâàìè, ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå

Ïðîñòðàíñòâî Hom(V , k) ëèíåéíûõ ôóíêöèé f : V → k íàçûâàåòñÿ

äâîéñòâåííûì (èëè ñîïðÿæ¼ííûì) ïðîñòðàíñòâîì ê V è

îáîçíà÷àåòñÿ V ∗.
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Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ â V . Çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè ξ ∈ V ∗ íà
ëþáîì âåêòîðå x = x ie i ∈ V îïðåäåëÿåòñÿ å¼ çíà÷åíèÿìè íà áàçèñíûõ

âåêòîðàõ, òàê êàê ξ(x) = x iξ(e i ).

Îïðåäåëèì ëèíåéíûå ôóíêöèè ε1, . . . , εn ∈ V ∗ ïî ïðàâèëó

εi (e j) = δij .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x = x je j ìû èìååì

εi (x) = εi (x je j) = x jεi (e j) = x jδij = x i .

Â ñâÿçè ñ ýòèì ôóíêöèè εi ÷àñòî íàçûâàþò êîîðäèíàòíûìè
ôóíêöèÿìè.
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Ïðåäëîæåíèå

Ëèíåéíûå ôóíêöèè ε1, . . . , εn îáðàçóþò áàçèñ â V ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü. Ïóñòü x1ε
1 + . . .+ xnε

n = o. Ýòî ðàâåíñòâî
îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ξ := xiε

i ðàâíà íóëþ íà ëþáîì

âåêòîðå èç V . Âû÷èñëèì å¼ íà âåêòîðå e j :

0 = ξ(e j) = xiε
i (e j) = xiδ

i
j = xj . Èòàê, âñå êîýôôèöèåíòû xj ðàâíû

íóëþ, à çíà÷èò ε1, . . . , εn ∈ V ∗ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî ε1, . . . , εn ïîðîæäàþò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî V ∗. Ìû

óòâåðæäàåì, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèè ξ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξ = ξiε
i , ãäå ξi = ξ(e i ). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ

ëþáîãî âåêòîðà x = x je j ∈ V ìû èìååì

ξiε
i (x) = ξix

i = ξ(e i )x
i = ξ(x ie i ) = ξ(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, ξ = ξiε
i , ò.å. ε1, . . . , εn � áàçèñ â V ∗.
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Îïðåäåëåíèå

Áàçèñ ε1, . . . , εn ïðîñòðàíñòâà V ∗ íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì (èëè

ñîïðÿæ¼ííûì) áàçèñîì ê e1, . . . , en.

Ñëåäñòâèå

dimV = dimV ∗ (äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ).
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Ïóñòü òåïåðü e1′ , . . . , en′ � äðóãîé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V è C = (c ii ′) �
ìàòðèöà ïåðåõîäà, e i ′ = c ii ′e i . Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííûå áàçèñû

ε1, . . . , εn è ε1
′
, . . . , εn

′
.

Ïðåäëîæåíèå

Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ε1, . . . , εn ê ε1
′
, . . . , εn

′
åñòü (C−1)t .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x = x ie i = x i
′
e i ′ ìû èìååì

εi (x) = x i = c ii ′x
i ′ = c ii ′ε

i ′(x). Ñëåäîâàòåëüíî, εi = c ii ′ε
i ′ , ò. å.ε

1

...

εn

 = C

ε
1′

...

εn
′


èëè

(ε1
′
. . . εn

′
) = (ε1 . . . εn)(C−1)t .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (C−1)t � ýòî ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ε1, . . . , εn ê

ε1
′
, . . . , εn

′
.
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Òàê êàê (êîíå÷íîìåðíûå) ïðîñòðàíñòâà V è V ∗ èìåþò îäèíàêîâóþ
ðàçìåðíîñòü, îíè èçîìîðôíû. Îäíàêî äëÿ ïîñòðîåíèÿ èçîìîðôèçìà

ìåæäó íèìè íàì íåîáõîäèìî âûáðàòü áàçèñ â V (è äâîéñòâåííûé

áàçèñ â V ∗); èçîìîðôèçì ìåæäó V è V ∗ ¾íåêàíîíè÷åí¿ â òîì

ñìûñëå, ÷òî îí çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà. Ðàçíûå áàçèñû äàþò ðàçíûå

èçîìîðôèçìû.
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