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1.6. Êîîðäèíàòû âåêòîðà. Çàêîí èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò

ïðè çàìåíå áàçèñà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è e1, . . . , en � áàçèñ â V . Ëþáîé

âåêòîð x ∈ V åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ: x = x1e1 + . . .+ xnen. ×èñëà
x1, . . . , xn ∈ k íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x â áàçèñå e1, . . . , en.

Äàëåå ìû ïðèâåä¼ì ðÿä ñîãëàøåíèé îá îáîçíà÷åíèÿõ, êîòîðûå

ñóùåñòâåííî óïðîñòÿò âûêëàäêè, ñâÿçàííûå ñ êîîðäèíàòàìè.
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Ñîãëàøåíèå (îáîçíà÷åíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ êîîðäèíàò)

Ìû, êàê ïðàâèëî, áóäåì ïèñàòü èíäåêñû ó êîîðäèíàò ñâåðõó, à íå

ñíèçó, ò. å. x1, . . . , xn âìåñòî x1, . . . , xn. Âìåñòî äëèííîé çàïèñè

ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó x = x1e1 + . . .+ xnen ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü çàïèñü x = x ie i , ïîäðàçóìåâàÿ ñóììó
∑n

i=1 x
ie i

(ò.å. ñóììèðîâàíèå âñåãäà áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ

âåðõíèì è íèæíèì èíäåêñàì).

Ïðè ðàáîòå ñ ìàòðèöàìè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå e1, . . . , en ìû

áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå ñòîëáöà âûñîòû n, îáîçíà÷àÿ åãî ïðîñòîé

(íåæèðíîé) áóêâîé x , ò. å. x =

x1

...

xn

. ×àñòî äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà

âìåñòî

x1

...

xn

 áóäåì ïèñàòü (x1 . . . xn)t .
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Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V çàäàíû äâà áàçèñà: ¾ñòàðûé¿ e1, . . . , en è

¾íîâûé¿ e ′1, . . . , e
′
n. Íàì áóäåò óäîáíî îáîçíà÷àòü âåêòîðû íîâîãî

áàçèñà ÷åðåç e1′ , . . . , en′ . Çàïèøåì ôîðìóëû, âûðàæàþùèå âåêòîðû

íîâîãî áàçèñà ÷åðåç ñòàðûé áàçèñ:

e1′ = c11′e1 + . . .+ cn1′en,

· · · · · ·
en′ = c1n′e1 + . . .+ cnn′en,

èëè, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ Ýéíøòåéíà,

e i ′ = c ii ′e i , i ′ = 1, . . . , n.

Ýòè ôîðìóëû ðàâíîñèëüíû îäíîìó ìàòðè÷íîìó ðàâåíñòâó

(e1′ . . . en′) = (e1 . . . en)

c11′ · · · c1n′
...

. . .
...

cn1′ · · · cnn′

 .
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Îïðåäåëåíèå

Ìàòðèöà

C = (c ii ′) =

c11′ · · · c1n′
...

. . .
...

cn1′ · · · cnn′


íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, . . . , en ê áàçèñó

e1′ , . . . , en′ . Å¼ ñòîëáöàìè ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû íîâûõ áàçèñíûõ

âåêòîðîâ â ñòàðîì áàçèñå.
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Òåîðåìà (çàêîí èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò)

Ïóñòü x1, . . . , xn � êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå e1, . . . , en, à
x1

′
, . . . , xn

′
� êîîðäèíàòû ýòîãî æå âåêòîðà â áàçèñå e1′ , . . . , en′ .

Òîãäà äâà íàáîðà êîîðäèíàò ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè.

Â ðàçâ¼ðíóòîì êîîðäèíàòíîì âèäå:

x1 = c11′x
1′ + . . .+ c1n′x

n′ ,

· · · · · ·

xn = cn1′x
1′ + . . .+ cnn′x

n′ .

Â ìàòðè÷íîì âèäå: x1

...

xn

 = C

x1
′

...

xn
′

 .

Â îáîçíà÷åíèÿõ Ýéíøòåéíà:

x i = c ii ′x
i ′ , i = 1, . . . , n.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Õîòÿ âñå òðè ôîðìóëû çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò

ýêâèâàëåíòíû, ìû äîêàæåì èõ ïî îòäåëüíîñòè, ÷òîáû ëó÷øå îñâîèòüñÿ

ñ ðàçëè÷íûìè îáîçíà÷åíèÿìè. Ìû èìååì

x1e1 + . . .+ xnen = x = x1
′
e1′ + . . .+ xn

′
en′ =

= x1
′
(c11′e1 + . . .+ cn1′en) + . . .+ xn

′
(c1n′e1 + . . .+ cnn′en) =

= (c11′x
1′ + . . .+ c1n′x

n′)e1 + . . .+ (cn1′x
1′ + . . .+ cnn′x

n′)en.

Òàê êàê e1, . . . , en � áàçèñ, ìû ïîëó÷àåì x i = c i1′x
1′ + . . .+ c in′x

n′ äëÿ

i = 1, . . . , n.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Òà æå âûêëàäêà â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä

(e1, . . . , en)

x1

...

xn

 = x = (e1′ , . . . , en′)

x1
′

...

xn
′

 =

= (e1, . . . , en)

c11′ · · · c1n′
...

. . .
...

cn1′ · · · cnn′


x1

′

...

xn
′

 ,

îòêóäà x1

...

xn

 = C

x1
′

...

xn
′

 .
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ Ýéíøòåéíà, ïîëó÷àåì

x ie i = x = x i
′
e i ′ = x i

′
c ii ′e i ,

îòêóäà x i = x i
′
c ii ′ = c ii ′x

i ′ .

Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî âûêëàäêà, èñïîëüçóþùàÿ îáîçíà÷åíèÿ

Ýéíøòåéíà, èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä. Äàëåå â àíàëîãè÷íûõ

âûêëàäêàõ ìû êàê ïðàâèëî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè

Ýéíøòåéíà.

Îáðàòèì âíèìàíèå òàêæå, ÷òî â îïðåäåëåíèè ìàòðèöû ïåðåõîäà ìû

âûðàæàåì íîâûå âåêòîðû ÷åðåç ñòàðûå, à â çàêîíå ïðåîáðàçîâàíèÿ

êîîðäèíàò, íàîáîðîò, ñòàðûå êîîðäèíàòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íîâûå.
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Ñîãëàøåíèå (îáîçíà÷åíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ìàòðèö)

Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà `×m, à B = (bjk) � ìàòðèöà

ðàçìåðà m × n. Òîãäà çàêîí óìíîæåíèÿ ìàòðèö â îáîçíà÷åíèÿõ

Ýéíøòåéíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êîìïîíåíò

`× n-ìàòðèöû C = (c ik), ïîëó÷àåìîé êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A è B ,

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå c ik = aijb
j
k (ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó j

ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå).

Êîìïîíåíòû åäèíè÷íîé (êâàäðàòíîé) ìàòðèöû E çàäàþòñÿ ñèìâîëîì

Êðîíåêåðà: E = (δij ), ãäå

δij =

{
1, ïðè i = j ,
0, ïðè i 6= j .

Ìàòðèöà D = (d j
k) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ìàòðèöå C = (c ij ), ò.å.

D = C−1, åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå c ij d
j
k = δik .
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Ïðåäëîæåíèå

à) Ìàòðèöà Ce
′→e = (c i

′
i ) ïåðåõîäà îò áàçèñà e1′ , . . . , en′ ê áàçèñó

e1, . . . , en ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ìàòðèöå Ce→e
′ = (c ii ′) ïåðåõîäà îò

e1, . . . , en ê e1′ , . . . , en′ , ò. å.

Ce→e
′Ce

′→e = E .

Â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöà ïåðåõîäà âñåãäà íåâûðîæäåíà (îáðàòèìà).

á) Åñëè e1, . . . , en, e1′ , . . . , en′ , e1′′ , . . . , en′′ � òðè áàçèñà, òî äëÿ

ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö ïåðåõîäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Ce→e
′′ = Ce→e

′Ce
′→e

′′ .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç âòîðîãî, åñëè ïîëîæèòü e i ′′ = e i .

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü Ce→e
′ = (c ii ′), Ce

′→e
′′ = (c i

′
i ′′),

Ce→e
′′ = (c ii ′′). Òîãäà

c ii ′′e i = e i ′′ = c i
′
i ′′e i ′ = c i

′
i ′′c

i
i ′e i = c ii ′c

i ′
i ′′e i ,

îòêóäà c ii ′′ = c ii ′c
i ′
i ′′ , ò. å. Ce→e

′′ = Ce→e
′Ce

′→e
′′ .
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1.7. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ è èçîìîðôèçìû. ßäðî è

îáðàç

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V è W � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì k. Îòîáðàæåíèå

A : V →W íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u, v ∈ V
è ñêàëÿðà λ ∈ k âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

A(u + v) = Au +Av , A(λv) = λAv .

Áèåêòèâíîå (ò. å. âçàèìíî îäíîçíà÷íîå) ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

A : V →W íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ïðîñòðàíñòâà V è W
íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì.
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Âîò äâà âàæíåéøèõ ïðèìåðà ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé.

Ïðèìåð

1. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : V → k ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì k â

ïîëå k (ðàññìàòðèâàåìîå êàê 1-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî)

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé èëè ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì.

Ëèíåéíûå ôóíêöèè ìû âñêîðå îòäåëüíî ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî.

2. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : V → V ïðîñòðàíñòâà V â ñåáÿ

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû áóäóò

ïîäðîáíî èçó÷åíû âî âòîðîé ãëàâå.
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Òåîðåìà

Äâà ïðîñòðàíñòâà V è W íàä ïîëåì k èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûå ðàçìåðíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èç îïðåäåëåíèÿ èçîìîðôèçìà âûòåêàåò, ÷òî ñâîéñòâà ñèñòåìû

âåêòîðîâ áûòü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîé è ïîðîæäàòü âñ¼ ïðîñòðàíñòâî

ñîõðàíÿþòñÿ ïðè èçîìîðôèçìàõ, ò. å. ïðè èçîìîðôèçìå áàçèñ

ïåðåõîäèò â áàçèñ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè A : V →W � èçîìîðôèçì, òî

dimV = dimW .

Ïóñòü òåïåðü dimV = dimW = n. Âûáåðåì áàçèñû e1, . . . , en è

f 1, . . . , f n â V è W ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ôîðìóëà

A(x ie i ) = x i f i
(ãäå ïî i ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå) îïðåäåëÿåò ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå A : V →W . Îíî ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òàê êàê ôîðìóëà

A−1(x i f i ) = x ie i îïðåäåëÿåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Èòàê, A �

èçîìîðôèçì.
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Â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíîãî ïðèìåðà n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä R ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî Rn; â ñèëó

ïðåäûäóùåé òåîðåìû îíî èçîìîðôíî ëþáîìó äðóãîìó n-ìåðíîìó
âåùåñòâåííîìó ïðîñòðàíñòâó.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A : V →W � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

v ∈ V , äëÿ êîòîðûõ Av = 0, íàçûâàåòñÿ ÿäðîì îòîáðàæåíèÿ A è

îáîçíà÷àåòñÿ KerA. Îáðàç ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A : V →W ,

îáîçíà÷àåìûé ImA, îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ëþáîãî

îòîáðàæåíèÿ: ImA = {Av : v ∈ V }.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A : V →W � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà KerA ÿâëÿåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâîì â V , à ImA ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â W .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü u, v ∈ KerA, ò.å. Au = Av = 0. Òîãäà

A(u + v) = Au +Av = 0+ 0 = 0 è A(λv) = λAv = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

u + v ∈ KerA è λv ∈ KerA, à çíà÷èò KerA � ïîäïðîñòðàíñòâî â V .

Ïóñòü òåïåðü x , y ∈ ImA, ò. å. ñóùåñòâóþò u, v ∈ V , òàêèå, ÷òî Au = x

è Av = y . Òîãäà A(u + v) = x + y è A(λu) = λx . Ñëåäîâàòåëüíî,
x + y ∈ ImA è λx ∈ ImA, à çíà÷èò ImA � ïîäïðîñòðàíñòâî â W .
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