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1.4. Ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå

Ñóììà V1 + V2 ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé

(îáîçíà÷åíèå: V1 ⊕ V2), åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V1 + V2

ïðåäñòàâëåíèå v = v1 + v2, ãäå v1 ∈ V1 è v2 ∈ V2, åäèíñòâåííî.

Òåîðåìà

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ V1, V2:

à) ñóììà V1 + V2 ïðÿìàÿ;

á) V1 ∩ V2 = {0}.
â) åñëè 0 = v1 + v2, ãäå v1 ∈ V1 è v2 ∈ V2, òî v1 = v2 = 0;

ã) dimV1 + dimV2 = dim(V1 + V2);

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ìû äîêàæåì èìïëèêàöèè à)⇒ á)⇒ â)⇒ à) è á)⇔ ã).
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

à)⇒ á). Ïóñòü ñóùåñòâóåò v ∈ V1 ∩ V2, v 6= 0. Òîãäà

0 = 0+ 0 = v + (−v), ãäå v ∈ V1 è v ∈ V2. Ïîëó÷àåì, ÷òî

ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà 0 â âèäå ñóììû âåêòîðîâ èç V1 è V2 íå

åäèíñòâåííî, ò.å. ñóììà V1 + V2 íå ïðÿìàÿ.

á)⇒ â). Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå 0 = v1 + v2, ãäå v1 ∈ V1,

v2 ∈ V2 è v1 6= 0, òî v1 ∈ V1 è v1 = −v2 ∈ V2, ò.å. v1 ∈ V1 ∩ V2 è

V1 ∩ V2 6= {0}. Ïðîòèâîðå÷èå.

â)⇒ à). Ïóñòü ó âåêòîðà v ∈ V åñòü äâà ðàçëîæåíèÿ:

v = u1 + u2 = v1 + v2, ãäå u1, v1 ∈ V1 è u2, v2 ∈ V2. Òîãäà

0 = (u1 − v1) + (u2 − v2), ãäå u1 − v1 ∈ V1 è u2 − v2 ∈ V2.

Ñëåäîâàòåëüíî, u1 − v1 = u2 − v2 = 0, ò.å. äâà ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà v

ñîâïàäàþò.

á)⇔ ã). Ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü âûòåêàåò èç òåîðåìû î ðàçìåðíîñòè

ñóììû, òàê êàê ëèøü òðèâèàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò èìåòü íóëåâóþ

ðàçìåðíîñòü.
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Ïîíÿòèå ïðÿìîé ñóììû îáîáùàåòñÿ íà íåñêîëüêî ïîäïðîñòðàíñòâ:

Îïðåäåëåíèå

Ñóììà V1 + . . .+ Vn ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ

ïðÿìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V1 + . . .+ Vn ïðåäñòàâëåíèå

v = v1 + . . .+ vn, ãäå v i ∈ Vi , åäèíñòâåííî.

Òåîðåìà

Cëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ V1, . . . ,Vn:

à) ñóììà V1 + . . .+ Vn ïðÿìàÿ;

á) Vi ∩ (V1 + . . .+ Vi−1 + Vi+1 + . . .+ Vn) = {0} äëÿ ëþáîãî

i = 1, . . . , n;

â) Vi ∩ (Vi+1 + . . .+ Vn) = {0} äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n − 1;

ã) åñëè 0 = v1 + . . .+ vn, ãäå vi ∈ Vi , òî v1 = . . . = vn = 0;

ä) dimV1 + . . .+ dimVn = dim(V1 + . . .+ Vn).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè ïî n (îïóñêàåì).
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Ïðèìåð

Ïðè n > 3 óñëîâèå á) â ïðåäûäóùåé òåîðåìå áîëåå ñèëüíîå, ÷åì

óñëîâèå Vi ∩ Vj = {0} ïðè 1 6 i < j 6 n. Ýòî ïîñëåäíåå óñëîâèå íå
ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ ïðÿìàÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òðè ïîäïðîñòðàíñòâà â R2 ñî ñòàíäàðòíûì

áàçèñîì e1, e2:

V1 = 〈e1〉, V2 = 〈e2〉, V3 = 〈e1 + e2〉

(èëè ëþáûå òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèåñÿ â íóëå).

Òîãäà Vi ∩ Vj = {0} ïðè i 6= j , íî ñóììà V1 + V2 + V3 íå ïðÿìàÿ, òàê

êàê, íàïðèìåð, âåêòîð e1 + e2 äîïóñêàåò äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ

â âèäå ñóììû v1 + v2 + v3 ñ v i ∈ Vi , à èìåííî

e1 + e2 = e1 + e2 + 0 = 0+ 0+ (e1 + e2).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî dimVi = 1, à dim(V1 + V2 + V3) = dimR2 = 2.
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V1, . . . ,Vn � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì ïîëåì k. Èõ

âíåøíåé ïðÿìîé ñóììîé, îáîçíà÷àåìîé ÷åðåç V1⊕ . . .⊕Vn, íàçûâàåòñÿ

ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ

(v1, . . . , vn), ãäå v i ∈ Vi ñ îïåðàöèÿìè, îïðåäåë¼ííûìè ïîêîìïîíåíòíî:

(u1, . . . ,un) + (v1, . . . , vn) := (u1 + v1, . . . ,un + vn),

λ · (v1, . . . , vn) := (λv1, . . . , λvn).
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1.5. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî. Ðàçìåðíîñòü

ôàêòîðïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, à W ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî.

Êëàññîì ñìåæíîñòè âåêòîðà v ∈ V ïî ïîäïðîñòðàíñòâó W íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî v +W , ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâ âèäà v +w , ãäå w ∈W .

Ëåììà

Ðàâåíñòâî v1 +W = v2 +W èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

v1 − v2 ∈W .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü v1 +W = v2 +W . Òîãäà v1 ∈ v1 +W = v2 +W , à çíà÷èò

íàéä¼òñÿ òàêîé âåêòîð w ∈W , ÷òî v1 = v2 +w . Ñëåäîâàòåëüíî,

v1 − v2 = w ∈W .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Îáðàòíî, ïóñòü v := v1 − v2 ∈W . Äîêàæåì, ÷òî v1 +W ⊂ v2 +W .

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð u ∈ v1 +W . Òîãäà u = v1 +w äëÿ

íåêîòîðîãî w ∈W . Ìû èìååì u = v1 +w = v2 + (v +w), ãäå
v +w ∈W . Ñëåäîâàòåëüíî, u ∈ v2 +W è v1 +W ⊂ v2 +W .

Ïðîòèâîïîëîæíîå âêëþ÷åíèå v2 +W ⊂ v1 +W äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî. Èòàê, v1 +W = v2 +W .

Îïðåäåëåíèå

Ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì V /W ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V ïî

ïîäïðîñòðàíñòâó W íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {v +W : v ∈ V } âñåõ
êëàññîâ ñìåæíîñòè ïî ïîäïðîñòðàíñòâó W ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è

óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû:

(u +W ) + (v +W ) := (u + v) +W ,

λ · (v +W ) := λv +W .
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Ïðåäëîæåíèå

Ïðèâåä¼ííûå âûøå îïåðàöèè îïðåäåëåíû íà êëàññàõ ñìåæíîñòè

êîððåêòíî è çàäàþò íà V /W ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âíà÷àëå ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé, ò.å.

íåçàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà îïåðàöèè îò âûáîðà âåêòîðà v â ñìåæíîì

êëàññå v +W .

Äîêàæåì êîððåêòíîñòü äëÿ ñëîæåíèÿ. Åñëè u1 +W = u2 +W è

v1 +W = v2 +W , òî u := u1 − u2 ∈W è v := v1 − v2 ∈W â ñèëó

ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî,

(u1 +W ) + (v1 +W ) = (u1 + v1) +W = (u2 + v2) + (u + v) +W =

= (u2 + v2) +W = (u2 +W ) + (v2 +W ),

ò.å. ñëîæåíèå îïðåäåëåíî êîððåêòíî.

Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû ïðîâåðÿåòñÿ

àíàëîãè÷íî.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî V /W � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñâîéñòâà 1) è 2)

èç îïðåäåëåíèÿ (àññîöèàòèâíîñòü è êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ äëÿ

ñìåæíûõ êëàññîâ) âûòåêàþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ñëîæåíèÿ

â V . Íóëåâûì ýëåìåíòîì â V /W ÿâëÿåòñÿ ñìåæíûé êëàññ

0+W = W , à ïðîòèâîïîëîæíûì ýëåìåíòîì äëÿ v +W ÿâëÿåòñÿ

(−v) +W . Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 5):

λ
(
(u+W )+(v+W )

)
= λ

(
(u+v)+W

)
= λ(u+v)+W = (λu+λv)+W =

= (λu +W ) + (λv +W ) = λ(u +W ) + λ(v +W ).

Îñòàâøèåñÿ ñâîéñòâà 6)�8) ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Òåîðåìà

Ïóñòü W � ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà

dimV /W = dimV − dimW .

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü dimV = n, dimW = k è ïóñòü e1, . . . , ek � áàçèñ â W .

Äîïîëíèì åãî äî áàçèñà e1, . . . , ek , ek+1, . . . , en â V . Äîêàæåì, ÷òî

êëàññû ñìåæíîñòè

ek+1 +W , . . . , en +W

îáðàçóþò áàçèñ â V /W .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî êëàññû ñìåæíîñòè

ek+1 +W , . . . , en +W (1)

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü

λk+1(ek+1 +W ) + . . .+ λn(en +W ) = 0+W .

Òîãäà (λk+1ek+1 + . . .+ λnen) +W = 0+W , ò.å.

v := λk+1ek+1 + . . .+ λnen ∈W â ñèëó ëåììû. Òàê êàê e1, . . . , ek �

áàçèñ â W , ìû ìîæåì çàïèñàòü v = λ1e1 + . . .+ λkek . Òîãäà ïîëó÷àåì

λ1e1 + . . .+ λkek − λk+1ek+1 − . . .− λnen = 0.

Òàê êàê e1, . . . , ek , ek+1, . . . , en � áàçèñ â V , îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

λk+1 = . . . = λn = 0, ò.å. êëàññû (1) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî êëàññû ñìåæíîñòè

ek+1 +W , . . . , en +W (2)

ïîðîæäàþò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî V /W .

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v +W ∈ V /W . Ðàçëîæèì âåêòîð v ïî

áàçèñó â V :

v = λ1e1 + . . .+ λkek + λk+1ek+1 + . . .+ λnen.

Òîãäà

v +W = (λk+1ek+1 + . . .+ λnen) + (λ1e1 + . . .+ λkek) +W =

= (λk+1ek+1 + . . .+ λnen) +W =

= λk+1(ek+1 +W ) + . . .+ λn(en +W ).

Èòàê, (2) � áàçèñ â V /W , à çíà÷èò dimV /W = n − k .
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