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Îïðåäåëåíèå

Ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ {v i : i ∈ I} íàçûâàåòñÿ
áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V , åñëè êàæäûé âåêòîð v ∈ V ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
∑

i∈I λiv i . Äðóãèìè ñëîâàìè, áàçèñîì

íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ (ïî âêëþ÷åíèþ) ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ

ñèñòåìà âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå V .

Ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, åñëè â í¼ì ñóùåñòâóåò

áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà âåêòîðîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì.
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Ïðåäëîæåíèå

Åñëè {vi : i ∈ I} � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , òî ïðåäñòàâëåíèå ëþáîãî

âåêòîðà v ∈ V â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
∑

i∈I λivi åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v =
∑

i∈I λiv i =
∑

i∈I µiv i , òî ïîëó÷àåì

0 =
∑

i∈I (λi − µi )v i . Òàê êàê ñèñòåìà {v i : i ∈ I} ëèíåéíî íåçàâèñèìà,
èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî λi = µi , ò.å. äâà ïðåäñòàâëåíèÿ
v â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà

Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñå áàçèñû ñîñòîÿò èç îäíîãî ÷èñëà

ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò îïèðàòüñÿ íà ñëåäóþùóþ ëåììó.
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Ëåììà

Ïóñòü e1, . . . , em è f1, . . . , fn � äâå (êîíå÷íûõ) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ñèñòåìû âåêòîðîâ, ïðè÷¼ì âòîðàÿ ñèñòåìà ñîäåðæèòñÿ â ëèíåéíîé

îáîëî÷êå ïåðâîé ñèñòåìû. Òîãäà n 6 m.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü f j = a1je1 + . . .+ amjem, aij ∈ k, j = 1, . . . , n.
Òàê êàê f 1, . . . , f n � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà, ìû èìååì

x1f 1 + . . .+ xnf n = 0 ⇐⇒ x1 = . . . = xn = 0. (1)

Ïîäñòàâëÿÿ â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ (1) âûðàæåíèÿ f i ÷åðåç

e1, . . . , em, ïîëó÷àåì:

0 = x1(a11e1 + . . .+ am1em) + . . .+ xn(a1ne1 + . . .+ amnem) =

= (a11x1 + . . .+ a1nxn)e1 + . . .+ (am1x1 + . . .+ amnxn)em.

Òàê êàê e1, . . . , em � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà, ïðåäûäóùåå

ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé:
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Ëåììà

Ïóñòü e1, . . . , em è f1, . . . , fn � äâå (êîíå÷íûõ) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ñèñòåìû âåêòîðîâ, ïðè÷¼ì âòîðàÿ ñèñòåìà ñîäåðæèòñÿ â ëèíåéíîé

îáîëî÷êå ïåðâîé ñèñòåìû. Òîãäà n 6 m.

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).
a11x1 + . . .+ a1nxn = 0

. . .
am1x1 + . . .+ amnxn = 0

Åñëè n > m, òî ýòà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò (1).
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Òåîðåìà

Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñå áàçèñû ñîñòîÿò èç îäíîãî ÷èñëà

ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, â V
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé áàçèñ e1, . . . , em.

Ïóñòü {f i : i ∈ I} � äðóãîé áàçèñ. Åñëè ýòî áàçèñ áåñêîíå÷åí, òî â í¼ì

ñîäåðæèòñÿ êîíå÷íàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà f 1, . . . , f n, ãäå
n > m. Ïðè ýòîì, òàê êàê e1, . . . , em � áàçèñ, ìû èìååì

{f 1, . . . , f n} ⊂ 〈e1, . . . , em〉, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå.
Ñëåäîâàòåëüíî áàçèñ {f i : i ∈ I} êîíå÷åí, ò.å. èìååò âèä f 1, . . . , f n.

Òîãäà {f 1, . . . , f n} ⊂ 〈e1, . . . , em〉 è {e1, . . . , em} ⊂ 〈f 1, . . . , f n〉, è èç

ëåììû âûòåêàåò, ÷òî m = n.
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Îïðåäåëåíèå

Ðàçìåðíîñòüþ êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V
(îáîçíà÷åíèå: dimV ) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ëþáîì áàçèñå V .

Åñëè æå V áåñêîíå÷íîìåðíî, òî ìû ïèøåì dimV =∞.

Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû âåêòîðîâ {e i : i ∈ I}
íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ñèñòåìû âåêòîðîâ.

Çàìå÷àíèå

Â ïðîñòðàíñòâå {0} áàçèñîì åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅.
Ìû èìååì dim{0} = 0, òàê êàê ïóñòîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç 0

ýëåìåíòîâ.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïîäïðîñòðàíñòâî W êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V êîíå÷íîìåðíî,

ïðè÷¼ì dimW 6 dimV , è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè W = V .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü dimV = m è e1, . . . , em � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Åñëè

dimW > m, òî â W íàéä¼òñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà f 1, . . . , f n
ñ n > m. Òîãäà {f 1, . . . , f n} ⊂ 〈e1, . . . , em〉 = V , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ëåììå. Ñëåäîâàòåëüíî, dimW 6 dimV .

Ïóñòü dimW = dimV = m è ïóñòü f 1, . . . , f m � áàçèñ â W . Òîãäà

êàæäûé âåêòîð e i ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç f 1, . . . , f m, òàê êàê èíà÷å
ìû áû ïîëó÷èëè ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó f 1, . . . , f m, e i èç m + 1

âåêòîðîâ â V , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé

âåêòîð èç V ëåæèò â 〈f 1, . . . , f m〉 = W , ò.å. V = W .
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Òåîðåìà

Ëþáîé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà W êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V
ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà V .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ, ïðîñòðàíñòâî W êîíå÷íîìåðíî;

ïóñòü e1, . . . , er � åãî áàçèñ. Åñëè W = V , òî e1, . . . , er � áàçèñ â V è

äîêàçûâàòü íå÷åãî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â V íàéä¼òñÿ âåêòîð

er+1 /∈ 〈e1, . . . , er 〉 = W . Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî

W1 = 〈e1, . . . , er , er+1〉 ⊂ V . Åñëè W1 = V , òî âñ¼ äîêàçàíî.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íî ñòðîèì ïîäïðîñòðàíñòâî

W2 = 〈e1, . . . , er , er+1, er+2〉 ⊂ V , è òàê äàëåå.

Ïóñòü k = dimV − dimW . Òîãäà íà k-ì øàãå ìû ïîëó÷èì

ïîäïðîñòðàíñòâî Wk ⊂ V ñ dimWk = dimV . Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó

ïðåäëîæåíèþ, Wk = V , à çíà÷èò ìû äîïîëíèëè áàçèñ e1, . . . , er â W
äî áàçèñà â V âåêòîðàìè er+1, . . . , er+k .
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Çàìå÷àíèå

Íà ñàìîì äåëå ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà èìååò ìåñòî è â

áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Â ÷àñòíîñòè, â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå (äàæå

áåñêîíå÷íîìåðíîì) ñóùåñòâóåò áàçèñ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà,

õîòÿ è íå ñëîæíî, èñïîëüçóåò àáñòðàêòíûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå

ïîñòðîåíèÿ (ëåììó Öîðíà), êîòîðûå âûõîäÿò çà ðàìêè äàííîãî êóðñà.

Ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â êíèãå Êîñòðèêèíà è Ìàíèíà.

Ïðèìåð

1. Â àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå kn èìååòñÿ ñòàíäàðòíûé áàçèñ

e1, . . . , en, ãäå e i = (0, . . . , 1, . . . , 0) � ñòðîêà, â êîòîðîé íà i-ì ìåñòå

ñòîèò 1, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ � íóëè. Òàêèì îáðàçîì, dim kn = n.
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Ïðèìåð

2. Â ïðîñòðàíñòâå kn[x ] ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 n èìååòñÿ áàçèñ èç

îäíî÷ëåíîâ 1, x , x2, . . . , xn. Òàêèì îáðàçîì, dim kn[x ] = n + 1.

Â ïðîñòðàíñòâå k[x ] âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ èìååòñÿ áåñêîíå÷íûé áàçèñ èç

îäíî÷ëåíîâ 1, x , x2, x3, . . . âñåõ ñòåïåíåé. Òàêèì îáðàçîì, dim k[x ] =∞.

3. Â ïðîñòðàíñòâå ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé R∞ èìååòñÿ

áåñêîíå÷íûé áàçèñ e1, e2, . . ., ãäå e i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé íà i-ì ìåñòå ñòîèò 1, à íà îñòàëüíûõ

ìåñòàõ � íóëè.

Çàìåòèì, ÷òî ýòà æå ñèñòåìà e1, e2, . . . íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â

ïðîñòðàíñòâå R̂∞ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç îäíèõ åäèíèö íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå (êîíå÷íîé) ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé e1, e2, . . ..
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Äàëåå âñå ïðîñòðàíñòâà ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü

êîíå÷íîìåðíûìè, åñëè ÿâíî íå óêàçàíî ïðîòèâíîå.

Áåñêîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâàì áóäåò ïîñâÿù¼í îòäåëüíûé êóðñ

ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Â ýòîì êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû ìû ëèøü

èíîãäà áóäåì âñòðå÷àòüñÿ ñ íèìè â ïðèìåðàõ.
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1.3. Ïåðåñå÷åíèå è ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ

Ïðåäëîæåíèå

Ïåðåñå÷åíèå V1 ∩ V2 ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà V òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V1 ∩ V2 è λ ∈ k ñóììà u + v è ïðîèçâåäåíèå λv
òàêæå ëåæàò è â V1, è â V2, à çíà÷èò è â ïåðåñå÷åíèè V1 ∩ V2.

Â îòëè÷èå îò ïåðåñå÷åíèÿ, îáúåäèíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâ V1 ∪ V2 â

îáùåì ñëó÷àå íå áóäåò ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå

Ñóììîé V1 + V2 ïîäïðîñòðàíñòâ V1 è V2 ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ v ∈ V , êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ñóììû v = v1 + v2, ãäå v1 ∈ V1 è v2 ∈ V2.
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Ïðåäëîæåíèå

Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé èõ îáúåäèíåíèÿ:

V1 + V2 = 〈V1 ∪ V2〉. Òàêèì îáðàçîì, V1 + V2 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âêëþ÷åíèå V1 + V2 ⊂ 〈V1 ∪ V2〉 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âåêòîð v1 + v2

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v1, v2 ∈ V1 ∪ V2.

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå 〈V1 ∪ V2〉 ⊂ V1 + V2. Ðàññìîòðèì

ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ v = λ1u1 + . . .+ λnun âåêòîðîâ

u1, . . . ,un ∈ V1 ∪ V2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u1, . . . ,uk ëåæàò â V1, à

uk+1, . . . ,un ëåæàò â V2. Òîãäà ìû èìååì v = v1 + v2, ãäå

v1 = λ1u1 + . . .+ λkuk ∈ V1 è v2 = λk+1uk+1 + . . .+ λnun ∈ V2.

Ñëåäîâàòåëüíî, v ∈ V1 + V2.
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Òåîðåìà

Äëÿ ëþáûõ ïîäïðîñòðàíñòâ V1 è V2 ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî

dimV1 + dimV2 = dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2).

Äîêàçàòåëüñòâî

Âûáåðåì áàçèñ e1, . . . , ek ïðîñòðàíñòâà V1 ∩ V2. Âîñïîëüçîâàâøèñü

ïðåäûäóùåé òåîðåìîé, äîïîëíèì åãî äî áàçèñà e1, . . . , ek , f 1, . . . , f l
ïðîñòðàíñòâà V1 è äî áàçèñà e1, . . . , ek , g1, . . . , gm ïðîñòðàíñòâà V2.

Òîãäà ìû èìååì

dim(V1 ∩ V2) = k , dimV1 = k + l , dimV2 = k +m. (2)

Äîêàæåì, ÷òî e1, . . . , ek , f 1, . . . , f l , g1, . . . , gm � áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà V1 + V2. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî òàê êàê

V1 + V2 = 〈V1 ∪ V2〉, ëþáîé âåêòîð èç V1 + V2 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ýòó ñèñòåìó âåêòîðîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìà e1, . . . , ek , f 1, . . . , f l , g1, . . . , gm

ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Ïóñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

λ1e1 + . . .+ λkek + µ1f 1 + . . .+ µl f l + ν1g1 + . . .+ νmgm = 0. (3)

Ïåðåïèøåì åãî â âèäå

λ1e1 + . . .+ λkek + µ1f 1 + . . .+ µl f l = −ν1g1 − . . .− νmgm.

Âåêòîð, ñòîÿùèé â îáåèõ ÷àñòÿõ ýòîãî ðàâåíñòâà, ëåæèò êàê â V1, òàê è

â V2. Ñëåäîâàòåëüíî, îí ëåæèò â V1 ∩ V2 è ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

e1, . . . , ek . Òàê êàê âåêòîðû e1, . . . , ek , f 1, . . . , f l ëèíåéíî íåçàâèñèìû
ïî ïîñòðîåíèþ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî µ1 = . . . = µl = 0. Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ν1 = . . . = νm = 0. Òîãäà èç ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè e1, . . . , ek è (3) ñëåäóåò, ÷òî λ1 = . . . = λk = 0.

Èòàê, ñèñòåìà e1, . . . , ek , f 1, . . . , f l , g1, . . . , gm ïîðîæäàåò

ïðîñòðàíñòâî V1 + V2 è ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî �

áàçèñ â V1 + V2 è dim(V1 + V2) = k + l +m. Îòñþäà è èç (2) âûòåêàåò

òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
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