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1.1. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà è ïîäïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå

Ëèíåéíûì (èëè âåêòîðíûì) ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî V c çàäàííûìè íà í¼ì îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ¾+¿ äâóõ

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà V ,

+: V × V → V , (u, v) 7→ u + v

è óìíîæåíèÿ ¾·¿ ýëåìåíòîâ V íà ýëåìåíòû ïîëÿ k,

· : k× V → V , (λ, v) 7→ λ · v ,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) u + v = v + u äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V ;

2) (u + v) +w = u + (v +w) äëÿ ëþáûõ u, v ,w ∈ V ;

3) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 0 ∈ V , ÷òî v +0 = v äëÿ ëþáîãî v ∈ V ;

4) äëÿ ëþáîãî v ∈ V ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò −v ∈ V , ÷òî

v + (−v) = 0;
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5) λ · (u + v) = λ · u + λ · v äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V è λ ∈ k;

6) (λ+ µ) · v = λ · v + µ · v äëÿ ëþáûõ v ∈ V è λ, µ ∈ k;

7) λ · (µ · v) = (λµ) · v äëÿ ëþáûõ v ∈ V è λ, µ ∈ k;

8) 1 · v = v äëÿ ëþáîãî v ∈ V .

Ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè. Ñâîéñòâà

1)�4) îçíà÷àþò, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé (êîììóòàòèâíîé) ãðóïïîé

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ. Ýëåìåíò 0 íàçûâàåòñÿ íóëåâûì

âåêòîðîì, à ýëåìåíò (−v) íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì âåêòîðîì ê v .

Ýëåìåíòû ïîëÿ k èíîãäà íàçûâàþò ñêàëÿðàìè. Ñâîéñòâà 5)�8)

îçíà÷àþò, ÷òî ïîëå k ëèíåéíî äåéñòâóåò íà V . ×àñòî ìû áóäåì

îïóñêàòü çíàê óìíîæåíèÿ ·.

Çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ïðèìåðîâ, â êà÷åñòâå ïîëÿ k ó íàñ áóäåò

âûñòóïàòü ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R èëè ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C.

Äàëåå, ãîâîðÿ î ïðîñòðàíñòâå, ìû áóäåì èìåòü ââèäó ëèíåéíîå

ïðîñòðàíñòâî.
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Âîò íåêîòîðûå ïðîñòûå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðåäëîæåíèå

à) 0v = λ0 = 0 äëÿ ëþáûõ v ∈ V , λ ∈ k;

á) (−1)v = −v äëÿ ëþáîãî v ∈ V ;

â) åñëè λv = 0, òî ëèáî λ = 0, ëèáî v = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì à). Äåéñòâèòåëüíî, 0v + 0v = (0+ 0)v = 0v , îòêóäà 0v = 0

ïî ñâîéñòâó ñîêðàùåíèÿ â àáåëåâîé ãðóïïå. Àíàëîãè÷íî,

λ0+ λ0 = λ(0+ 0) = λ0, ò. å. λ0 = 0.

Äîêàæåì á). Äåéñòâèòåëüíî,

v + (−1)v = 1v + (−1)v = (1+ (−1))v = 0v = 0,

ò. å. âåêòîð (−1)v ïðîòèâîïîëîæåí ê v .

Íàêîíåö, äîêàæåì â). Åñëè λ 6= 0, òî

0 = λ−1(λv) = (λ−1λ)v = 1v = v .
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Ïðèìåð

1. Ìíîæåñòâî {0}, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà 0, ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ëþáûì ïîëåì.

2. Ìíîæåñòâà âåêòîðîâ íà ïðÿìîé, íà ïëîñêîñòè, â ïðîñòðàíñòâå,

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä ïîëåì R.

3. Ïîëå k ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ñàìèì ñîáîé.

4. Ïîëå C ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì R, à ïîëå R
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q.
Áîëåå îáùî, åñëè k1 � ïîäïîëå â k2 (ò. å. k2 ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì

ïîëÿ k1), òî k2 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä k1.
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5. Ïóñòü

k
n :=

{
(x1, . . . , xn) : xi ∈ k

}
� ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñòðîê) ôèêñèðîâàííîé äëèíû n èç

ýëåìåíòîâ ïîëÿ k.

Îïåðàöèè ïîêîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû, ò.å.

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) := (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),

λ · (x1, x2, . . . , xn) := (λx1, λx2, . . . , λxn),

çàäàþò íà kn ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä k. Îíî íàçûâàåòñÿ

n-ìåðíûì êîîðäèíàòíûì (èëè àðèôìåòè÷åñêèì) ïðîñòðàíñòâîì íàä k.

Ìû â îñíîâíîì áóäåì èìåòü äåëî ñ ïðîñòðàíñòâàìè Rn è Cn.

Ïðè n = 1 ìû ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâî èç ïðèìåðà 3.
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6. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

7. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå X ñî çíà÷åíèÿìè

â ïîëå k, îáîçíà÷àåìîå kX , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ (ò.å. çíà÷åíèå ôóíêöèè

f + g â òî÷êå x ∈ X ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì f (x) + g(x)) è ïîòî÷å÷íîãî

óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû (ò. å. (λ · f )(x) = λf (x)). Â ñëó÷àå, êîãäà X �

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èç n ýëåìåíòîâ, ìû ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâî kn èç

ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

8. Ìíîæåñòâî C (R) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé è

ìíîæåñòâî C [a, b] íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå ÿâëÿþòñÿ

ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä R. Òàêæå ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè

ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé (íà ïðÿìîé èëè íà

îòðåçêå).
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9. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî R∞, ñîñòîÿùåå èç áåñêîíå÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ ëèøü êîíå÷íîå

÷èñëî ÷ëåíîâ îòëè÷íî îò íóëÿ (òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ

ôèíèòíûìè). Òîãäà R∞ � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèé ïîýëåìåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà.

Ïðîñòðàíñòâî R∞ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ áåñêîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì⋃
n>0Rn.

Ïðîñòðàíñòâî R̂∞ = RN âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

10. Ìíîæåñòâî k[x ] ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé ñ

êîýôôèöèåíòàìè â k ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Òàêæå

ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî kn[x ] ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè íå âûøå n.

11. Ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà m× n ñ ýëåìåíòàìè èç k îáðàçóåò

ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Matk(m, n) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ

ìàòðèö è ïîýëåìåíòíîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà ÷èñëà. Ïðè m = 1 ìû

ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâî ñòðîê kn.
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Â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ ìû ñòîëêíóëèñü ñ ñèòóàöèåé, êîãäà

ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

ïðîñòðàíñòâîì. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå

Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî W ⊂ V ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u, v ∈W è ñêàëÿðà λ ∈ k

ìû èìååì u + v ∈W è λu ∈W .

Äðóãèìè ñëîâàìè, W � ïîäïðîñòðàíñòâî, åñëè W ñàìî ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé, çàäàííûõ â

ïðîñòðàíñòâå V .
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Ïðèìåð

1. {0} ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå V .

2. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, êîëëèíåàðíûõ çàäàííîìó âåêòîðó, ÿâëÿåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâîì â ïðîñòðàíñòâå âñåõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè èëè â

ïðîñòðàíñòâå.

3. Ïðîñòðàíñòâî C (R) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâîì â ïðîñòðàíñòâå RR âñåõ ôóíêöèé íà R.

4. Ïðîñòðàíñòâî R∞ ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâîì â ïðîñòðàíñòâå R̂∞ = RN âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

5. kn[x ] ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â km[x ] ïðè m > n, à òàêæå â k[x ].
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1.2. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Áàçèñ. Ðàçìåðíîñòü

Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k.

Îïðåäåëåíèå

Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êîíå÷íîé ñèñòåìû (ìíîæåñòâà) âåêòîðîâ

v1, . . . , vk ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ ñóììà âèäà

λ1v1 + . . .+ λkvk , ãäå λi ∈ k.

Ñëîâî ¾ôîðìàëüíàÿ¿ îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàçëè÷àåì ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ λ1v1 + . . .+ λkvk è âåêòîð v = λ1v1 + . . .+ λkvk ,

ïðåäñòàâëÿåìûé ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé.

Íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå R3 ðàçëè÷íûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè

2(1, 0, 0) + (−2)(0, 1, 0) + 2(−1, 1, 0), 0(1, 0, 0) + 0(0, 1, 0) + 0(−1, 1, 0) è
5(0, 0, 0) ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå âåêòîð 0 = (0, 0, 0).
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Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû âåêòîðîâ {v i : i ∈ I}
íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ ñóììà âèäà

∑
i∈I λiv i , â êîòîðîé ëèøü

êîíå÷íîå ÷èñëî ñêàëÿðîâ λi îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïî-äðóãîìó ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ ñèñòåìû {v i : i ∈ I} ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ôóíêöèþ

I → k, i 7→ λi , êîòîðàÿ ïðèíèìàåò íåíóëåâîå çíà÷åíèå òîëüêî íà

êîíå÷íîì ÷èñëå èíäåêñîâ.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ λ1v1 + . . .+ λnvn èëè
∑

i∈I λiv i íàçûâàåòñÿ

òðèâèàëüíîé, åñëè â íåé âñå êîýôôèöèåíòû λi ðàâíû íóëþ.

Â ïðèìåðå èç R3 âûøå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè

2(1, 0, 0) + (−2)(0, 1, 0) + 2(−1, 1, 0) è 5(0, 0, 0) íåòðèâèàëüíû, à
0(1, 0, 0) + 0(0, 1, 0) + 0(−1, 1, 0) òðèâèàëüíà; ïðè ýòîì âñå îíè

ïðåäñòàâëÿþò íóëåâîé âåêòîð. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó

îïðåäåëåíèþ.
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Ñèñòåìà âåêòîðîâ {v i : i ∈ I} (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) íàçûâàåòñÿ

ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà λi , íå âñå ðàâíûå íóëþ,
òàêèå, ÷òî

∑
i∈I λiv i = 0 (ò. å. ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùàÿ íóëåâîé âåêòîð). Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.

Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñèñòåìû âåêòîðîâ {v i : i ∈ I} íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç V , ïðåäñòàâëÿåìûõ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè

âåêòîðîâ ýòîé ñèñòåìû. Äëÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êè èñïîëüçóåòñÿ

îáîçíà÷åíèå 〈v i : i ∈ I 〉 èëè 〈v1, . . . , vk〉 â ñëó÷àå êîíå÷íîé ñèñòåìû.
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Ïðåäëîæåíèå

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà 〈vi : i ∈ I 〉 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì

â V . Áîëåå òîãî, 〈vi : i ∈ I 〉 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïî âêëþ÷åíèþ

ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ñîäåðæàùèì âñå âåêòîðû ñèñòåìû

{vi : i ∈ I}.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñóììà âåêòîðîâ ñèñòåìû è ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ âåêòîðà ñèñòåìû íà

ñêàëÿð ïðåäñòàâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè è ïîòîìó

ïðèíàäëåæàò ëèíåéíîé îáîëî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈v i : i ∈ I 〉 �
ïîäïðîñòðàíñòâî.

Åñëè W � ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå âñå âåêòîðû èç

{v i : i ∈ I}, òî W òàêæå ñîäåðæèò âñå âåêòîðû, ïðåäñòàâëÿåìûå èõ

ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè, à çíà÷èò W ñîäåðæèò 〈v i : i ∈ I 〉.
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Ëåììà

Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ {vi : i ∈ I} ëèíåéíî çàâèñèìà, òî îäèí èç

âåêòîðîâ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü λ1v1 + . . .+ λkvk = 0, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò λi 6= 0. Òîãäà

λiv i = −λ1v1 − . . .− λi−1v i−1 − λi+1v i+1 − . . .− λkvk .

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà λ−1i , ïîëó÷èì, ÷òî v i ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v1, . . . , v i−1, v i+1, . . . , vk .
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