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Çàäà÷è ê ýêçàìåíó

ÏÀÍÎÂ Òàðàñ Åâãåíüåâè÷

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

1. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ

1.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

1.2. Äîêàæèòå, ÷òî â õàóñäîðôîâîì ïðîñòðàíñòâå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíî-
æåñòâàìè.

1.3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïðåðûâíîãî âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y ,
êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, ïðè êàæäîì èç ñëåäóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèé:

à) X êîìïàêòíî;
á) Y õàóñäîðôîâî.

1.4. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè ïðîîáðàçû êîìïàêò-
íûõ ïîäìíîæåñòâ êîìïàêòíû. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y êîìïàêòíîãî
ïðîñòðàíñòâà X â õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî Y ñîáñòâåííî.

1.5. Ïóñòü i : A → X � îòêðûòîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî A ãîìåî-
ìîðôíî ïðîñòðàíñòâó i(A) ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé èç X. (Ãîâîðÿò, ÷òî îòêðû-
òîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.) Äîêàæèòå òî æå äëÿ çàìêíóòîãî
èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ. (Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñ-
ëè îáðàç çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà çàìêíóò.)

1.6. Ïóñòü p : X → B � îòêðûòîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî B ãî-
ìåîìîðôíî ôàêòîðïðîñòðàíñòâó X/∼ ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðè êîòîðîì
x1 ∼ x2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p(x1) = p(x2). (Ãîâîðÿò, ÷òî îòêðûòîå ñþðúåêòèâ-
íîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîòîáðàæåíèåì). Äîêàæèòå òî æå äëÿ çàìêíóòîãî
ñþðúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ.

1.7. Äîêàæèòå, ÷òî èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ íà A ⊂ X ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ãðóáîé èç
âñåõ òîïîëîãèé, äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå A ↪→ X íåïðåðûâíî.

1.8. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîðòîïîëîãèÿ íà X/∼ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé òîíêîé èç âñåõ òîïî-
ëîãèé, äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå X → X/∼ íåïðåðûâíî.

1.9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A ⊂ X è X/A õàóñäîðôîâî, òî A çàìêíóòî. Îäíàêî X/A
ìîæåò áûòü íå õàóñäîðôîâûì, äàæå åñëè X õàóñäîðôîâî, à A ⊂ X çàìêíóòî.

1.10. Îïèøèòå ïðîñòðàíñòâî îðáèò R2/SO(2) äåéñòâèÿ ãðóïïû ïîâîðîòîâ íà ïëîñ-
êîñòè.

1.11. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî [0, 1]/{0, 1} îòðåçêà ïî åãî ãðàíèöå ãîìåî-
ìîðôíî îêðóæíîñòè.
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1.12. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ êîì-
ïàêòíî. (Ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâ
èçâåñòíî êàê òåîðåìà Òèõîíîâà. Òåîðåìà Òèõîíîâà ýêâèâàëåíòíà àêñèîìå âûáîðà.)

1.13. Äîêàæèòå, ÷òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî (ò. å. ìíîæåñòâî ÷èñåë èç îòðåçêà [0, 1], êî-
òîðûå íå ñîäåðæàò 1 â òðîè÷íîé çàïèñè) ãîìåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ ñ÷¼òíîãî ÷èñëà
äèñêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ {0, 1}.

1.14. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ãîìåîìîðôíî
ïðîèçâåäåíèþ ñ÷¼òíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

1.15. Ïóñòü R̃∞ � ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
(äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ñ÷¼òíîãî ÷èñëà âåùåñòâåííûõ ïðÿìûõ) ñ òîïîëîãèåé, â êî-
òîðîé áàçîé îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ

èíòåðâàëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé òîïîëîãèè äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå R → R̃∞,
x → (x, x, . . .), íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî òîïîëîãèÿ

R̃∞ îòëè÷àåòñÿ îò òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ R∞.

1.16. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî X =
⋃∞

n=1(
1
2n
, 1
2n−1

) âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ èíäó-
öèðîâàííîé òîïîëîãèåé. Ãîìåîìîðôíî ëè ïðîñòðàíñòâî X íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ?

1.17. Ïðîâåðüòå óíèâåðñàëüíûå ñâîéñòâà ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿX×AY è ñêëåé-
êè X ∪A Y .

1.18. ×òî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì, êîïðîèçâåäåíèåì è êîäåêàðòîâûì êâàäðàòîì â
êàòåãîðèÿõ ãðóïï è àáåëåâûõ ãðóïï?

1.19. Èìååò ëè ìåñòî ãîìåîìîðôèçì Y X ∼=
∏

x∈X Y , ãäå ñëåâà � êîìïàêòíî-îòêðûòàÿ
òîïîëîãèÿ, à ñïðàâà � òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ, åñëè

à) X äèñêðåòíî;
á) X � ïðîèçâîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî?

1.20. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X � êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, à (Y, ρ) � ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, òî ôîðìóëà

ρ(f, g) = max
x∈X

{ρ(f(x), g(x))}

çàäà¼ò ìåòðèêó íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé C(X, Y ), è ýòà ìåòðèêà èí-
äóöèðóåò êîìïàêòíî-îòêðûòóþ òîïîëîãèþ.

1.21. Äîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî ãîìåîìîðôèçì

C(X, Y × Z) ∼= C(X, Y )× C(X,Z), èëè (Y × Z)X ∼= Y X × ZX .

1.22. Ïðîñòðàíñòâî Y íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè
y ∈ Y íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü, çàìûêàíèå êîòîðîé êîìïàêòíî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Y
õàóñäîðôîâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî îòîáðàæåíèå êîìïîçèöèè

φ : C(X, Y )× C(Y, Z) → C(X,Z), (f, g) 7→ g ◦ f,
íåïðåðûâíî. Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèÿ

e : Y × C(Y, Z) → Z, (y, f) 7→ f(y),

íåïðåðûâíî.
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1.23 (ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí). Îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

Φ : C(X × Y, Z) → C(X, C(Y, Z)), èëè Φ : ZX×Y → (ZY )X ,

ïðè êîòîðîì îòîáðàæåíèå f : X×Y → Z ïåðåõîäèò â îòîáðàæåíèå Φ(f) : X → C(Y, Z),
ïåðåâîäÿùåå x ∈ X â îòîáðàæåíèå y 7→ f(x, y). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X õàóñäîðôîâî,
òî îòîáðàæåíèå Φ íåïðåðûâíî. Åñëè â äîïîëíåíèå ê ýòîìó Y õàóñäîðôîâî è ëîêàëüíî
êîìïàêòíî, òî Φ � ãîìåîìîðôèçì.

2. Îïåðàöèè íàä òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè

2.1. Äîêàæèòå, ÷òî Sk ∗ Sl ∼= Sk+l+1 è Sk ∧ Sl ∼= Sk+l.

2.2. Äîêàæèòå, ÷òî áóêåò ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì â êàòåãîðèè ïðîñòðàíñòâ ñ îò-
ìå÷åííûìè òî÷êàìè, ò. å. äëÿ íåãî èìååò ìåñòî óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî

X

iX
�� f

��

Y
iY //

g
,,

X ∨ Y
∃!h

##
Z,

ãäå âñå ñòðåëêè ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè.

2.3. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñâÿç-
íîãî, íî íå ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà.

3. Ãîìîòîïèè è ãîìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè

3.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Rn ñòÿãèâàåìî, à Rn\0 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíò-
íî ñôåðå Sn−1.

3.2. Äîêàæèòå, ÷òî íàäñòðîéêà íàä òîðîì S1 × S1 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà áó-
êåòó ñôåð, è îïèøèòå ýòîò áóêåò.

3.3. Ïóñòü X � äîïîëíåíèå ê òð¼ì êîîðäèíàòíûì îñÿì â R3. Äîêàæèòå, ÷òî X
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó îêðóæíîñòåé, è íàéäèòå ÷èñëî îêðóæíîñòåé â
áóêåòå.

3.4. Ïóñòü X � äîïîëíåíèå ê òð¼ì êîîðäèíàòíûì îñÿì â C3. Äîêàæèòå, ÷òî X
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó ñôåð S3 ∨ S3 ∨ S3 ∨ S4 ∨ S4.

4. Êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà

4.1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè-
íàäëåæèò íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó ïîäïðîñòðàíñòâó.

4.2. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ äëÿ ïîäìíîæåñòâà êëåòî÷íîãî
ïðîñòðàíñòâà X:

� ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X çàìêíóòî â òîïîëîãèè, çàäàâàåìîé àêñèîìîé (W);
� ïåðåñå÷åíèå Y ∩Xn çàìêíóòî äëÿ ëþáîãî n;
� ïðîîáðàç Φ−1

i (Y ) ïðè õàðàêòåðèñòè÷åñêîì îòîáðàæåíèè Φi : D
q → X ëþáîé

êëåòêè eqi çàìêíóò â Dq.
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4.3. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà â òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íåïðåðûâíî íà ëþáîì îñòîâå.

4.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àåìîå â ðåçóëüòàòå ïðèêëåèâàíèÿ êëåòêè ê
õàóñäîðôîâîìó ïðîñòðàíñòâó, õàóñäîðôîâî.

4.5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷àåìîãî êîíå÷íîé èòåðàöèåé îïåðàöèè
ïðèêëåèâàíèÿ êëåòêè èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà, àêñèîìû (Ñ) è (W) âûïîëíåíû àâòîìà-
òè÷åñêè.

4.6. Äîêàæèòå, ÷òî áåñêîíå÷íûé áóêåò îòðåçêîâ
∨∞

k=1 Ik íå ìåòðèçóåì.

4.7. Äîêàæèòå, ÷òî êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ìåòðèçóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî ëîêàëüíî êîíå÷íî.

4.8. Ââåäèòå ðàçáèåíèå íà êëåòêè ôàêòîðïðîñòðàíñòâà X/Y êëåòî÷íîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X ïî êëåòî÷íîìó ïîäïðîñòðàíñòâó Y è äîêàæèòå, ÷òî X/Y ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì
ïðîñòðàíñòâîì.

4.9. Äîêàæèòå, ÷òî ñòàíäàðòíîå ðàçáèåíèå íà êëåòêè ïðîèçâåäåíèÿ X × Y ñ òîïî-
ëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ íå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå (W) â ñëó÷àå X =

∨∞
k=1 Ik (áóêåò

ñ÷¼òíîãî ÷èñëà îòðåçêîâ) è Y =
∨

α∈[0,1] Iα (áóêåò êîíòèíóàëüíîãî ÷èñëà îòðåçêîâ).

4.10. Äîêàæèòå, ÷òî áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ñôåðà S∞ ñòÿãèâàåìà.

4.11. Äîêàæèòå, ÷òî RP 1 ∼= S1 è CP 1 ∼= S2.

4.12. Îïðåäåëèòå êâàòåðíèîííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî HP n è äîêàæèòå, ÷òî
HP 1 ∼= S4.

4.13. Äîêàæèòå, ÷òî ñâîéñòâî ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè íå âûïîëíåíî äëÿ ïàð (I, A),
ãäå A = (0, 1] èëè A = {0, 1, 1/2, 1/3, 1/4, . . .}.

4.14. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X õàóñäîðôîâî è X × 0 ∪ A× I ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ïðî-
ñòðàíñòâà X × I, òî A çàìêíóòî â X.

4.15. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî S2/S0 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó
S1 ∨ S2.

4.16. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïàðà (X,A) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòî-
ïèè è âëîæåíèå A ↪→ X ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â òî÷êó, òî èìååòñÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü X/A ≃ X ∨ΣA.

4.17. Ñèììåòðè÷åñêèì êâàäðàòîì ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàí-
ñòâî (X ×X)/∼ ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè (x, y) ∼ (y, x). Äîêàæèòå, ÷òî ñèì-
ìåòðè÷åñêèé êâàäðàò îêðóæíîñòè S1 ãîìåîìîðôåí ëèñòó Ì¼áèóñà (îäíîñòîðîííåé
ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷àåìîé ñêëåéêîé îäíîé ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí êâàäðàòà ñ
îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè, ò.å. I2/∼, ãäå (t, 0) ∼ (1− t, 1).)

4.18. Äîêàæèòå, ÷òî ñèììåòðè÷åñêèé êâàäðàò äâóìåðíîé ñôåðû S2 ãîìåîìîðôåí
êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè CP 2.

4.19. Ðàññìîòðèì êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå îêðóæíîñòè S1 ñ äâóìÿ êëåòêàìè. Óáåäèòåñü,
÷òî äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ∆: S1 → S1 × S1, t 7→ (t, t), íå ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì.
Ïîñòðîéòå ÿâíî åãî êëåòî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ.
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4.20. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãèÿ íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå RP n, îïðåäåëÿåìàÿ
êàê ôàêòîðòîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà Rn+1 \ 0, ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé, ïðîèñõîäÿùåé
èç óãëîâîé ìåòðèêè (ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè ðàâíî óãëó ìåæäó íèìè).

5. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

5.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèÿ f, f ′ : X → Y ãîìîòîïíû ïîñðåäñòâîì ãîìîòî-
ïèè F : X × I → Y , òî èíäóöèðîâàííûå ãîìîìîðôèçìû f∗ : π1(X, x0) → π1(Y, f(x0))
è f ′

∗ : π1(X, x0) → π1(Y, f
′(x0)) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ f ′

∗ = bαf∗, ãäå α(t) =
F (x0, t) � ïóòü èç f(x0) â f ′(x0).

5.2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X è Y ëèíåéíî ñâÿçíû, òî π1(X × Y ) ∼= π1(X)× π1(Y ).

5.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî π1(X) = {1}.

5.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, òî π1(X) = {1}.

5.5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî R2 íå ãîìåîìîðôíî Rn ïðè n ̸= 2.

5.6. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà
��@@

(òðè îòðåçêà
ñ îòîæäåñòâë¼ííûì íà÷àëîì) â ñåáÿ èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

5.7. Òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî G ñ çàäàííîé íà í¼ì ñòðóêòó-
ðîé ãðóïïû, äëÿ êîòîðîé îòîáðàæåíèÿ óìíîæåíèÿ G×G → G, (g, h) 7→ gh, è âçÿòèÿ
îáðàòíîãî G → G, g 7→ g−1, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ãðóïïà π1(G) òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû àáåëåâà.

6. Òåîðåìà âàí Êàìïåíà

6.1. Äîêàæèòå, ÷òî àáåëåíèçàöèåé ãðóïïû Z2 ∗Z2 ÿâëÿåòñÿ Z2 ×Z2, è îïèøèòå ÿäðî
ãîìîìîðôèçìà àáåëåíèçàöèè Z2 ∗ Z2 → Z2 × Z2.

6.2. Ïîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì Φ: ∗α π1(Aα) → π1(X) ìîæåò áûòü íå ñþðúåêòèâ-
íûì, åñëè íå âñå ïåðåñå÷åíèÿ Aα ∩ Aβ ëèíåéíî ñâÿçíû.

6.3. Ïóñòü äàíû ãîìîìîðôèçìû ãðóïï f1 : H → G1 è f2 : H → G2. Îïðåäåëèì àìàëü-

ãàìèðîâàííîå ïðîèçâåäåíèå G1 ∗H G2 ãðóïï G1 è G2 íàä H êàê ôàêòîðãðóïïó ñâîáîä-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ G1∗G2 ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé âñåìè ýëåìåíòàìè
âèäà f1(h)f2(h)

−1, ãäå h ∈ H.
Äîêàæèòå, ÷òî G1 ∗H G2 âõîäèò â êîäåêàðòîâ êâàäðàò

H
f1 //

f2
��

G1

��
G2

// G1 ∗H G2,

ò. å. îáëàäàåò ñîîòâåòñòâóþùèì óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì.

6.4. Ïóñòü X = A1 ∪ A2, ãäå X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, A1, A2 � êëåòî÷íûå
ïîäïðîñòðàíñòâà, ïðè÷¼ì ïåðåñå÷åíèå B = A1 ∩ A2 ñâÿçíî è ñîäåðæèò îòìå÷åííóþ
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òî÷êó x0 ∈ X, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íóëüìåðíîé êëåòêîé. Ìû èìååì êîäåêàðòîâ êâàäðàò

B
i1 //

i2
��

A1

j1
��

A2
j2 // X.

Âû÷èñëÿÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû âñåõ ïðîñòðàíñòâ â ýòîé äèàãðàììå è ïðèìåíÿÿ
óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî àìàëüãàìèðîâàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. ïðåäûäóùåå óïðàæ-
íåíèå), ìû ïîëó÷àåì äèàãðàììó

π1(B)
(i1)∗ //

(i2)∗
��

π1(A1)

�� (j1)∗

��

π1(A2) //

(j2)∗ --

π1(A1) ∗π1(B)π1(A2)

h

((
π1(X).

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó âàí Êàìïåíà, äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì

h : π1(A1) ∗π1(B) π1(A2) → π1(A1 ∪B A2)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì (X = A1 ∪B A2). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêòîð π1 ïåðåâîäèò
àìàëüãàìû êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ â àìàëüãàìû ãðóïï.

6.5. Íàéäèòå ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó äîïîëíåíèÿ îêðóæíîñòè â R3.

6.6. Äîêàæèòå, ÷òî äîïîëíåíèå äâóõ íåçàöåïëåííûõ îêðóæíîñòåé â R3 íå ãîìåî-
ìîðôíî äîïîëíåíèþ äâóõ çàöåïëåííûõ îêðóæíîñòåé.

6.7. Íàéäèòå ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó äîïîëíåíèÿ òð¼õ êîîðäèíàòíûõ îñåé â R3.

6.8. Ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíûì, åñëè π1(X) = 0.
Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå îäíîñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíî êëåòî÷íîìó ïðîñòðàíñòâó ñ îäíîé 0-ìåðíîé êëåòêîé è áåç 1-ìåðíûõ êëåòîê.

6.9. Îïèøèòå ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó áóòûëêè Êëåéíà K, èñïîëüçóÿ êëåòî÷íîå
ðàçáèåíèå, ïîëó÷àåìîå ñêëåéêîé èç êâàäðàòà. Äîêàæèòå, ÷òî

π1(K) ∼= ⟨ c1, c2 | c21c22 ⟩.
Îïèøèòå àáåëåíèçàöèþ ãðóïïû π1(K) è âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî áóòûëêà Êëåéíà íå
ãîìåîìîðôíà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè è íå ãîìåîìîðôíà íè îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé Sg.

6.10. Ïóñòü Pg � ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü ñ g ðó÷êàìè, à Kg � áóòûëêà Êëåéíà ñ g
ðó÷êàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïîâåðõíîñòè Pg èëèKg èçîìîðôíà
ôàêòîðãðóïïå ñâîáîäíîé ãðóïïû ñ îáðàçóþùèìè c1, . . . , ck ïî îäíîìó ñîîòíîøåíèþ
c21 · . . . · c2k = 1, ãäå k = 2g+1 äëÿ Pg è k = 2g+2 äëÿ Kg. Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòè
Sg, Pg, Kg ïîïàðíî íå ãîìåîìîðôíû.

6.11. Âû÷èñëèòå ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ïðîñòðàíñòâ RP n è CP n.

6.12. Ïîñòðîéòå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé Z3 (öèêëè÷å-
ñêàÿ ãðóïïà èç òð¼õ ýëåìåíòîâ).
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6.13. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé íåêîòîðîãî
êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.

7. Íàêðûòèÿ

7.1. Ïîñòðîéòå íàêðûòèå áóêåòà äâóõ îêðóæíîñòåé ïðîñòðàíñòâîì, ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíûì áóêåòó n îêðóæíîñòåé ïðè n ⩾ 2. Ïîñòðîéòå íàêðûòèå ïîâåðõíîñòè
S2 (êðåíäåëÿ) ïîâåðõíîñòüþ Sg (ñôåðîé ñ g ðó÷êàìè) ïðè g ⩾ 2.

7.2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íàêðûòèÿ p : X̃ → X è ëþáûõ òî÷åê x, x′ ∈ X èìååòñÿ âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äèñêðåòíûìè ìíîæåñòâàìè p−1(x) è p−1(x′).
Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà p−1(x) íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ëèñòîâ íàêðûòèÿ p.

7.3. Íàêðûòèå p : (X̃, x̃0) → (X, x0) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ïîäãðóïïà

p∗π1(X̃, x̃0) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé â π1(X, x0). Äîêàæèòå, ÷òî íàêðûòèå p ðåãóëÿð-
íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íèêàêàÿ ïåòëÿ â X íå ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì îäíîâðåìåííî
çàìêíóòîãî ïóòè è íåçàìêíóòîãî ïóòè â X̃.

7.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p : (X̃, x̃0) → (X, x0) � ðåãóëÿðíîå íàêðûòèå, òî ñóùåñòâóåò

òàêîå ñâîáîäíîå äåéñòâèå ãðóïïû G = π1(X, x0)/p∗π1(X̃, x̃0) íà ïðîñòðàíñòâå X̃, ÷òî

X = X̃/G (ò. å. îðáèòû äåéñòâèÿ ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâàìè p−1(x)). (Äåéñòâèå ãðóïïû
G íà X íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî g ̸= e è x ∈ X èìååì gx ̸= x.)

7.5. Äåéñòâèå ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå Y íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì, åñëè êàæäàÿ
òî÷êà y ∈ Y îáëàäàåò òàêîé îêðåñòíîñòüþ U , ÷òî ìíîæåñòâà gU , g ∈ G, ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ãðóïïà G äåéñòâóåò íà Y ñâîáîäíî è äèñêðåòíî,
òî åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ p : Y → X = Y/G ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì íàêðûòèåì. Áîëåå
òîãî, â ýòîì ñëó÷àå π1(X)/p∗π1(Y ) = G.

7.6. Äîêàæèòå, ÷òî äâóëèñòíûå íàêðûòèÿ ðåãóëÿðíû. Ïîñòðîéòå ïðèìåð íåðåãóëÿð-
íîãî òð¼õëèñòíîãî íàêðûòèÿ íàä áóêåòîì äâóõ îêðóæíîñòåé è íàä êðåíäåëåì.

7.7. Äîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå ïîëóëîêàëüíîé îäíîñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X íåîáõî-
äèìî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîñâÿçíîãî íàêðûâàþùåãî ïðîñòðàíñòâà X̃.

7.8. Ïîñòðîéòå ïðèìåð íå ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà.

7.9. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî îäíîñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ X è å¼ îêðåñòíîñòè V ∋ x ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìåíüøàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ V ,
÷òî π1(U, x) = 0. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíîãî, íî íå ëîêàëüíî îä-
íîñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà.

7.10. Ïîñòðîéòå óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå íàä áóêåòîì S1 ∨ S2.

7.11. Ïîñòðîéòå óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå íàä áóêåòîì S1 ∨ S1.

7.12. Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ âåðñèþ òåîðåìû î êëàññèôèêàöèè íàêðûòèé, â êîòîðîé
íå ó÷èòûâàþòñÿ îòìå÷åííûå òî÷êè: èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó êëàññàìè èçîìîðôíûõ íàêðûòèé p : Y → X è êëàññàìè ñîïðÿæ¼ííîñòè ïîäãðóïï
â π1(X, x0).

7.13. Äîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíîå äåðåâî ìàêñèìàëüíî â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî íå
ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì áîëüøåì äåðåâå.
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7.14. Ïóñòü G ⊂ F2 � ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû ðàíãà 2 (ñ îáðàçóþùèìè a è b),
ñîñòîÿùàÿ èç ñëîâ ÷¼òíîé äëèíû. Íàéäèòå ðàíã ãðóïïû G. Îïèøèòå íàêðûòèå íàä
áóêåòîì S1 ∨ S1, ðåàëèçóþùåå ïîäãðóïïó G â π1(S

1 ∨ S1) = F2.

7.15. Ïóñòü G = [F2, F2] ⊂ F2 � êîììóòàíò ñâîáîäíîé ãðóïïû ðàíãà 2. Äîêàæèòå, ÷òî
G � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà áåñêîíå÷íîãî ðàíãà. Îïèøèòå íàêðûòèå íàä áóêåòîì S1 ∨ S1,
ðåàëèçóþùåå ïîäãðóïïó G â π1(S

1 ∨ S1) = F2.
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