
ÒÎÏÎËÎÃÈß�3

ËÈÑÒÎÊ 1: ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ È PL-ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß,

ÎÐÈÅÍÒÈÐÓÅÌÎÑÒÜ

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Âû÷èñëèòå ãðóïïû ëîêàëüíûõ ãîìîëîãèé Hi(X,X \ x) äëÿ ãðàôà X è åãî ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè x.

2. Äîêàæèòå, ÷òî Sn, T n, RP n è CP n ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, à
øàð Dn è ïîëíîòîðèå D2 × S1 ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè ñ êðàåì.

PL-ñôåðîé ðàìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, íåêîòîðîå ïîä-
ðàçáèåíèå êîòîðîãî èçîìîðôíî ïîäðàçáèåíèþ ãðàíèöû (n+1)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà.
PL-ìíîãîîáðàçèåì ðàìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K, äëÿ
êîòîðîãî ëèíê lkσ = {τ ∈ K : τ ∪ σ ∈ K, τ ∩ σ = ∅} êàæäîãî íåïóñòîãî ñèìïëåêñà
σ ÿâëÿåòñÿ PL-ñôåðîé ðàçìåðíîñòè n− 1− dimσ.

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè K � PL-ìíîãîîáðàçèå, òî |K| � ìíîãîîáðàçèå.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàíèöà ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ PL-ñôåðîé.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè K � n-ìåðíîå PL-ìíîãîîáðàçèå, òî Hi(|K|, |K| \ x) = 0
ïðè i 6= n è Hn(|K|, |K| \ x) = Z, äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ |K| (ò. å. |K| ÿâëÿåòñÿ
ãîìîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì).

6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè |K|� òðèàíãóëÿöèÿ n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, òî äëÿ ëþáîãî
íåïóñòîãî i-ìåðíîãî ñèìïëåêñà σ ëèíê lkK σ èìååò ãîìîëîãèè êàê ó (n − i − 1)-
ìåðíîé ñôåðû.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíîå PL-ìíîãîîáðàçèå K ðàçìåðíîñòè n ñèëüíî ñâÿçíî, ò. å.
ëþáîé (n− 1)-ñèìïëåêñ ñîäåðæèòñÿ â òî÷íîñòè â äâóõ n-ñèìïëåêñàõ, è ëþáûå äâà
n-ñèìïëåêñà ìîæíî ñîåäèíèòü öåïî÷êîé èç n-ñèìïëåêñîâ, â êîòîðîé ëþáûå äâà
ïîñëåäîâàòåëüíûõ n-ñèìïëåêñà èìåþò îáùóþ (n− 1)-ìåðíóþ ãðàíü.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñèëüíî ñâÿçíà â
ñìûñëå ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñâÿçíîå PL-ìíîãîîáðàçèå îðèåíòèðóåìî, òî íà í¼ì èìååòñÿ
â òî÷íîñòè äâå îðèåíòàöèè.

Äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà σ ∈ K îïðåäåëèì ¾áàðèöåíòðè÷åñêóþ çâåçäó¿ êàê ñëåäó-
þùèé ïîäêîìïëåêñ â áàðèöåíòðè÷åñêîì ïîäðàçäåëåíèè K′:

σ∗ =
{
(σ1 ⊂ σ2 ⊂ . . .) ∈ K′ : σ ⊂ σ1

}
.

Îïðåäåëèì òàêæå

∂σ∗ =
{
(σ1 ⊂ σ2 ⊂ . . .) ∈ K′ : σ ( σ1

}
, σ◦ = σ∗ \ ∂σ∗.

10. Ïóñòü K � PL-ìíîãîîáðàçèå. Äîêàæèòå, ÷òî ¾îòêðûòûå áàðèöåíòðè÷åñêèå
çâ¼çäû¿ σ◦ ñèìïëåêñîâ σ ∈ K îáðàçóþò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà |K|.
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ÒÎÏÎËÎÃÈß�3
ËÈÑÒÎÊ 2: ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß, ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÏÓÀÍÊÀÐÅ

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå n-ìíîãîîáðàçèå, µx ∈ Hn(X,X \ x) � ëîêàëüíàÿ
îðèåíòàöèÿ. Îïðåäåëèì

X̃ = {(x, µx) : x ∈ X, µx ∈ Hn(X,X \ x) � ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ â òî÷êå x}.

Ââåäèòå òîïîëîãèþ íà X è äîêàæèòå, ÷òî X̃ � îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå, à
ïðîåêöèÿ X̃ → X, (x, µx) 7→ x, ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì íàêðûòèåì. Îíî íàçûâàåòñÿ
îðèåíòèðóþùèì íàêðûòèåì ìíîãîîáðàçèÿ X.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ Sn, T n, CP n îðèåíòèðóåìû. Ïðè êàêèõ n îðèåí-
òèðóåìî RP n?

3. Îïðåäåëèì äåéñòâèå ãðóïïû Z7 íà S
5 ôîðìóëîé

τ · (z0, z1, z2) = (e
2πi
7 z0, e

2πi·2
7 z1, e

2πi·5
7 z2),

ãäå τ ∈ Z7 � îáðàçóþùàÿ ãðóïïû. Âû÷èñëèòå ãðóïïû ãîìîëîãèé S5/Z7

à) ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z;
á) ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z7.

4. Ñâÿçíîé ñóììîé M#N òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé M è N îäíîé ðàçìåðíî-
ñòè n íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå, ïîëó÷àåìîå âûðåçàíèåì ìàëûõ îòêðûòûõ øàðîâ
èç M è N ñ ïîñëåäóþùèì îòîæäåñòâëåíèåì èõ ãðàíè÷íûõ ñôåð ïóò¼ì íåêîòîðîãî

ãîìåîìîðôèçìà Sn−1
∼=−→ Sn−1. Íàñêîëüêî âûáîð ýòîãî ãîìåîìîðôèçìà âëèÿåò íà

òîïîëîãè÷åñêèé òèï ðåçóëüòàòà � ñâÿçíîé ñóììû?
Ãîìåîìîðôíû ëè ìíîãîîáðàçèÿ

à) S2 × S2 è CP 2#CP 2?

á) S2 × S2 è CP 2#CP 2, ãäå CP 2 îáîçíà÷àåò CP 2 ñ îáðàù¼ííîé îðèåíòàöèåé?

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿM è N çàìêíóòû è îðèåíòèðóåìû,
òî Hi(M#N) = Hi(M) ⊕ Hi(N) ïðè 0 < i < n. Êàê âûãëÿäèò ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôîðìóëà â íåîðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå?

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ çàìêíóòûõ n-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé M è N èìååò ìåñòî
ôîðìóëà äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè χ(M#N) = χ(M) + χ(N)− χ(Sn).

7. Ïóñòü Sg � çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g. Äîêàæèòå, ÷òî
îòîáðàæåíèå Sg → Sh ñòåïåíè 1 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g > h.

8. Âû÷èñëèòå êîëüöî êîãîìîëîãèé

à) äîïîëíåíèÿ äî îáúåäèíåíèÿ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé x1 = x3 = 0 è x2 =
x4 = 0 â R4;

á) äîïîëíåíèÿ äî îáúåäèíåíèÿ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé x1 = x3 = 0, x2 =
x4 = 0, x3 = x5 = 0, x4 = x1 = 0 è x5 = x2 = 0 â R5;

â) äîïîëíåíèÿ äî îáúåäèíåíèÿ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé z1 = z3 = 0 è z2 =
z4 = 0 â C4;

ã)* äîïîëíåíèÿ äî îáúåäèíåíèÿ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé z1 = z3 = 0, z2 =
z4 = 0, z3 = z5 = 0, z4 = z1 = 0 è z5 = z2 = 0 â C5.
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ÒÎÏÎËÎÃÈß�3
ËÈÑÒÎÊ 3: ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß, ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÏÓÀÍÊÀÐÅ

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà, ñâÿçûâàþùèå ⌣- è ⌢-ïðîèçâåäåíèÿ:

à) f∗(α)⌢ φ = f∗(α ⌢ f ∗(φ)) äëÿ f : X → Y , α ∈ Hk(X), φ ∈ Hℓ(Y );

á) α ⌢ (φ ⌣ ψ) = (α ⌢ φ)⌢ ψ äëÿ α ∈ Hk(X), φ ∈ Hℓ(X), ψ ∈ Hm(X).

2. Ïóñòü Mm � çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå, à i : Nn ↪→ Mm �
âëîæåíèå çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü x ∈ Hm−n(M) �
êëàññ, äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå ê i∗[N ] ∈ Hn(M). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
êëàññà êîãîìîëîãèé y ∈ Hn(M) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

⟨i∗y, [N ]⟩ = ⟨x · y, [M ]⟩.

3. Äîêàæèòå, ÷òî H i
c(X) = lim

−→
H i(X,X −K), ãäå ïðÿìîé ïðåäåë áåð¼òñÿ ïî âñåì

ãîìîìîðôèçìàì H i(X,X − K) → H i(X,X − L), ñîîòâåòñòâóþùèì âëîæåíèÿì
êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ K ⊂ L â X.

4. Âû÷èñëèòå H i
c(Rn) äëÿ âñåõ i.

5. Ïóñòü X =
⋃

i Ui � áåñêîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòêðûòûõ
ïîäìíîæåñòâ U1 ⊂ U2 ⊂ . . ., ïðè÷¼ì ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî K ⊂ X
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì Ui. Äîêàæèòå, ÷òî Hk(X) = lim

−→
Hk(Ui).

6. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå n-ìåðíîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ∂M .
Äîêàæèòå èçîìîðôèçìû äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå�Ëåôøåöà

DM = [M ]⌢ : Hk(M,∂M)
∼=−→ Hn−k(M),

Hk(M)
∼=−→ Hn−k(M,∂M),

ãäå [M ] ∈ Hn(M,∂M) � ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ.

7. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå íå ðåòðàãèðóåòñÿ íà ñâîé êðàé.

8. Ïóñòü K � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â ñôåðå Sn, ïðè÷¼ì âëîæåíèå K ⊂ Sn

ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì, ò. å. óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè. Äî-
êàæèòå èçîìîðôèçìû äâîéñòâåííîñòè Àëåêñàíäåðà�Ïîíòðÿãèíà:

H̃i(S
n −K) ∼= H̃n−i−1(K).

(Ýòè èçîìîðôèçìû èìåþò ìåñòî è áåç îãðàíè÷åíèÿ íà âëîæåíèå, åñëè K � ëî-
êàëüíî ñòÿãèâàåìîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî.)

9. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m] = {1, . . . ,m}, îòëè÷íûé
îò ïîëíîãî ñèìïëåêñà ∆m−1. Îïðåäåëèì äâîéñòâåííûé êîìïëåêñ

K̂ = {I ⊂ [m] : [m] \ I /∈ K}.

Ïîëîæèì Î = [m] \ I. Äëÿ êàæäîãî I /∈ K (ò. å. Î ∈ K̂) äîêàæèòå èçîìîðôèçìû

H̃j(KI) ∼= H̃ |I|−3−j
(
lkK̂ Î

)
,

ãäå KI = {J ∈ K : J ⊂ I} � îãðàíè÷åíèå K íà I. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ I = [m] ïîëó÷àåì

H̃j(K) ∼= H̃m−3−j(K̂).

Ýòî � êîìáèíàòîðíàÿ âåðñèÿ äâîéñòâåííîñòè Àëåêñàíäåðà�Ïîíòðÿãèíà.
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ТОПОЛОГИЯ–3
ЛИСТОК 4: ВЕКТОРНЫЕ РАССЛОЕНИЯ

ЗАМЕНЯЮЩИЙ ЛЕКТОР: Г. Д. СОЛОМАДИН

1. Приведите пример локально тривиального расслоения (E, p,B) со слоем Rn,
не являющегося векторным.
2. Даны векторные расслоения ξ, η, γ и непрерывное отображение f : Y → X.

а) Введите топологию и докажите, что векторными являются расслоения ξ⊕η,
ξ ⊗ η, Hom (ξ, η), ξ∗, f ∗ξ;

б) Постройте канонические изоморфизмы ξ ⊕ η ' η ⊕ ξ, ξ ⊕ η ' ∆∗(ξ × η),
где ∆ : X → X × X диагональ, Hom (ξ ⊕ η, γ) ' Hom (ξ, γ) ⊕Hom (η, γ),
Hom (ξ, η) ' ξ ⊗ η∗.

3. Векторное C-расслоение ξ ранга n послойно задает R-расслоение ξR ранга 2n
(овеществление). Наоборот, векторное R-расслоение η ранга n послойно задает C-
расслоение ξ ⊗ C ранга n (комплексификация). Послойно зададим сопряженное
действие C на слоях ξ, получая расслоение ξ (сопряжение)

а) Докажите, что векторными являются расслоения ξR, ξ ⊗ C, ξ;

б) Постройте канонические изоморфизмы (η⊗C)R ' η⊕η, ξR⊗C ' ξ⊕ξ, ξR '
ξR, ξ ' ξ∗. (Указание: в последнем случае воспользуйтесь ортогональным
расслоением и изоморфизмами из 2.)

4. Для тавтологического расслоения γn,m = (E, p,Gn(Cm)) над Gn(Cm) по опре-
делению E = {(Π, v)| v ∈ Π} ⊂ Gn(Cm) × Cm, p есть ограничение естественной
проекции Gn(Cm)× Cm → Gn(Cm).

а) Найдите в терминах стандартных аффинных карт на CPm склеивающие
коциклы для η = γ1,m;

б)∗ Проверьте, что γn,m векторное расслоение.

5. На тотальном пространстве K-векторного расслоения (E,B, p) над компактной
хаусдорфовой B введите ортогональную или эрмитову метрику при K = R,C, со-
ответственно. (Указание: воспользуйтесь разбиением единицы, подчиненным три-
виализующему открытому покрытию B.)
6. Дано K-векторное расслоение ξ = (E,B, p) над компактной хаусдорфовой B
(K = R,C). Обозначим пространство сечений (т.е. множество непрерывных отоб-
ражений s : B → E т.ч. p ◦ s = Id) расслоения ξ над X через Γ(ξ) = Γ(ξ, B).
Рассмотрим непрерывное отображение

evξ : B × Γ(ξ)→ E, (x, s)→ s(x).

Докажите, что существует конечномерное подпространство V ⊂ Γ(ξ) т.ч. ограни-
чение evξ на B × V эпиморфно.
7. Даны склеивающие коциклы (Ui, gj,i), (Ur, hs,r) векторных расслоений ξ, η и
непрерывное отображение f : Y → X. Выразите в этих терминах склеивающие
коциклы следующих векторных расслоений: (a) ξ⊕η, (б) ξ⊗β, (в) Hom (ξ, η), (г)
ξ∗, (д) f ∗ξ.
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2 ЗАМЕНЯЮЩИЙ ЛЕКТОР: Г.Д. СОЛОМАДИН

8. (Сцепление векторных расслоений) Пусть дано конечное покрытие U = {Ui}ki=1

компактного хаусдорфова X, K-векторные расслоения ξi = (Ei, Ui, pi) и изомор-
физмы gj,i : ξi|Ui∩Uj

→ ξj|Ui∩Uj
(K = R, C), удовлетворяющие для любых различ-

ных i, j, k соотношению коциклов

(1) gk,j · gj,i = gk,i

при ограничении на множество Ui ∩ Uj ∩ Uk. Определите векторное расслоение
ξ = (E,X, p) и изоморфизмы gi : ξi → ξ|Ui

, для которых коммутативна диаграмма

ξi|Ui∩Uj
ξj|Ui∩Uj

ξ|Ui∩Uj

gi|Ui∩Uj

gji

gj |Ui∩Uj

.

Пусть G = GLn(K), K = R,C. G-коцикл пространства X задается открытым
покрытием (Ui) пространстваX и непрерывными отображениями gi,j : Ui∩Uj → G
(K = R, C), удовлетворяющими (1). Два коцикла (Ui, gi,j), (Vr, hr,s) называются
эквивалентными, если заданы непрерывные отображения gri : Ui ∩ Vj → G, удо-
влетворяющие

gsj (x) · gj,i · gri (x)−1 = hs,r(x), x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Vr ∩ Vs.

9. Проверьте, что это отношение эквивалентности на множестве G-коциклов про-
странства X.
10. Обозначим множество классов эквивалентности G-коциклов пространства X
через H1(X;G). Постройте биекцию H1(X;G) → V ectn(X), где V ectn(X) обозна-
чает множество классов изоморфизма векторных расслоений ранга n над X.
11. (Теорема Свана) Дано векторное расслоение ξ над компактным хаусдорфо-
вым X. Формула (f ·s)(x) = f(x) ·s(x) задает на пространстве глобальных сечений
Γ(ξ,X) структуру модуля над кольцом непрерывных функций C(X) на X. На-
помним, что модуль называется проективным, если является прямым слагаемым
свободного.

а) Докажите, что Γ(ξ,X) проективный C(X)-модуль;

б) Докажите, что для тривиальных расслоений ξ, η над X отображение Γ :
Hom(ξ, η) → HomC(X)(Γ(ξ),Γ(η)) биективно. Докажите, что Γ эквивалент-
ность из категории тривиальных векторных расслоений в категорию ко-
нечно порожденных свободных модулей над C(X);

в) Проверьте, что Γ является эквивалентностью из категории V ect X в кате-
горию PModfgC(X) конечно порожденных проективных модулей над C(X).
Докажите, что Γ является эквивалентностью. Указание: перейдите от б) к
общему случаю, используя проекцию из тривиального расслоения в ξ.



ÒÎÏÎËÎÃÈß�3

ËÈÑÒÎÊ 5: ÂÅÊÒÎÐÍÛÅ ÐÀÑÑËÎÅÍÈß

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Äîêàæèòå, ÷òî íà ñôåðå S2n+1 ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå áåç íóëåé.

2. Äîêàæèòå, ÷òî íà ñôåðå S11 ñóùåñòâóþò òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðíûõ
ïîëÿ áåç íóëåé.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ñôåðà S2n íå ïàðàëëåëèçóåìà ïðè n > 1.

4. Ïóñòü ξ, γ � êîìïëåêñíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä êëåòî÷íûì ïðîñòðàí-
ñòâîì X, ïðè÷¼ì γ îäíîìåðíî. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññëîåíèÿ CP (ξ ⊗ γ) è CP (ξ) èçî-
ìîðôíû. Òî æå äëÿ âåùåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé è ïðîåêòèâèçàöèé.

5. Îïèøèòå ôóíêöèè ñêëåéêè äëÿ îäíîìåðíîãî ðàññëîåíèÿ γ⊗k íàä CP n, ãäå
γ � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå, k ∈ Z, è ïðè îòðèöàòåëüíûõ k ïîäðàçóìåâàåòñÿ
òåíçîðíàÿ ñòåïåíü ðàññëîåíèÿ γ ∼= Hom(γ,C). Íà÷íèòå ñî ñëó÷àÿ CP 1.

6. Äîêàæèòå, ÷òî T Gr(k,N) ∼= Hom(γ, γ⊥), ãäå γ åñòü k-ìåðíîå òàâòîëîãè÷åñêîå
ðàññëîåíèå íàä (âåùåñòâåííûì èëè êîìïëåêñíûì) ãðàññìàíèàíîì Gr(k,N), à γ⊥

åñòü (N − k)-ìåðíîå ðàññëîåíèå îðòîãîíàëüíûõ ïëîñêîñòåé.

7. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå q : CP n → CP n/CP n−1 ∼= S2n. Äîêàæèòå, ÷òî q∗α =
vn, ãäå α ∈ H2n(S2n) � ñòàíäàðòíàÿ îáðàçóþùàÿ, ïðîèñõîäÿùàÿ èç îðèåíòàöèè
CP n, à v ∈ H2(CP n) � êëàññ, äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå ê [CP n−1] ∈ H2n−2(CP n).

8.

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ F → E → B, äëÿ êî-
òîðîãî íå âûïîëíåíî âòîðîå èç óñëîâèé òåîðåìû Ëåðå�Õèðøà (ò. å.H∗(F ;R)
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûì câîáîäíûì R-ìîäóëåì, íî íå ñóùåñòâóåò
íàáîðà êëàññîâ â H∗(E;R), êîòîðûå îãðàíè÷èâàþòñÿ íà áàçèñ â êîãîìîëî-
ãèÿõ êàæäîãî ñëîÿ).

á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ F → E → B, äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ëåðå�Õèðøà, íî îòñóòñòâóåò èçî-
ìîðôèçì êîëåö H∗(E;R) ∼= H∗(B;R)⊗H∗(F ;R).

9. Äîêàæèòå èçîìîðôèçìû êîëåö

H∗(U(n);Z) ∼= Λ[u1, u2, . . . , un], dimui = 2i− 1,

H∗(SU(n);Z) ∼= Λ[u2, . . . , un], dimui = 2i− 1

(ñïðàâà ñòîÿò âíåøíèå àëãåáðû îò íå÷¼òíîìåðíûõ îáðàçóþùèõ). Óêàçàíèå: èñ-
ïîëüçóéòå ðàññëîåíèå U(n − 1) → U(n) → S2n−1 è òåîðåìó Ëåðå�Õèðøà. ×òî
ìîæíî ñêàçàòü ïðî êîãîìîëîãèè ãðóïïû O(n), èñïîëüçóÿ òîò æå ìåòîä?

Date: 14 ìàðòà 2019 ã.



ÒÎÏÎËÎÃÈß�3

ËÈÑÒÎÊ 6: ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÊËÀÑÑÛ ×ÆÅÍß

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Âû÷èñëèòå ïîëíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ×æåíÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ
ìíîãîîáðàçèÿ CP n.

2.

à) Âû÷èñëèòå êîëüöî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ L(n,m) = CP (η ⊕ Cm), ãäå
η � òàâòîëîãè÷åñêîå îäíîìåðíîå ðàññëîåíèå íàä CP n, à Cm � òðèâèàëüíîå
m-ìåðíîå ðàññëîåíèå íàä CP n.

á) Âû÷èñëèòå êîëüöî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ CP (η⊗i1⊕ . . .⊕η⊗ik) äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ öåëûõ ÷èñåë i1, . . . , ik.

â)* Âû÷èñëèòå ïîëíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ×æåíÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëî-
åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ CP (η⊗i1 ⊕ . . .⊕ η⊗ik).

3. Ïóñòü 0 6 k 6 l � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå Ìèëíîðà

Hkl =
{

([z0 : · · · : zk], [w0 : · · · : wl]) ∈ CP k × CP l : z0w0 + . . .+ zkwk = 0
}
.

à) Äîêàæèòå, ÷òî Hij ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì îáðàçà âëîæåíèÿ Ñåðãå

CP k × CP l ↪→ CP (k+1)(l+1)−1,

([z0 : · · · : zk], [w0 : · · · : wl]) 7→ [z0w0 : · · · : ziwj : · · · : zkwl]

ãèïåðïëîñêîñòüþ H ⊂ CP (k+1)(l+1)−1 îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
á) Âû÷èñëèòå êîëüöî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ Hij.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñòðóêòóðíóþ ãðóïïó êîìïëåêñíîãî n-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ ìîæ-
íî ðåäóöèðîâàòü ê SU(n) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c1(ξ) = 0. Óêàçàíèå: ðåäóê-
öèÿ ñòðóêòóðíîé ãðóïïû ñîîòâåòñòâóåò ïîäíÿòèþ êëàññèôèöèðóþùåãî îòîáðàæå-
íèÿ â BU(n) äî îòîáðàæåíèÿ â BSU(n).

5. Ïóñòü ξ � m-ìåðíîå, à η � n-ìåðíîå êîìïëåêñíûå ðàññëîåíèÿ. Ïîëüçóÿñü
ïðèíöèïîì ðàñùåïëåíèÿ, âûðàçèòå êëàññû ×æåíÿ c1(ξ ⊗ η), c2(ξ ⊗ η), c1(S

2ξ),
c2(S

2ξ), c1(Λ
2ξ), c2(Λ

2ξ) ÷åðåç êëàññû ×æåíÿ ðàññëîåíèé ξ è η. Çäåñü Siξ îáîçíà÷àåò
i-ñèììåòðè÷åñêóþ ñòåïåíü ðàññëîåíèÿ ξ, à Λiξ îáîçíà÷àåò i-þ âíåøþþ ñòåïåíü.

6. Çàïèøåì ci(ξ) = σi(x1, . . . , xn) (i-ÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ôîðìàëüíûõ ïå-
ðåìåííûõ). Äîêàæèòå, ÷òî ïîëíûå êëàññû ×æåíÿ ñèììåòðè÷åñêîé è âíåøíåé ñòå-
ïåíè ðàññëîåíèÿ ξ âûðàæàþòñÿ ïî ôîðìóëàì

c(Λkξ) =
∏

16i1<...<ik6n

(1 + (xi1 + . . .+xik)), c(Skξ) =
∏

16i16...6ik6n

(1 + (xi1 + . . .+xik)).

7. Ïóñòü ξ � êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå íàä X è ïóñòü p : Fl(ξ) → X �
ôëàãèçàöèÿ ðàññëîåíèÿ ξ. Äîêàæèòå, ÷òî èíäóöèðîâàííîå p∗(ξ) íàä Fl(ξ) ðàñïàäà-
åòñÿ â ñóììó îäíîìåðíûõ γ1⊕ . . .⊕γn. Îïèøèòå îãðàíè÷åíèå êàæäîãî ðàññëîåíèÿ
γi íà ñëîé Fl(Cn) ⊂ Fl(ξ) â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ, âõîäÿùèõ âî ôëàãè.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà Áåòòè (ðàíãè ãðóïï öåëî÷èñëåííûõ ãîìîëîãèé) ìíîãîîá-
ðàçèÿ ôëàãîâ F = Fl(Cn) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì β2i+1(F ) = 0 è∑

i

β2i(F )t2i =
n−1∏
i=1

(1 + t2 + . . .+ t2i).

Date: 21 ìàðòà 2019 ã.



ÒÎÏÎËÎÃÈß�3

ËÈÑÒÎÊ 7: ÃÐÀÑÑÌÀÍÈÀÍÛ È ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß ÔËÀÃÎÂ,

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÊËÀÑÑÛ

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Çàäàéòå â ÿâíîì âèäå îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè êîëüöà öåëî÷èñëåííûõ
êîãîìîëîãèé ãðàññìàíèàíîâ G2(C4), G2(C5), G3(C5).

2. Ïóñòü P � ìàòðèöà ðàçìåðà k×N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç pi1,...,ik ìèíîð, ñîñòàâëåí-
íûé èç ñòîëáöîâ i1, . . . , ik. Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèÿ Ïëþêêåðà

k+1∑
r=1

(−1)r pi1,...,ik−1,jr pj1,...,ĵr,...,jr+1
= 0

äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ (i1, . . . , ik−1) è j1, . . . , jk+1.

3. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà s = (s1, . . . , sk), 1 6 s1 < s2 < . . . < sk 6 N ðàññìîòðèì
ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî â âåùåñòâåííîì ãðàññìàíèàíå:

e(s) = {π ∈ Gk(RN) : dim(π ∩ Rsi) = i, dim(π ∩ Rsi−1) = i− 1 äëÿ i = 1, . . . , k}.
à) Óáåäèòåñü, ÷òî e(s) ∩ e(s′) = ∅ ïðè s 6= s′ è Gk(Rn) =

⋃
s e(s).

á) Äîêàæèòå, ÷òî e(s) ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó øàðó ðàçìåðíîñòè (s1 − 1) +
(s2 − 2) + . . .+ (sk − k).

á) Äîêàæèòå, ÷òî e(s) ⊂
⋃

t<s e(t), ãäå t = (t1, . . . , tk) 6 s = (s1, . . . , sk), åñëè
ti 6 si ïðè i = 1, . . . , k.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Gk(Rn) =
⋃

s e(s) � êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå. Ïîäìíîæåñòâà e(s)

íàçûâàþòñÿ êëåòêàìè Øóáåðòà, à èõ çàìûêàíèÿ e(s) � ìíîãîîáðàçèÿìè Øóáåð-

òà. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ãðàññìàíèàíà Gk(CN) òî æå âåðíî ñ óäâîåíèåì ðàçìåðíî-
ñòåé.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì H∗(BU(n)) → H∗(BT n), èíäóöèðîâàííûé êëàñ-
ñèôèöèðóþùèì îòîáðàæåíèåì (CP∞)n = BT n → BU(n) ïðîèçâåäåíèÿ n òàâ-
òîëîãè÷åñêèõ ðàññëîåíèé íàä CP∞, ïåðåâîäèò H∗(BU(n)) = Z[c1, . . . , cn] â ïîä-
êîëüöî ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Z[σ1, . . . , σn] ⊂ Z[t1, . . . , tn] = H∗(BT n), ãäå
deg ti = 2, à σi åñòü i-ÿ ýëåìåíòàðíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò t1, . . . , tn.

5. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ Fl(Cn) îïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H∗(Fl(Cn);Z) ∼= Z[t1, . . . , tn]/(σ1, . . . , σn).

6. Ïóñòü ξ � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè w(ξ) 6= 1,
òî ÷èñëî min{i : wi(ξ) 6= 0} åñòü ñòåïåíü äâîéêè.
7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ ξ ÷èñëî min{i : ci(ξ) 6= 0} ìîæåò
áûòü ëþáûì.

8. Ïóñòü η � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä RP∞. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ζ íàä RP∞ òàêîãî, ÷òî η ⊕ ζ òðèâèàëüíî.
9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãîîáðàçèå Mn ìîæíî ïîãðóçèòü â Rn+1, òî êàæäûé
êëàññ wi(M) ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ êëàññà w1(M).

Date: 28 ìàðòà 2019 ã.



ÒÎÏÎËÎÃÈß�3
ËÈÑÒÎÊ 8: ÎÐÈÅÍÒÈÐÓÅÌÛÅ ÐÀÑÑËÎÅÍÈß, ÊËÀÑÑ ÒÎÌÀ

È ÊËÀÑÑ ÝÉËÅÐÀ

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâà Òîìà Th ξ = Dξ/Sξ âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî
ðàññëîåíèÿ ξ èìååì Th(ξ ⊕ Rk) ∼= Σk Th ξ, ãäå Rk � òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå íàä
òîé æå áàçîé, à Σk � k-êðàòíàÿ íàäñòðîéêà.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Òîìà Th ξ âåùåñòâåííîãî (êîìïëåêñíîãî) âåêòîð-
íîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàä êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì ãîìåîìîðôíî RP (ξ ⊕ R)/RP (ξ)
(ñîîòâåòñòâåííî, CP (ξ ⊕ C)/CP (ξ)).
3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Òîìà òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íàä RP n (ñî-
îòâåòñòâåííî, íàä CP n) ãîìåîìîðôíî RP n+1 (ñîîòâåòñòâåííî, CP n+1).

4. Äîêàæèòå, ÷òî âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ξ îðèåíòèðóåìî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà w1(ξ) = 0.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ãîìîìîðôèçìå Hn(B;Z) → Hn(B;Z2) êëàññ Ýéëåðà e(ξ)
îðèåíòèðîâàííîãî ðàññëîåíèÿ ξ ïåðåõîäèò â êëàññ Øòèôåëÿ�Óèòíè wn(ξ).

6. Ïóñòü ηn � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä BO(n) = Gn(R∞). Äîêàæèòå, ÷òî
ðàññëîåíèå ηn ⊕ ηn îðèåíòèðîâàíî è e(ηn ⊕ ηn) 6= 0.

7. Ïóñòü ξ � êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå è ξR � åãî îâåùåñòâëå-
íèå. Äîêàæèòå, ÷òî e(ξR) = cn(ξ). Óêàçàíèå: ýòî ñîîòíîøåíèå äîñòàòî÷íî ïðîâå-
ðèòü äëÿ òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íàä BU(n).

Date: 4 àïðåëÿ 2019 ã.



ÒÎÏÎËÎÃÈß�3

ËÈÑÒÎÊ 9: ÊËÀÑÑ ÝÉËÅÐÀ È ÝÉËÅÐÎÂÀ

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Ïóñòü i : Mm → Nm+k � ãëàäêîå âëîæåíèå çàìêíóòûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíî-
ãîîáðàçèé ñ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì ν è êëàññîì Òîìà θ(ν) ⊂ Hk(Eν, (Eν)0), è
ïóñòü j : (N,∅)→ (N,N\M) � âëîæåíèå ïàð. Äîêàæèòå, ÷òî êëàññ j∗θ(ν) ∈ Hk(N)
äâîéñòâåí ïî Ïóàíêàðå ê êëàññó i∗[M ] ∈ Hm(N).
Óêàçàíèå: íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî [N ] _ (j∗θ(ν)) = i∗[M ], ÷òî ýêâèâàëåíòíî cîîòíî-
øåíèþ j∗[N ] _ θ(ν) = i∗[M ]. Ïðîâåðüòå ýòî ñîîòíîøåíèå, âîñïîëüçîâàâøèñü îïðå-
äåëåíèåì ôóíäàìåíòàëüíûõ êëàññîâ è êëàññà Òîìà êàê åäèíñòâåííûõ êëàññîâ,
êîòîðûå ïðè îãðàíè÷åíèè íà (N,N \x), (M,M \x) è ñëîé íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ
ν äàþò êàíîíè÷åñêèå îáðàçóþùèå â ãðóïïàõ ëîêàëüíûõ (êî)ãîìîëîãèé.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n = 2p ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RP n íåëüçÿ ãëàäêî âëî-
æèòü â R2n−1.

3. Ïóñòü Mm � îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

jx : (M,M \ x)→
(
M ×M, (M ×M) \∆(M)

)
, jx(y) = (x, y),

ãäå ∆: M →M ×M � äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü

θ∆ ∈ Hm
(
M ×M, (M ×M) \∆(M)

)
� êëàññ Òîìà. Äîêàæèòå, ÷òî j∗x(θ∆) ∈ HM(M,M \x) � êàíîíè÷åñêàÿ îáðàçóþùàÿ,
çàäàâàåìàÿ îðèåíòàöèåé ìíîîáðàçèÿ M .

4. Ïðè êàêèõ n íà ñôåðå Sn ñóùåñòâóåò íèãäå íå îáðàùàþùååñÿ â íóëü âåêòîðíîå
ïîëå? Òîò æå âîïðîñ äëÿ CP n.

Date: 11 àïðåëÿ 2019 ã.



ÒÎÏÎËÎÃÈß�3

ËÈÑÒÎÊ 10: ÊËÀÑÑÛ ÏÎÍÒÐßÃÈÍÀ

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ èìåþò ìåñòî ðàâåí-
ñòâà ck(ξ) = w2k(ξR) mod 2 è w2k+1(ξR) = 0.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êâàòåðíèîííîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ èìåþò ìåñòî ðà-
âåíñòâà pk(ξ) = (−1)kc2k(ξC) è c2k+1(ξC) = 0.

3. Âû÷èñëèòå êëàññû Ïîíòðÿãèíà (êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ) CP n.

4*. Âû÷èñëèòå êëàññû Ïîíòðÿãèíà (êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ) HP n. Óêàçàíèå.
Êàê è â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå, T HP n ∼= HomH(γH, γ

⊥
H ). Îäíàêî HomH(γH, γH) íå ÿâ-

ëÿåòñÿ îäíîìåðíûì òðèâèàëüíûì êâàòåðíèîííûì ðàññëîåíèåì, à ÿâëÿåòñÿ íåòðè-
âèàëüíûì âåùåñòâåííûì 4-ìåðíûì ðàññëîåíèåì.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ B̃ → B èìååò ìåñòî òî÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2:

. . . −→ Hk−1(B)
·w1−→ Hk(B) −→ Hk(B̃) −→ Hk(B) −→ . . . ,

ãäå w1 � ïåðâûé êëàññ Øòèôåëÿ�Óèòíè îäíîìåðíîãî ðàññëîåíèÿ íàä B, àññîöè-
èðîâàííîãî ñ íàêðûòèåì.

6. Äîêàæèòå, ÷òî
H∗(BSO(n);Z2) ∼= Z2[w2, w3, . . . , wn],

ãäå wi = wi(η̃) � óíèâåðñàëüíûå êëàññû Øòèôåëÿ�Óèòíè. Óêàçàíèå: èñïîëüçóé-
òå äâóëèñòíîå íàêðûòèå BSO(n) → BO(n), ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó è âû÷èñëåíèå
H∗(BO(n);Z2) ∼= Z2[w1, . . . , wn].

7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, ñîäåðæàùåå 1
2
, òî

H∗(BO(n);R) ∼= R[p1, . . . , p[n
2
]],

ãäå pi = pi(η) � óíèâåðñàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà. Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå äâó-
ëèñòíîå íàêðûòèå BSO(n)→ BO(n) è âû÷èñëåíèå H∗(BSO(n);R).

8. Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ ω = (i1, . . . , kk) ÷èñëà n = i1+ . . .+ ik îïðåäåëèì ÷èñëî

Øòèôåëÿ�Óèòíè êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn:

wω[M
n] = 〈wi1 · · ·wik(TM), [Mn]〉 ∈ Z2,

÷èñëî ×æåíÿ êîìïàêòíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M2n:

cω[M
2n] = 〈ci1 · · · cik(TM), [M2n]〉 ∈ Z

è ÷èñëî Ïîíòðÿãèíà êîìïàêòíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ M4n:

pω[M
4n] = 〈pi1 · · · pik(TM), [M4n]〉 ∈ Z.

Âû÷èñëèòå âñå ÷èñëà Øòèôåëÿ�Óèòíè ïðîñòðàíñòâà RP n, ÷èñëà ×æåíÿ è Ïîíò-
ðÿãèíà ïðîñòðàíñòâà CP n.

9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Mn ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ W n+1,
òî wω[M

n] = 0 äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ω. Àíàëîãè÷íî, åñëè M4n ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé
îðèåíòèðîâàííîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿW 4n+1, òî pω[M

4n] = 0 äëÿ ëþáîãî ω.

10. Äîêàæèòå, ÷òî RP 2n è CP 2n íå ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè íèêàêîãî êîìïàêòíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ, à RP 2n+1 è CP 2n+1 ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Date: 18 àïðåëÿ 2019 ã.



ТОПОЛОГИЯ–3
ЛИСТОК 11: СПЕКТРАЛЬНАЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ

РАССЛОЕНИЯ

ЗАМЕНЯЮЩИЙ ЛЕКТОР: Г. Д. СОЛОМАДИН

1. Примените теорему Лере к СП фильтрации, чтобы:
а) Для пары X ⊂ Y вывести точную последовательность пары в сингулярных
гомологиях.
б) То же для тройки X ⊂ Y ⊂ Z.
в) Для конечного CW-комплекса X и его фильтрации остовами · · · ⊂ Xk ⊂ . . . ,
Xk = skkX показать изоморфизм клеточных и сингулярных гомологий X.
2. Для локально тривиального расслоения ξ = (E,B, F, π) над односвязной базой
B покажите, что композиции

Hp(E)→ FpHp(E)
/
Fp−1Hp(E) ' E∞p,0 ↪→ E2

p,0 ' Hp(B; H0(F )) ' Hp(B)

Hq(F )→ H0(B; Hq(F )) ' E2
0,q � E∞p,0 ' F0Hq(E)

/
F−1Hq(E) ' Hq(E)

индуцированы проекцией E → B и вложением слоя F ⊂ E, соответственно.
3. В условиях предыдущей задачи, покажите, что χ(E) = χ(F ) · χ(B), где χ(X)
равно эйлеровой характеристике топологического пространства X. Указание: вос-
пользуйтесь СП расслоения и вычислением χ в цепях.

4. а) Вычислите кольцо H∗(CP n;Z), пользуясь расслоением S2n+1 S1

→ CP n

б) Вычислите когомологии проективного расслоения P(ξ) → B над односвязной
базой B.
в) Докажите, что группы H∗(SU(n);Z) и H∗(S3×S5× · · · ×S2n−1;Z) изоморфны,

пользуясь расслоением SU(n)
SU(n−1)→ S2n−1.

г) Докажите изоморфизм колец из п.в). Указание: воспользуйтесь правилом Лейб-
ница, чтобы показать вырождение дифференциалов на мультипликативных обра-
зующих СП в члене E2.
5. (Точные пары) а) Раccмотрим точный комплекс градуированных Z-модулей:

A A

B

f

gh
.

Зададим дифференциал d1 = g ◦ h : B → B. Покажите, что треугольник (вторая
производная пара)

A′ A′

B′

f ′

g′h′
,

корректно определен и является точным. Здесь A′ = f(A), B′ = ker d1/ Im d1,
f ′ = f |A, g′ задается по формуле g′(f(c)) = [g(c)], h′ индуцирован h.
б) Пусть в предыдущем пункте модули биградуированны: A = (Ap,q), B = (Bp,q).
Пусть f, g, h имеют бистепени (−1, 1), (0, 0), (1, 0). Покажите, что бистепень диф-
ференциала dr в r-ой производной паре равна (r, 1− r).

Date: 25 апреля 2019 г.



ÒÎÏÎËÎÃÈß�3
ËÈÑÒÎÊ 12: ÓÌÍÎÆÅÍÈÅ Â ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÉ

ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÐÀÑÑËÎÅÍÈß

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Âûâåäèòå èç ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîìîëîãè÷åñêóþ òî÷íóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü Âàíà äëÿ ðàññëîåíèÿ p : E → Sn ñ áàçîé Sn:

. . . −→ Hm(F ) −→ Hm(E) −→ Hm−n(F ) −→ Hm−1(F ) −→ . . .

2. Âûâåäèòå èç ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîìîëîãè÷åñêóþ è êîãîìîëî-
ãè÷åñêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãèçèíà äëÿ ðàññëîåíèÿ p : E → B ñî ñëî-
åì Sn:

. . . −→ Hm−n(B) −→ Hm(E) −→ Hm(B) −→ Hm−n−1(B) −→ . . .

. . . −→ Hm−n−1(B) −→ Hm(B) −→ Hm(E) −→ Hm−n(B) −→ . . .

3. Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Hk = CP (C ⊕ η⊗k), ãäå C îáîçíà÷àåò òðèâèàëüíîå,
à η � òàâòîëîãè÷åñêîå êîìïëåêñíîå îäíîìåðíîå ðàññëîåíèå íàä CP 1.

à) Âû÷èñëèòå êîëüöî öåëî÷èñëåííûõ êîãîìîëîãèé H∗(Hk) è óáåäèòåñü, ÷òî
êîëüöà, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷¼òíûì è íå÷¼òíûì k, íåèçîìîðôíû.

á) Äîêàæèòå, ÷òî Hk äèôôåîìîðôíî S
2×S2 ïðè ÷¼òíîì k è CP 2#CP 2

(ñâÿç-
íàÿ ñóììà CP 2 è CP 2 ñ îáðàù¼ííîé îðèåíòàöèåé) ïðè íå÷¼òíîì k.

4. Èñïîëüçóÿ ñïåêòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óíèâåðñàëüíîãî ðàññëîåíèÿ E →
BU(n) ñî ñëîåì U(n) è âû÷èñëåíèå êîëüöà H∗(U(n)), äîêàæèòå èçîìîðôèçì

H∗(BU(n)) ∼= Z[c1, c2, . . . , cn], deg ci = 2i.

5. Èìååì èçîìîðôèçì êîëåö êîãîìîëîãèé H∗(SU(3)) ∼= H∗(S3 × S5). Âåðíî ëè,
÷òî SU(3) è S3 × S5 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíòû?

6. Ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññëîåíèÿ äîêàæèòå ñëåäóþ-
ùóþ òåîðåìó Ëåðå�Õèðøà. Ïóñòü p : E → B � ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå
íàä îäíîñâÿçíîé áàçîé B ñî ñëîåì F . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êîììóòàòèâíîãî
êîëüöà êîýôôèöèåíòîâ R âûïîëåíû óñëîâèÿ:

à) Hn(F ;R) � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé ñâîáîäíûé R-ìîäóëü äëÿ ëþáîãî n;
á) ñóùåñòâóþò êëàññû vj ∈ H∗(E;R), äëÿ êîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿ i∗(vj) îáðàçó-

þò R-áàçèñ â H∗(F ;R) äëÿ âëîæåíèÿ êàæäîãî ñëîÿ i : F → E.

Òîãäà H∗(E;R) � ñâîáîäíûé H∗(B;R)-ìîäóëü ñ áàçèñîì {vj}.
7. Âû÷èñëèòå êîëüöî H∗(ΩSn) ïðè n > 4.

Date: 16 ìàÿ 2019 ã.



ÒÎÏÎËÎÃÈß�3

ËÈÑÒÎÊ 13: ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÀß ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÜ È

ÃÎÌÎÒÎÏÈ×ÅÑÊÈÅ ÃÐÓÏÏÛ ÑÔÅÐ

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Äîêàæèòå, ÷òî

à) H∗(K(Z, 2n);Q) ∼= Q[v] � àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ, deg v = 2n;
á) H∗(K(Z, 2n+ 1);Q) ∼= ΛQ[u] � âíåøíÿÿ àëãåáðà, deg u = 2n+ 1.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè π � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî Hk(K(π, n);Q) = 0 ïðè k > 0.

3. Âû÷èñëèòå H∗(K(Z2, 2);Z) è H∗(K(Z2, 3);Z) âïëîòü äî ðàçìåðíîñòè 6.

4. Âû÷èñëèòå H∗(K(Z2, 4);Z) âïëîòü äî ðàçìåðíîñòè 6.

5. Âû÷èñëèòå π4(S
3) ïðè ïîìîùè áàøíè Óàéòõåäà.

6. Âû÷èñëèòå âòîðóþ ñòàáèëüíóþ ãîìîòîïè÷åñêóþ ãðóïïó ñôåð πs
2 = π6(S

4).

7. Ïóñòü X � îäíîñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû ãîìî-
ëîãèé Hq(X;Z) êîíå÷íî ïîðîæäåíû (êîíå÷íû) äëÿ ëþáîãî q, òî è ãîìîòîïè÷åñêèå
ãðóïïû πq(X) êîíå÷íî ïîðîæäåíû (êîíå÷íû) äëÿ ëþáîãî q. Âåðíî ëè ýòî äëÿ íåîä-
íîñâÿçíûõ X?

Date: 23 ìàÿ 2019 ã.


