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Ââåäåíèå

Íàðÿäó ñ ãîìîòîïè÷åñêèìè ãðóïïàìè, ãðóïïû ãîìîëîãèé (à òàêæå êîëüöà êîãî-
ìîëîãèé) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèí èç îñíîâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ
ðàáîòû ñ òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè è ìíîãîîáðàçèÿìè.
Îïðåäåëåíèå ãðóïï ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà òåõíè÷åñêè ñëîæíåå, ÷åì îïðåäåëå-

íèå ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï. Òåì íå ìåíåå, ïðåîäîëåâ íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå òðóäíî-
ñòè ïðè îïðåäåëåíèè ãðóïï ãîìîëîãèé è âûâîäå èõ îñíîâíûõ ñâîéñòâ, ìû ïîëó÷àåì
âåñüìà ýôôåêòèâíûå àëãåáðàè÷åñêèå èíâàðèàíòû, âû÷èñëåíèå êîòîðûõ íà îñíîâíûõ
ïðèìåðàõ ïðîñòðàíñòâ è ìíîãîîáðàçèé îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì ãîìîòî-
ïè÷åñêèõ ãðóïï.
Â öåëîì, ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû è ãðóïïû ãîìîëîãèé ñîäåðæàò ïðèìåðíî ðàâíî-

öåííóþ (õîòÿ è íåýêâèâàëåíòíóþ) èíôîðìàöèþ î ïðîñòðàíñòâå â îäíîñâÿçíîì ñëó÷àå.
Ñîîòíîøåíèå ìåæäó íèìè îïèñûâàåòñÿ òàê íàçûâàåìîé äâîéñòâåííîñòüþ Ýêìàííà�
Õèëòîíà, êîòîðîé ìû êîñí¼ìñÿ â ñàìîì êîíöå êóðñà.
Ãðóïïû ãîìîëîãèé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè

ïîìîùè ïîíÿòèÿ öèêëà. Öèêë ðàçìåðíîñòè k â X ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå ¾k-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè¿ (íå îáÿçàòåëüíî ñôåðû) â X. Îòíîøåíèå ãî-
ìîòîïíîñòè ñôåðîèäîâ çàìåíÿåòñÿ îòíîøåíèåì ãîìîëîãè÷íîñòè öèêëîâ � öèêë ãî-
ìîëîãè÷åí 0, åñëè îí îãðàíè÷èâàåò êóñîê ïîâåðõíîñòè íà 1 áîëüøå ðàçìåðíîñòè.
×òî ñ÷èòàòü ¾k-ìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ¿ â îïðåäåëåíèè öèêëà? Íàèáîëåå åñòåñòâåí-

íî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèÿ k-ìåðíûõ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé â X (ýòà
èäåÿ âîñõîäèò ê Ïóàíêàðå). Îäíàêî, ïîëó÷àåìàÿ òàêèì îáðàçîì òåîðèÿ, íàçûâàåìàÿ
òåîðèåé áîðäèçìîâ, îêàçûâàåòñÿ íàìíîãî ñëîæíåå òåîðèè ãîìîëîãèé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ
âû÷èñëèìîñòè, áîëåå ýôôåêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ öèêëîâ êàê
îáúåäèíåíèé íåêîòîðûõ ñòàíäàðòíûõ ýëåìåíòîâ, ðîëü êîòîðûõ èãðàþò ñèìïëåêñû.
Â êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå ïðîñòðàíñòâî X ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàçáèòûì íà ñèìïëåêñû,

ò.å. íà í¼ì ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé ñòðóêòóðà ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ôîðìàëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñèìïëåêñîâ, íàçûâàåìûå ñèìïëè-
öèàëüíûìè öåïÿìè, è ââîäèòñÿ ñèìïëèöèàëüíûé ãðàíè÷íûé îïåðàòîð. Òîãäà öèêëû
îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñèìïëèöèàëüíûå öåïè, ãðàíèöà êîòîðûõ ðàâíà íóëþ. Ãðóïïà k-
ìåðíûõ ãîìîëîãèé Hk(X) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû k-ìåðíûõ öèêëîâ
ïî ïîäãðóïïå öèêëîâ, ãîìîëîãè÷íûõ íóëþ. Ýòî ïðèâîäèò ê ÷èñòî êîìáèíàòîðíî-
àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé, êîòîðîé ïîñâÿù¼í ðàçäåë 1.
Äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé åñòåñòâåííî íåîáõîäèìî äîêàçûâàòü íåçàâèñèìîñòü
ãðóïïû Hk(X) îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà X íà ñèìïëåêñû.
Áîëåå îáùèé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ãðóïï ãîìîëîãèé, ïðè êîòîðîì íà ïðîñòðàíñòâå

X íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû,
çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðåíèè ñèíãóëÿðíûõ ñèìïëåêñîâ, ò.å. îòîáðàæåíèé ∆k → X, ãäå
∆k � ñèìïëåêñ ðàçìåðíîñòè k. Ôîðìàëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñèíãóëÿðíûõ ñèì-
ïëåêñîâ íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè öåïÿìè. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ñèíãóëÿðíûõ
ãîìîëîãèé, êîòîðûì ïîñâÿù¼í ðàçäåë 2.
Ãðóïïû ãîìîëîãèé òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü íà îñíîâå êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ïðî-

ñòðàíñòâà. Ïîëó÷àåìàÿ òåîðèÿ êëåòî÷íûõ ãîìîëîãèé ýêâèâàëåíòíà ñèíãóëÿðíûì ãî-
ìîëîãèÿì äëÿ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ è ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü ãðóïïû
ãîìîëîãèé äëÿ ïðîñòûõ êëåòî÷íûõ ðàçáèåíèé.
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Â ðàçäåëå 4 èçó÷àåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ãðóïïàìè ãîìîëîãèé è ãîìîòîïè÷åñêèìè
ãðóïïàìè êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ. Çäåñü æå äîêàçûâàåòñÿ ãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðåìà
Óàéòõåäà, êîòîðàÿ ïðåäîñòàâëÿåò ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïðîâåðêè òîãî, ÷òî îòîáðà-
æåíèå îäíîñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
Ãðóïïû êîãîìîëîãèé ââîäÿòñÿ â ðàçäåëå 5. Çäåñü æå îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ãðóïï

ãîìîëîãèé è êîãîìîëîãèé ñ ðàçíûìè êîýôôèöèåíòàìè (¾ôîðìóëû óíèâåðñàëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ¿).
Íà êëàññàõ êîãîìîëîãèé èìååòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, ïðåâðàùàþùàÿ ïðÿìóþ

ñóììó âñåõ ãðóïï êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà â ãðàäóèðîâàííî-êîììóòàòèâíîå êîëü-
öî. Íàðÿäó ñ ãðóïïàìè (êî)ãîìîëîãèé, ñòðóêòóðà ýòîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ãî-
ìîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðàçëè÷íûå êîíñòðóêöèè
óìíîæåíèÿ â êîãîìîëîãèÿõ îáñóæäàþòñÿ â ðàçäåëå 6.

Ãîâîðÿ î ïðîñòðàíñòâå ìû âñåãäà èìååì ââèäó òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à âñå
îòîáðàæåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíûìè, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå.

1. Ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè

1.1. Ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû è òðèàíãóëÿöèè. Ìû óæå âñòðå÷àëèñü ñ ïî-
íÿòèÿìè ñèìïëåêñà è ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà â êóðñå ¾Òîïîëîãèÿ-1¿ ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè.
Íàïîìíèì, ÷òî n-ìåðíûé ñèìïëåêñ � ýòî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà íàáîðà èç n+1 òî÷åê

v0, v1, . . . , vn â íåêîòîðîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå RN , íå ëåæàùèõ â îäíîé (n− 1)-
ìåðíîé ïëîñêîñòè (ãäå ïîä ïëîñêîñòüþ ìû ïîäðàçóìåâàåì àôôèííîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî). Ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåêòîðû v1− v0, . . . , vn− v0 ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Òî÷êè v0, v1, . . . , vn íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ñèìïëåêñà, à ñàì ñèìïëåêñ
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü [v0, . . . , vn]. Âûïóêëûå îáîëî÷êè ïîäíàáîðîâ ìíîæåñòâà âåðøèí
ñèìïëåêñà íàçûâàþòñÿ åãî ãðàíÿìè. Ãðàíè ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêñàìè ðàçìåðíîñòè ⩽ n.

Ïðèìåð 1.1. Ïðàâèëüíûé n-ìåðíûé ñèìïëåêñ åñòü

∆n =
{
(t0, t1, . . . , tn) ∈ Rn+1 :

∑
i

ti = 1 è ti ⩾ 0 äëÿ âñåõ i
}
.

Åãî âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ êîíöû åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé.

Äàëåå âåðøèíû ñèìïëåêñîâ ìû áóäåì âñåãäà ñ÷èòàòü óïîðÿäî÷åííûìè, è ïîä ¾n-
ìåðíûì ñèìïëåêñîì¿ ìû áóäåì èìåòü ââèäó ¾n-ìåðíûé ñèìïëåêñ ñ óêàçàííûì ïîðÿä-
êîì åãî âåðøèí¿. Âåðøèíû ãðàíåé ñèìïëåêñà âñåãäà áóäóò óïîðÿäî÷èâàòüñÿ ñîãëàñíî
èõ ïîðÿäêó â áîëüøåì ñèìïëåêñå.
Çàäàíèå ïîðÿäêà âåðøèí îïðåäåëÿåò êàíîíè÷åñêèé ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì ïðà-

âèëüíîãî n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ∆n íà ëþáîé n-ìåðíûé ñèìïëåêñ [v0, . . . , vn], ñîõðàíÿ-
þùèé ïîðÿäîê âåðøèí, à èìåííî

(t0, . . . , tn) 7→
∑
i

tivi.

Êîýôôèöèåíòû t0, . . . , tn íàçûâàþòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè∑
i tivi â ñèìïëåêñå [v0, . . . , vn].
Îáúåäèíåíèå âñåõ ñîáñòâåííûõ ãðàíåé ñèìïëåêñà ∆n íàçûâàåòñÿ åãî ãðàíèöåé è

îáîçíà÷àåòñÿ ∂∆n. Âíóòðåííîñòü ∆n \ ∂∆n ñèìïëåêñà ∆n íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì
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ñèìïëåêñîì è îáîçíà÷àåòñÿ ∆̇n. Ïðè ýòîì äëÿ n = 0 ïðèíèìàåòñÿ ñîãëàøåíèå, ÷òî
âíóòðåííîñòü 0-ñèìïëåêñà (òî÷êè) ñîâïàäàåò ñ íèì ñàìèì.
Êîíå÷íûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ � ýòî òàêîé êîíå÷íûé íàáîð ñèìïëåêñîâ

ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè â íåêîòîðîì RN , ÷òî ëþáûå äâà ñèìïëåêñà èç ýòîãî íàáîðà
ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ ïî öåëîé ãðàíè. Ãîâîðÿò, ÷òî íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî K åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà RN òðèàíãóëèðîâàíî, åñëè îíî ïðåäñòàâëåíî â
âèäå îáúåäèíåíèÿ ñèìïëåêñîâ, êîòîðûå îáðàçóþò (êîíå÷íûé) ñèìïëèöèàëüíûé êîì-
ïëåêñ. Òðèàíãóëÿöèåé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçì
f : K → X ìåæäó íåêîòîðûì òðèàíãóëèðîâàííûì ïîäìíîæåñòâîì K ⊂ RN è X. ×à-
ñòî ãîâîðÿò, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå X çàäàíà ñòðóêòóðà ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà,
èìåÿ ââèäó, ÷òî çàäàíà åãî òðèàíãóëÿöèÿ. (Ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü ñèìïëèöè-
àëüíûå êîìïëåêñû è òðèàíãóëÿöèè, ñîñòîÿùèå èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñèìïëåêñîâ, íî
â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ íà íèõ íå ÿâëÿåòñÿ èíäóöèðîâàííîé èç RN , å¼
îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.)
Òàêèì îáðàçîì, òðèàíãóëÿöèÿ ïðîñòðàíñòâà X çàäà¼òñÿ íàáîðîì îòîáðàæåíèé

σα : ∆
nα → X (îãðàíè÷åíèé ãîìåîìîðôèçìà f : K → X íà ñèìïëåêñû ìíîæå-

ñòâà K ⊂ RN) è êàæäàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà X ñîäåðæèòñÿ â îáðàçå ðîâíî îäíîãî
îãðàíè÷åíèÿ σα|∆̇nα íà âíóòðåííîñòü ñèìïëåêñà. Äðóãèìè ñëîâàìè, X ïðåäñòàâëåíî
â âèäå íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ ãîìåîìîðôíûõ îáðàçîâ âíóòðåííîñòåé ñèìïëåêñîâ.

Ïðèìåð 1.2.

1. Ãðàíèöà n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ∆n çàäà¼ò òðèàíãóëÿöèþ (n−1)-ìåðíîé ñôåðû. Â
÷àñòíîñòè, ãðàíèöà òåòðàýäðà çàäà¼ò òðèàíãóëÿöèÿ 2-ìåðíîé ñôåðû. Äðóãèìè ïðè-
ìåðàìè òðèàíãóëÿöèé 2-ìåðíîé ñôåðû ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöû îêòàýäðà èëè èêîñàýäðà, à
òàêæå ãðàíèöà ëþáîãî 3-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêè, ó êîòîðîãî âñå 2-ìåðíûå ãðàíè �
òðåóãîëüíèêè (òàêèå ìíîãîãðàííèêà íàçûâàþòñÿ ñèìïëèöèàëüíûìè).
2. Íà ðèñ. 1 à) ïîêàçàíà òðèàíãóëÿöèÿ òîðà T 2 ñ 9 âåðøèíàìè. Íà ðèñ. 1 á) ïî-

êàçàíà òðèàíãóëÿöèÿ òîðà T 2 ñ 7 âåðøèíàìè. Ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû êâàäðàòîâ
îòîæäåñòâëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðåëêàìè.
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Ðèñ. 1. Òðèàíãóëÿöèè òîðà T 2 è ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP 2.

3. Íà ðèñ. 1 â) ïîêàçàíà òðèàíãóëÿöèÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP 2 ñ 6 âåðøè-
íàìè. Íà ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà ïðîèçâîäÿòñÿ îòîæäåñòâëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî
ñòðåëêàìè è íóìåðàöèåé âåðøèí.
Òðèàíãóëÿöèè íà ðèñ. 1 á) è â) ìèíèìàëüíû ïî ÷èñëó âåðøèí (çàäà÷à).
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Â êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâ îïðåäåëÿëèñü
÷åðåç èõ òðèàíãóëÿöèè. Îäíàêî ìû âèäèì, ÷òî äàæå äëÿ ïðîñòûõ äâóìåðíûõ ïî-
âåðõíîñòåé òðèàíãóëÿöèè ñîäåðæàò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñèìïëåêñîâ, ÷òî ïðèâîäèò
ê ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì. Îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà, ïðè
êîòîðîì ñèìïëåêñû ìîãóò ïðèêëåèâàòüñÿ äðóã ê äðóãó ïî ÷àñòè ãðàíèöû, à íå òîëü-
êî ïî îäíîìó ñèìïëåêñó, ïðèâîäèò ê áîëåå ýêîíîìíûì ðàçáèåíèÿì ïðîñòðàíñòâ íà
ñèìïëåêñû. Ïðèìåðû èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2, à îïðåäåëåíèå ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì
ïàðàãðàôå.
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à) S1 á) T 2 â) RP 2 ã) Áóòûëêà Êëåéíà

Ðèñ. 2. Ïîëóñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû

1.2. Ïîëóñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû. Ñòðóêòóðà ïîëóñèìïëèöèàëüíîãî êîì-
ïëåêñà íà ïðîñòðàíñòâåX � ýòî òàêîé íàáîð îòîáðàæåíèé σα : ∆

n → X, ãäå n çàâèñèò
îò èíäåêñà α, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

à) Îãðàíè÷åíèå σα|∆̇n èíúåêòèâíî, è êàæäàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà X ñîäåðæèòñÿ
â îáðàçå ðîâíî îäíîãî òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ σα|∆̇n .

á) Êàæäîå îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ σα íà ãðàíü ñèìïëåêñà ∆n � ýòî îäíî èç
îòîáðàæåíèé σβ : ∆

k → X, k ⩽ n.
â) Ìíîæåñòâî A ⊂ X îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî σ−1

α (A)
îòêðûòî â ∆n äëÿ âñåõ σα.

Åñëè êàæäîå îòîáðàæåíèå σα : ∆
n → X èíúåêòèâíî, êîëè÷åñòâî ýòèõ îòîáðàæåíèé

êîíå÷íî è ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ñèìïëåêñîâ σα(∆
n) è σβ(∆

m) â X ÿâëÿåòñÿ ãðà-
íüþ êàæäîãî èç íèõ (âîçìîæíî, ïóñòîé), òî âñå ñèìïëåêñû ìîæíî âëîæèòü â îäíî
ïðîñòðàíñòâî RN òàê, ÷òî

⋃
α∆

n ñòàíåò ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì, à X � òðèàí-
ãóëèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå â) âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.
Åñëè æå êîëè÷åñòâî ñèìïëåêñîâ σα : ∆

n → X áåñêîíå÷íî, òî óñëîâèå â) äà¼ò ¾ïðà-
âèëüíûé¿ ñïîñîá ââåäåíèÿ òîïîëîãèè íà

⋃
α∆

n, íå çàâèñÿùèé îò âëîæåíèé â RN . Ñì.
çàäà÷è 1.10 è 1.11. Òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íûå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû (òðè-
àíãóëÿöèè) � ýòî ïîëóñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû, â êîòîðûõ âñå îòîáðàæåíèÿ σα
èíúåêòèâíû è âñå ïåðåñå÷åíèÿ σα(∆

n) ∩ σβ(∆m) ÿâëÿþòñÿ ãðàíÿìè.
Èç óñëîâèÿ â) ñëåäóåò, ÷òî X ìîæíî ïîñòðîèòü êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî íàáîðà

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñèìïëåêñîâ ∆n
α, ïî îäíîìó äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ σα : ∆

n →
X. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X äîëæíî áûòü õàóñäîðôîâûì, à êàæäîå îãðà-
íè÷åíèå σα|∆̇n ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç, êîòîðûé ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì ñèìïëåêñîì â X (çàäà÷à). Òåì ñàìûì îòêðûòûå ñèìïëåêñû σα|∆̇n çàäà-
þò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà X. Îäíàêî ïîëóñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû
îáðàçóþò âåñüìà îãðàíè÷åííûé êëàññ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ.
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Ïðèìåð 1.3.

1. Íà ðèñ. 1.1 à) èçîáðàæåíî ïîëóñèìïëèöèàëüíîå ðàçáèåíèå îêðóæíîñòè ñ îäíîé
âåðøèíîé v è îäíèì ðåáðîì (1-ìåðíûì ñèìïëåêñîì) e.
2. Íà ðèñ. 1.1 á) èçîáðàæåíî ïîëóñèìïëèöèàëüíîå ðàçáèåíèå òîðà ñ îäíîé âåðøè-

íîé v, òðåìÿ ð¼áðàìè a, b, c è äâóìÿ òðåóãîëüíèêàìè (2-ìåðíûìè ñèìïëåêñàìè) U, V .
Ð¼áðà îðèåíòèðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì îòîáðàæàåìûõ âåðøèí ñèìïëåêñîâ,
îò ìåíüøåé ê áîëüøåé. Íàïðèìåð, U ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì òðåóãîëüíèêà ∆2 = [012], ïðè
ýòîì ðåáðî [01] îòîáðàæàåòñÿ â a, ðåáðî [12] â b, è ðåáðî [02] â [c], è âñå òðè âåðøèíû
0, 1, 2 ïåðåõîäÿò â v.
3. Íà ðèñ. 1.1 â) èçîáðàæåíî ïîëóñèìïëèöèàëüíîå ðàçáèåíèå ïðîåêòèâíîé ïëîñ-

êîñòè ñ äâóìÿ âåðøèíàìè v, w, òðåìÿ ð¼áðàìè a, b, c è äâóìÿ òðåóãîëüíèêàìè U, V .
Çäåñü îòîáðàæåíèå èç ∆2 = [012], ñîîòâåòñòâóþùåå òðåóãîëüíèêó U , óñòðîåíî òàê:
âåðøèíû 0 è 1 ïåðåõîäÿò â v, à 2 â w.
4. Íà ðèñ. 1.1 ã) èçîáðàæåíî ïîëóñèìïëèöèàëüíîå ðàçáèåíèå áóòûëêè Êëåéíà ñ

îäíîé âåðøèíîé v, òðåìÿ ð¼áðàìè a, b, c è äâóìÿ òðåóãîëüíèêàìè U, V .

1.3. Ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè. Ïóñòü X � ïîëóñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ.
Îïðåäåëèì ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó ∆n(X), ïîðîæä¼ííóþ n-ìåðíûìè ñèìïëåêñà-
ìè σα : ∆

n → X êîìïëåêñà X. Ýëåìåíòû ãðóïïû ∆n(X) íàçûâàþòñÿ n-ìåðíûìè ñèì-
ïëèöèàëüíûìè öåïÿìè äëÿ X. Êàæäàÿ ñèìïëèöèàëüíàÿ öåïü ìîæåò áûòü çàïèñàíà
â âèäå êîíå÷íîé ôîðìàëüíîé ñóììû

∑
α kασα ñ êîýôôèöèåíòàìè kα ∈ Z.

Îïðåäåëèì ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì ∂n : ∆n(X)→ ∆n−1(X), çàäàâ åãî çíà÷åíèÿ íà
ýëåìåíòàõ áàçèñà σα : [v0, . . . , vn]→ X:

(1) ∂n(σα) =
n∑
i=0

(−1)iσα|[v0,...,v̂i,...,vn],

ãäå σα|[v0,...,v̂i,...,vn] îáîçíà÷àåò (n − 1)-ìåðíóþ ãðàíü ñèìïëåêñà σα, ïîëó÷àåìóþ îïóñ-
êàíèåì i-é âåðøèíû vi. Íàïðèìåð,

∂1[v0, v1] = [v1]− [v0],

∂2[v0, v1, v2] = [v1, v2]− [v0, v2] + [v0, v1].

Âûáîð çíàêîâ îáóñëîâëåí ñîãëàñîâàíèåì îðèåíòàöèé, çàäàâàåìûõ ïîðÿäêîì âåðøèí,
íà ñèìïëåêñå è åãî ãðàíÿõ.

Ëåììà 1.4. Êîìïîçèöèÿ ∆n(X)
∂n−→ ∆n−1(X)

∂n−1−→ ∆n−2(X) ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì
îòîáðàæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèÿ (1) âûòåêàåò

∂n−1∂n(σ) =
∑
j<i

(−1)i(−1)jσ|[v0,...,v̂j ,...,v̂i,...,vn] +
∑
j>i

(−1)i(−1)j−1σ|[v0,...,v̂i,...,v̂j ,...,vn].

Ïîñëåäíèå äâå ñóììû ñîêðàùàþòñÿ, òàê êàê ïîñëå ïåðåñòàíîâêè i è j âî âòîðîé ñóììå
îíà ñòàíîâèòñÿ ïåðâîé ñóììîé ñî çíàêîì ìèíóñ. □

Òåì ñàìûì ìû íàõîäèìñÿ â ñëåäóþùåé àëãåáðàè÷åñêîé ñèòóàöèè. Èìååòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï

. . . −→ Cn+1
∂n+1−→ Cn

∂n−→ Cn−1 −→ . . . −→ C1
∂1−→ C0

∂0−→ 0,
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ïðè÷¼ì ∂n∂n+1 = 0 äëÿ âñåõ n. Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C• = {Cn, ∂n} íàçûâàåòñÿ
öåïíûì êîìïëåêñîì. Èç ðàâåíñòâà ∂n∂n+1 = 0 ñëåäóåò, ÷òî Im ∂n+1 ⊂ Ker ∂n. Ïîýòîìó
ìû ìîæåì îïðåäåëèòü n-þ ãðóïïó ãîìîëîãèé öåïíîãî êîìïëåêñà êàê ôàêòîðãðóïïó
Hn = Ker ∂n/ Im ∂n+1. Ýëåìåíòû ÿäðà Ker ∂n íàçûâàþòñÿ öèêëàìè, à ýëåìåíòû îáðàçà
Im ∂n+1 � ãðàíèöàìè. Ýëåìåíòû ãðóïïû Hn íàçûâàþòñÿ êëàññàìè ãîìîëîãèé. Êëàññ
ãîìîëîãèé öèêëà c ∈ Ker ∂n îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [c]. Äâà öèêëà, ïðåäñòàâëÿþùèå îäèí
è òîò æå êëàññ ãîìîëîãèé, íàçûâàþòñÿ ãîìîëîãè÷íûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èõ ðàçíîñòü
ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé.
Âîçâðàùàÿñü ê ñëó÷àþ Cn = ∆n(X), ãðóïïó ãîìîëîãèé Ker ∂n/ Im ∂n+1 áóäåì îáî-

çíà÷àòü H∆
n (X) è íàçûâàòü n-é ãðóïïîé ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé êîìïëåêñà X.

Ïðèìåð 1.5. Ïóñòü X = S1 ñ îäíîé âåðøèíîé v è îäíèì ðåáðîì e, ñì. ðèñ. 1.1 à).
Òîãäà îáå ãðóïïû ∆0(X) è ∆1(X) ðàâíû Z, à ãðàíè÷íîå îòîáðàæåíèå ∂1 íóëåâîå, òàê
êàê ∂1e = v − v. Êðîìå òîãî, ∆n(S

1) = 0 ïðè n ⩾ 2, òàê êàê â ýòèõ ðàçìåðíîñòÿõ íåò
ñèìïëåêñîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,

H∆
n (S

1) ∼=
{

Z ïðè n = 0, 1;
0 ïðè n ⩾ 2.

Ïðèìåð 1.6. Ïóñòü X = T 2 � òîð ñ îäíîé âåðøèíîé v, òðåìÿ ð¼áðàìè a, b, c è äâóìÿ
òðåóãîëüíèêàìè U, V , ñì. ðèñ. 1.1 á). Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ∂1 = 0, ïîýòîìó
H∆

0 (T 2) = Z. Òàê êàê ∂2U = [12]− [02] + [01] = b− c+ a = ∂2V , à a, b, a+ b− c � áàçèñ
ãðóïïû ∂1(T

2), ïîëó÷àåì, ÷òî H∆
1 (T 2) ∼= Z ⊕ Z ñ áàçèñíûìè êëàññàìè ãîìîëîãèé [a]

è [b]. Òàê êàê òð¼õìåðíûõ ñèìïëåêñîâ íåò, H∆
2 (T 2) = Ker ∂2, à ãðóïïà Ker ∂2 ∼= Z

ïîðîæäåíà öèêëîì U − L. Òàêèì îáðàçîì,

H∆
n (T

2) ∼=


Z⊕ Z ïðè n = 1;

Z ïðè n = 0, 2;

0 ïðè n ⩾ 3.

Ïðèìåð 1.7. Ïóñòü X = RP 2 ñ äâóìÿ âåðøèíàìè v, w, òðåìÿ ð¼áðàìè a, b, c è äâóìÿ
òðåóãîëüíèêàìè U, V , ñì. ðèñ. 1.1 â). Òîãäà ãðóïïà Im ∂1 ïîðîæäåíà öåïüþ w − v,
ïîýòîìó H∆

0 (RP 2) ∼= Z, ïðè÷¼ì â êà÷åñòâå îáðàçóþùåé ìîæíî âçÿòü [v] èëè [w]. Òàê
êàê ∂2U = −a+b+c è ∂2V = a−b+c, ìû âèäèì, ÷òî Ker ∂2 = 0, ïîýòîìóH∆

2 (RP 2) = 0.
Äàëåå,Ker ∂1 ∼= Z⊕Z ñ áàçèñîì a−b è c. Îòñþäà âèäíî, ÷òî Im ∂2 ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
èíäåêñà 2 â Ker ∂1, òàê êàê â êà÷åñòâå áàçèñà â Ker ∂1 ìîæíî âçÿòü a− b + c è c, à â
êà÷åñòâå áàçèñà â Im ∂2 ìîæíî âçÿòü a− b+ c è (−a+ b+ c) + (a− b+ c) = 2c. Òàêèì
îáðàçîì, H∆

1 (RP 2) ∼= Z2 è ìû èìååì

H∆
n (RP 2) ∼=


Z ïðè n = 0;

Z2 ïðè n = 1;

0 ïðè n ⩾ 2.

Ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè èíâà-
ðèàíòàìè ïðîñòðàíñòâà X, ò.å. íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà åãî ðàçáèåíèÿ íà ñèìïëåêñû.
Áîëåå òîãî, ãðóïïû ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ îäèíàêîâû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ýòè ñâîéñòâà, ìû îïðåäåëèì äðóãîé
òèï ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâ � ãðóïïû ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèè, îïðåäåëåíèå êîòîðûõ
íå áóäåò èñïîëüçîâàòü ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà íà ñèìïëåêñû. Çàòåì ìû äîêàæåì, ÷òî
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ãðóïïû ñèìïëèöèàëüíûõ è ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé ïîëóñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà
ñîâïàäàþò.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

1.8. Äîêàæèòå, ÷òî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî âåðøèí â òðèàíãóëÿöèè òîðà ðàâíî 7, à â
òðèàíãóëÿöèè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè � 6.

1.9. Ïîñòðîéòå êàêóþ-íèáóäü òðèàíãóëÿöèþ áóòûëêè Êëåéíà. Êàêîå ìèíèìàëüíîå
÷èñëî âåðøèí ó òàêîé òðèàíãóëÿöèè?

1.10. Ïóñòü Ik � îòðåçîê åäèíè÷íîé äëèíû íà ïëîñêîñòè R2 ñ êîíöàìè (0, 0) è
(cos 2π

k
, sin 2π

k
). Îïðåäåëèì Y =

⋃∞
k=1 Ik êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â R2 ñ èíäóöèðîâàííîé

òîïîëîãèåé. Ïóñòü σk : ∆
1 → Y � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà ∆1 íà Ik. Äîêàæèòå,

÷òî ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé σk âìåñòå ñ èõ îãðàíè÷åíèÿìè íà âåðøèíû óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì à) è á) èç îïðåäåëåíèÿ ïîëóñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà, íî íå óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ â). Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî Y ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íîå
îáúåäèíåíèå ñèìïëåêñîâ â R2, ïðèìûêàþùèõ äðóã ê äðóãó ïî ãðàíÿì, íî íå ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëóñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì.

1.11. Ðàññìîòðèì áóêåò ñ÷¼òíîãî ÷èñëà îòðåçêîâ X =
∨∞
k=1∆

1
k. (Ïî îïðåäåëåíèþ,

áóêåò � ýòî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî (
⊔∞
k=1∆

1
k)/(

⊔∞
k=1 0k).) Äîêàæèòå, ÷òî èíúåêòèâíûå

îòîáðàæåíèÿ σk : ∆
1
k → X âìåñòå ñ èõ îãðàíè÷åíèÿìè íà âåðøèíû çàäàþò íà X

ñòðóêòóðó áåñêîíå÷íîãî (ïîëó)ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà, íî X íå âêëàäûâàåòñÿ
â RN íè äëÿ êàêîãî N (ò. å. íå ãîìåîìîðôíî ïîäìíîæåñòâó RN ñ èíäóöèðîâàííîé
òîïîëîãèåé).

1.12. Äîêàæèòå, ÷òî ñòðóêòóðà ïîëóñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà íà ïðîñòðàíñòâå X
çàäà¼ò íà íåì ñòðóêòóðó êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.

1.13. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ
ñòðóêòóðîé ïîëóñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà.

1.14. Ïóñòü X = S1 ∪φ D2 � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àåìîå ïðèêëåèâàíè-
åì ê îêðóæíîñòè S1 (ðàçáèòîé íà äâå êëåòêè) äâóìåðíîé êëåòêè ïî îòîáðàæåíèþ
φ : S1 → S1 ñòåïåíè 3, z 7→ z3. Ïðîñòðàíñòâî X ìîæíî ïîëó÷èòü èç òðåóãîëüíèêà
îòîæäåñòâëåíèåì òð¼õ åãî ñòîðîí â îäíó â ñîîòâåòñòâèè ñ íàïðàâëåíèÿìè ñòðåëîê

íà ðèñóíêå: �
�
��A
A
AU� Çàäàþò ëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ∆0 → X, ∆1 → X è

∆2 → X äàííîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ñòðóêòóðó ïîëóñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà?

1.15. Âû÷èñëèòå ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè áóòûëêè Êëåéíà, âîñïîëüçîâàâøèñü
ñòðóêòóðîé ïîëóñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà.

1.16. Âû÷èñëèòå ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè 2-ìåðíîé ñôåðû S2, âîñïîëüçîâàâøèñü
òðèàíãóëÿöèåé èëè ñòðóêòóðîé ïîëóñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà.

2. Ñèíãóëÿðíûå ãîìîëîãèè

2.1. Îïðåäåëåíèå è ïåðâûå ñâîéñòâà. Ñèíãóëÿðíûì n-ìåðíûì ñèìïëåêñîì (èëè
ïðîñòî n-ñèìïëåêñîì) â ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
σ : ∆n → X. Îïðåäåëèì ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó Cn(X), ïîðîæä¼ííóþ ìíîæåñòâîì
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ñèíãóëÿðíûõ n-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ âX. Ýëåìåíòû ãðóïïû Cn(X), íàçûâàåìûå ñèíãó-
ëÿðíûìè n-ìåðíûìè öåïÿìè, ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ôîðìàëüíûìè ñóììàìè

∑
i kiσi,

ãäå ki ∈ Z è σi : ∆
n → X. Ãðàíè÷íîå îòîáðàæåíèå ∂n : Cn(X) → Cn−1(X) çàäà¼òñÿ

òîé æå ôîðìóëîé, ÷òî è äëÿ ñèìïëèöèàëüíûõ öåïåé:

∂n(σ) =
n∑
i=0

(−1)iσ|[v0,...,v̂i,...,vn],

ãäå σ : [v0, . . . , vn]→ X � ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ.
Ìû ÷àñòî áóäåì ïèñàòü ïðîñòî ∂ âìåñòî ∂n. Òàê æå, êàê è äëÿ ñèìïëèöèàëüíûõ

öåïåé, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∂n∂n+1 = 0, ò.å. ∂2 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îïðåäåëèòü
ãðóïïó ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé Hn(X) = Ker ∂n/ Im ∂n+1.
Èç îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî ãîìåîìîðôíûå ïðîñòðàíñòâà èìåþò îäèíàêîâûå

ãðóïïû ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé Hn, â îòëè÷èå îò ñèòóàöèè ñ ñèìïëèöèàëüíûìè ãî-
ìîëîãèÿìè H∆

n . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ÷èñëî ñèíãóëÿðíûõ n-ìåðíûõ ñèìïëåê-
ñîâ â X îáû÷íî íåñ÷¼òíî, ãðóïïû öåïåé Cn(X) ñòîëü âåëèêè, ÷òî íåïîíÿòíî, ïî÷åìó
äëÿ êîíå÷íîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà X ãðóïïà ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé Hn(X)
äîëæíà áûòü êîíå÷íî ïîðîæäåííîé è íóëåâîé ïðè n > dimX. Ýòè ñâîéñòâà áûëè
òðèâèàëüíû äëÿ ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé.
Ñèíãóëÿðíûå ãîìîëîãèè â äåéñòâèòåëüíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé

ñëó÷àé ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X îïðåäåëèì ïîëíûé ñèíãóëÿðíûé êîìïëåêñ S(X) êàê ïî-
ëóñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, èìåþùèé ïî îäíîìó ñèìïëåêñó äëÿ êàæäîãî ñèíãó-
ëÿðíîãî ñèìïëåêñà σ : ∆n → X. Èç îïðåäåëåíèé ÿñíî, ÷òî H∆

n (S(X)) = Hn(X) äëÿ
âñåõ n. Êîìïëåêñ S(X) çàäà¼ò íà X ñòðóêòóðó ïîëóñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà.
Ýòà êîíñòðóêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ôóíêòîðèàëüíîñòè (ò.å. îòîáðàæåíèå X → Y
èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå S(X) → S(Y ), ïåðåâîäÿùåå ñèìïëåêñû â ñèìïëåêñû), îä-
íàêî êîìïëåêñ S(X) ñëèøêîì âåëèê, ÷òîáû åãî ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü äëÿ ÿâíûõ
âû÷èñëåíèé.
Ïåðåéä¼ì ê îïèñàíèþ ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ
⊔
αXα

êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè, òî Hn(X) =
⊕

αHn(Xα).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îáðàç ñèíãóëÿðíîãî ñèìïëåêñà ëèíåéíî ñâÿçåí, ìû èìå-
åì Cn(X) =

⊕
αCn(Xα). Ãðàíè÷íîå îòîáðàæåíèå ∂n ñîõðàíÿåò ýòî ðàçëîæåíèå, ò.å.

∂nCn(Xα) ⊂ Cn−1(Xα), ïîýòîìó ïîäïðîñòðàíñòâà Ker ∂n è Im ∂n àíàëîãè÷íî ðàñêëà-
äûâàþòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó. Îòñþäà ñëåäóåò ðàçëîæåíèå äëÿ ãîìîëîãèé. □

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñèíãóëÿðíîãî öåï-
íîãî êîìïëåêñà. Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì àóãìåíòàöèè ε : C0(X) → Z ïî ôîðìóëå
ε(
∑

i kiσi) =
∑

i ki. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(2) . . . −→ C2(X)
∂2−→ C1(X)

∂1−→ C0(X)
ε−→ Z −→ 0

Ìû èìååì ε∂1 = 0, òàê êàê äëÿ ëþáîãî 1-ñèìïëåêñà σ : [v0, v1] → X âûïîëíåíî
ε∂1(σ) = ε(σ|[v1] − σ|v0) = 1 − 1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, (2) ÿâëÿåòñÿ öåïíûì êîìïëåê-
ñîì, íàçûâàåìûì àóãìåíòèðîâàííûì ñèíãóëÿðíûì öåïíûì êîìïëåêñîì äëÿ X. Åãî
ãîìîëîãèè íàçûâàþòñÿ ïðèâåä¼ííûìè ãðóïïàìè ãîìîëîãèé è îáîçíà÷àþòñÿ H̃n(X).
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Òàê êàê àóãìåíòàöèÿ ε îáðàùàåòñÿ â íóëü íà Im ∂1, îíà èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå
H0(X)→ Z ñ ÿäðîì H̃0(X). Ñëåäîâàòåëüíî,

H0(X) ∼= H̃0(X)⊕ Z.

Î÷åâèäíî, ÷òî Hn(X) ∼= H̃n(X) ïðè n > 0.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî, òî H0(X) ∼= Z, ò.å.
H̃0(X) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî H̃0(X) = 0, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òîKer ε ⊂
Im ∂1, ñì. (2). Ïóñòü ε(

∑
i kiσi) = 0, ò.å.

∑
i ki = 0. Ñèíãóëÿðíûå 0-ñèìïëåêñû

σi : [v0] → X � ýòî ïðîñòî òî÷êè â X. Äëÿ êàæäîãî σi âûáåðåì ïóòü τi : I → X
èç ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x0 ∈ X â òî÷êó σi(v0). Ïóñòü σ0 � ñèíãóëÿðíûé 0-ñèìïëåêñ
ñ îáðàçîì x0. Êàæäûé ïóòü τi ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèíãóëÿðíûé 1-ñèìïëåêñ
τi : [v0, v1]→ X, ïðè÷¼ì ∂τi = σi − σ0. Ìû èìååì

∂
(∑

i

kiτi
)
=

∑
i

kiσi −
∑
i

kiσ0 =
∑
i

kiσi,

òàê êàê
∑

i ki = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
∑

i kiσi � ãðàíèöà, à çíà÷èò Ker ε ⊂ Im ∂1. □

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ãîìîëîãèè òî÷êè X = pt èìåþò âèä H0(pt) = Z è Hn(pt) = 0
ïðè n > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ X = pt èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ñèíãóëÿðíûé n-ñèìïëåêñ σn
äëÿ ëþáîãî n, ïðè÷¼ì

∂(σn) =
n∑
i=0

(−1)iσn−1 =

{
0, åñëè n íå÷¼òíî èëè n = 0,

σn−1, åñëè n ÷¼òíî è n ̸= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñèíãóëÿðíûé öåïíîé êîìïëåêñ äëÿ X = pt èìååò âèä

. . . −→ Z
∼=−→ Z 0−→ Z

∼=−→ Z 0−→ Z −→ 0,

à åãî ãîìîëîãèè òðèâèàëüíû çà èñêëþ÷åíèåì H0
∼= Z. □

2.2. Ôóíêòîðèàëüíîñòü è ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Çäåñü ìû ïîêà-
æåì, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ïðîñòðàíñòâà èìåþò èçîìîðôíûå ãðóïïû
ãîìîëîãèé. Äëÿ ýòîãî ìû ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî ãîìîëîãèè ÿâëÿþòñÿ ôóíêòîðîì èç
êàòåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ â êàòåãîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï, ò.å. íåïðåðûâ-
íîå îòîáðàæåíèå f : X → Y èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì f∗ : Hn(X)→ Hn(Y ). Çàòåì ìû
äîêàæåì, ÷òî f∗ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè f � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.
Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : X → Y îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì öåïåé f# : Cn(X) → Cn(Y ),

âçÿâ êîìïîçèöèþ ñèíãóëÿðíûõ ñèìïëåêñîâ σ : ∆n → X ñ f , ò.å. f#(σ) = fσ : ∆n → Y ,
ñ ïîñëåäóþùèì ïðîäîëæåíèåì ïî ëèíåéíîñòè. Ïðè ýòîì f#∂ = ∂f#, òàê êàê

f#∂(σ) = f#
(∑

i

(−1)iσ|[v0,...,v̂i,...,vn]
)
=

∑
i

(−1)ifσ|[v0,...,v̂i,...,vn] = ∂f#(σ).
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Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

. . . −−−→ Cn+1(X)
∂−−−→ Cn(X)

∂−−−→ Cn−1(X) −−−→ . . .yf# yf# yf#
. . . −−−→ Cn+1(Y )

∂−−−→ Cn(Y )
∂−−−→ Cn−1(Y ) −−−→ . . .

Ýòà ñèòóàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè àëãåáðàè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè. Ïóñòü C• =
{Cn, ∂} è C ′

• = {C ′
n, ∂} � äâà öåïíûõ êîìïëåêñà. Íàáîð ãîìîìîðôèçìîâ f =

{fn : Cn → C ′
n, n ⩾ 0}, íàçûâàåòñÿ öåïíûì îòîáðàæåíèåì öåïíîãî êîìïëåêñà C•

â öåïíîé êîìïëåêñ C ′
•, åñëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ fn∂ = ∂fn.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Öåïíîå îòîáðàæåíèå f : C• → C ′
• èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçìû

ãðóïï ãîìîëîãèé ýòèõ êîìïëåêñîâ, f∗ : Hn(C•)→ Hn(C
′
•), ïðè÷¼ì

à) (fg)∗ = f∗g∗ äëÿ êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé C•
f−→ C ′

•
g−→ C ′′

• ;
á) (id)∗ = id, ãäå id îáîçíà÷àåò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå f∂ = ∂f âëå÷¼ò, ÷òî f ïåðåâîäèò öèêëû â öèêëû (èç
∂c = 0 ñëåäóåò, ÷òî ∂f(c) = f(∂c) = 0) è ïåðåâîäèò ãðàíèöû â ãðàíèöû (òàê êàê
f(∂b) = ∂f(b)). Ñëåäîâàòåëüíî, f èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì f∗ : Hn(C•) → Hn(C

′
•).

Ñâîéñòâà à) è á) î÷åâèäíû. □

Âîçâðàùàÿñü ê òîïîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå òîïîëî-
ãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ f : X → Y èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçìû èõ ãðóïï ñèíãóëÿðíûõ
ãîìîëîãèé f∗ : Hn(X) → Hn(Y ), óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì à) è á) èç ïðåäëî-
æåíèÿ 2.4. Ýòî ñâîéñòâî è íàçûâàåòñÿ ôóíêòîðèàëüíîñòüþ ãðóïï ãîìîëîãèé.
Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ èíäóöèðóþò îäèíà-

êîâûå ãîìîìîðôèçìû èõ ãðóïï ãîìîëîãèé. Ïóñòü F : X× I → Y � ãîìîòîïèÿ ìåæäó
îòîáðàæåíèÿìè f : X → Y è g : X → Y . Äëÿ ñèíãóëÿðíîãî ñèìïëåêñà σ : ∆n → X ðàñ-

ñìîòðèì êîìïîçèöèþ ∆n× I σ×id−−−→ X× I F−→ Y . Ýòî îòîáðàæåíèå âìåñòå ñ ðàçáèåíèåì
ïðèçìû ∆n× I íà ñèìïëåêñû äàñò ñèíãóëÿðíóþ (n+1)-ìåðíóþ öåïü â Y . Òåì ñàìûì
ìû ïîñòðîèì ãîìîðôèçì P : Cn(X) → Cn+1(Y ), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì
àíàëîãîì ãîìîòîïèè. Åãî ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Äâà öåïíûõ îòîáðàæåíèÿ f : C• → C ′

• è g : C• → C ′
• íàçûâàþòñÿ öåïíî ãîìîòîï-

íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð ãîìîìîðôèçìîâ P = {Pn : Cn → C ′
n+1, n ⩾ 0} (íàçûâà-

åìûé öåïíîé ãîìîòîïèåé ìåæäó f è g), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì

∂P + P∂ = g − f.
Ýòî îïèñûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé äèàãðàììîé

. . . // Cn+1

∂n+1 //

g−f
��

Cn
∂n //

Pn

}} ��

Cn−1
//

Pn−1

}} ��

. . .

. . . // C ′
n+1 ∂n+1

// C ′
n ∂n

// C ′
n−1

// . . .

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ öåïíîé ãîìîòîïèè ïîÿñíÿåòñÿ íèæå â äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 2.6.

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Öåïíî ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ f, g : C• → C ′
• èíäóöèðóþò

îäèí è òîò æå ãîìîìîðôèçì ãîìîëîãèé: f∗ = g∗.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè c ∈ Cn � öèêë, òî g(c) − f(c) = ∂P (c) + P∂(c) = ∂P (c), òàê
êàê ∂c = 0. Òàêèì îáðàçîì g(c)− f(c) � ãðàíèöà, ò.å. g∗[c]− f∗[c] = 0. □

Òåïåðü ìû ñíîâà âåðí¼ìñÿ ê ñèíãóëÿðíûì ãîìîëîãèÿì.

Òåîðåìà 2.6. Ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ f, g : X → Y èíäóöèðóþò
îäèí è òîò æå ãîìîìîðôèçì ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé: f∗ = g∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû ïîñòðîèì öåïíóþ ãîìîòîïèþ P : Cn(X)→
Cn+1(Y ) ìåæäó f# è g#. Íàì ïîíàäîáèòñÿ òðèàíãóëÿöèÿ (ðàçáèåíèå íà ñèìïëåêñû)
ïðèçìû ∆n × I. Ïóñòü v0, . . . , vn � âåðøèíû îñíîâàíèÿ ∆n × {0}, à w0, . . . , wn � âåð-
øèíû îñíîâàíèÿ ∆n×{1}. Íàøà òðèàíãóëÿöèÿ ïðèçìû ∆n×I èìååò n+1 ñèìïëåêñîâ
ðàçìåðíîñòè n+ 1, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò âèä [v0, . . . , vi, wi, . . . , wn], i = 0, . . . , n.
Ìîæíî ïðîâåðèòü (çàäà÷à), ÷òî ýòî � äåéñòâèòåëüíî ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ.
Ñëó÷àè n = 1 è n = 2 ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.

�
�
�
�
�
�
�
�
�

v0 v1

w0 w1

@
@
@

�
�
�
�
�
�

��
��

��
��

��
��

��
��@

@
@

���������

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��

���������

v0

w0

v1

w1

v2

w2

Ðèñ. 3. Òðèàíãóëÿöèÿ ïðèçìû ∆n × I.

Ïóñòü òåïåðü äàíà ãîìîòîïèÿ F : X × I → Y ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè f è g. Îïðå-
äåëèì ïðèçìåííûå îïåðàòîðû P : Cn(X)→ Cn+1(Y ) ïî ôîðìóëå

P (σ) =
∑
i

(−1)iF ◦ (σ × id)|[v0,...,vi,wi,...,wn],

ãäå σ : ∆n → X, à F ◦ (σ× id) � êîìïîçèöèÿ ∆n× I → X × I → Y . Ìû ïîêàæåì, ÷òî
ïðèçìåííûå îïåðàòîðû çàäàþò öåïíóþ ãîìîòîïèþ ìåæäó f# è g#, ò.å. óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèþ

∂P = g# − f# − P∂.
Ãåîìåòðè÷åñêè ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ãðàíèöó ïðèçìû, à òðè
÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâëÿþò âåðõíåå îñíîâàíèå ∆n × {1}, íèæíåå îñíîâàíèå
∆n × {0} è áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü ∂∆n × I ïðèçìû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ
ïðîâåä¼ì âû÷èñëåíèå:

∂P (σ) =
∑
j⩽i

(−1)i(−1)jF ◦ (σ × id)|[v0,...,v̂j ,...,vi,wi,...,wn]+

+
∑
j⩾i

(−1)i(−1)j+1F ◦ (σ × id)|[v0,...,vi,wi,...,ŵj ,...,wn].

×ëåíû ñ i = j â ýòèõ äâóõ ñóììàõ âçàèìíî ñîêðàùàþòñÿ, çà èñêëþ÷åíèåì ÷ëåíîâ

F ◦ (σ× id)|[v̂0,w0,...,wn] = g ◦σ = g#(σ) è −F ◦ (σ× id)|[v0,...,vn,ŵn] = −f ◦σ = −f#(σ).
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×ëåíû ñ i ̸= j � ýòî â òî÷íîñòè −P∂(σ), òàê êàê

P∂(σ) =
∑
i<j

(−1)i(−1)jF ◦ (σ × id)|[v0,...,vi,wi,...,ŵj ,...,wn]+

+
∑
i>j

(−1)i−1(−1)jF ◦ (σ × id)|[v0,...,v̂j ,...,vi,wi,...,wn].

Ìû äîêàçàëè, ÷òî P � ýòî öåïíàÿ ãîìîòîïèÿ ìåæäó f# è g#, à çíà÷èò f∗ = g∗. □

Èç òåîðåìû 2.6 è ñâîéñòâ à), á) èç ïðåäëîæåíèÿ 2.4 íåìåäëåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.7. Åñëè f : X → Y � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, òî èíäóöè-
ðîâàííîå îòîáðàæåíèå ãîìîëîãèé f∗ : Hn(X)→ Hn(Y ) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äëÿ
ëþáîãî n.

Ñëåäñòâèå 2.8. Ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ïðîñòðàíñòâà èìåþò èçîìîðôíûå
ãðóïïû ãîìîëîãèé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè X ñòÿãèâàåìî, òî H̃n(X) = 0 äëÿ ëþáîãî n.

2.3. Äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîëîãèé. Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï

. . . −→ An+1
fn+1−→ An

fn−→ An−1
fn−1−→ . . .

íàçûâàåòñÿ òî÷íîé, åñëè Ker fn = Im fn+1 äëÿ ëþáîãî n. Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ÿâëÿåòñÿ öåïíûì êîìïëåêñîì ñ òðèâèàëüíûìè ãðóïïàìè ãîìîëîãèé.
Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

0 −→ A
f−→ B

g−→ C −→ 0

íàçûâàåòñÿ êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Â íåé ãîìîìîðôèçì f èíúåê-
òèâåí, g ñþðúåêòèâåí è C ∼= B/ Im f .
Êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà âèäà

0

��

0

��

0

��
. . . // An+1

∂ //

i
��

An
∂ //

i
��

An−1
//

i
��

. . .

. . . // Bn+1
∂ //

j

��

Bn
∂ //

j

��

Bn−1
//

j

��

. . .

. . . // Cn+1
∂ //

��

Cn
∂ //

��

Cn−1
//

��

. . .

0 0 0

â êîòîðîé ñòðîêè ÿâëÿþòñÿ öåïíûìè êîìïëåêñàìè, à ñòîëáöû � êîðîòêèìè òî÷íûìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ãðóïï, íàçûâàåòñÿ êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

öåïíûõ êîìïëåêñîâ. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå 0→ A•
i−→ B•

j−→ C• → 0.
Òàê êàê îòîáðàæåíèÿ i è j â êîðîòêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ öåïíûìè, îíè

èíäóöèðóþò ãîìîìîðôèçìû ãðóïï ãîìîëîãèé Hn(A•)
i−→ Hn(B•)

j−→ Hn(C•).
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Äàëåå ìû îïèøåì åù¼ îäèí ãîìîìîðôèçì ∂ : Hn(C•) → Hn−1(A•), íàçûâàåìûé
ãðàíè÷íûì ãîìîìîðôèçìîì. Ðàññìîòðèì êëàññ ãîìîëîãèé [c] ∈ Hn(C•), ïðåäñòàâëåí-
íûé öèêëîì c ∈ Cn. Òàê êàê j � ýïèìîðôèçì, c = j(b) äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ Bn. Òîãäà
j(∂b) = ∂j(b) = ∂c = 0, ò.å. ∂b ∈ Ker j = Im i. Ñëåäîâàòåëüíî, ∂b = i(a) äëÿ íåêîòîðî-
ãî a ∈ An−1. Ïðè ýòîì ∂a = 0, òàê êàê i(∂a) = ∂i(a) = ∂∂b = 0, à i � ìîíîìîðôèçì.
Òåïåðü îïðåäåëèì ∂[c] = [a]. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå
∂ : Hn(C•)→ Hn−1(A•) îïðåäåëåíî êîððåêòíî (ò.å. íå çàâèñèò îò ïðîèçâîëà â âûáîðå
c, b è a) è ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Ýòè ïðîâåðêè ìû îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå çàäà÷è.
Âîò îäíà èç ïåðâûõ òåîðåì ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû.

Òåîðåìà 2.9. Êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåïíûõ êîìïëåêñîâ

0 −→ A•
i−→ B•

j−→ C• −→ 0

èíäóöèðóåò ¾äëèííóþ¿ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï ãîìîëîãèé:

. . . −→ Hn(A•)
i∗−→ Hn(B•)

j∗−→ Hn(C•)
∂−→ Hn−1(A•)

i∗−→ Hn−1(B•) −→ . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå íàçûâàþòñÿ ¾äèà-
ãðàììíûì ïîèñêîì¿. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü 6 âêëþ÷åíèé.

Im i∗ ⊂ Ker j∗. Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî ji = 0 âëå÷¼ò j∗i∗ = 0.
Im j∗ ⊂ Ker ∂. Åñëè [c] ∈ Im j∗, òî c = j(b), ãäå ∂b = 0. Òàê êàê ïðè îïðåäåëåíèè

ãðàíè÷íîãî ãîìîìîðôèçìà ìû ïîëàãàåì i(a) = ∂b, ïîëó÷àåì a = 0, ò.å. ∂[c] = [a] = 0.
Im ∂ ⊂ Ker i∗. Ïóñòü [a] = ∂[c]. Òîãäà i(a) = ∂b, à çíà÷èò i∗[a] = [∂b] = 0.
Ker j∗ ⊂ Im i∗. Ïóñòü j∗[b] = 0. Òîãäà j(b) = ∂c′ äëÿ íåêîòîðîãî c′ ∈ Cn+1, Òàê

êàê j � ýïèìîðôèçì, c′ = j(b′) äëÿ íåêîòîðîãî b′ ∈ Bn+1. Ïðè ýòîì j(b − ∂b′) =
j(b) − ∂j(b′) = j(b) − ∂c′ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, b − ∂b′ = i(a) äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ An.
Ýëåìåíò a ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, òàê êàê i(∂a) = ∂i(a) = ∂(b − ∂b′) = ∂b = 0, à i �
ìîíîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî, i∗[a] = [b− ∂b′] = [b], ò.å. [b] ∈ Im i∗.

Ker ∂ ⊂ Im j∗. Ïóñòü ∂[c] = 0. Â îáîçíà÷åíèÿõ èç îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íîãî ãî-
ìîìîðôèçìà ∂ ìû èìååì ∂[c] = [a], ò.å. â íàøåé ñèòóàöèè a = ∂a′ äëÿ íåêîòî-
ðîãî a′ ∈ An. Äàëåå, i(a) = ∂b. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò b − i(a′). Ýòî � öèêë, ò.ê.
∂(b − i(a′)) = ∂b − i∂(a′) = ∂b − i(a) = 0. Êðîìå òîãî, j(b − i(a′)) = j(b) = c, à
çíà÷èò j∗[b− i(a′)] = [c].

Ker i∗ ⊂ Im ∂. Ïóñòü i∗[a] = 0. Òîãäà i(a) = ∂b äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ Bn. Ýëåìåíò
j(b) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, òàê êàê ∂j(b) = j(∂b) = ji(a) = 0. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
ãðàíè÷íîãî ãîìîìîðôèçìà ìû èìååì ∂[j(b)] = [a]. □

2.4. Îòíîñèòåëüíûå ãðóïïû ãîìîëîãèé è òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðû.

Òåïåðü ìû ïðèìåíèì àëãåáðàè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà â òîïîëîãè-
÷åñêîé ñèòóàöèè.
Ïóñòü A ⊂ X � ïîäïðîñòðàíñòâî, ò. å. (X,A) � òîïîëîãè÷åñêàÿ ïàðà. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Cn(X,A) ôàêòîðãðóïïó Cn(X)/Cn(A). Òàê êàê ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì
∂ : Cn(X) → Cn−1(X) ïåðåâîäèò Cn(A) â Cn−1(A), îí èíäóöèðóåò ãðàíè÷íûé ãîìî-
ìîðôèçì ∂ : Cn(X,A)→ Cn−1(X,A). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì öåïíîé êîìïëåêñ

. . . −→ Cn+1(X,A)
∂−→ Cn(X,A)

∂−→ Cn−1(X,A) −→ . . .

(ñîîòíîøåíèå ∂2 = 0 âûïîëíåíî, òàê êàê îíî âûïîëíÿëîñü äî ïåðåõîäà ê ôàêòîðãðóï-
ïàì). Åãî ãîìîëîãèè Hn(X,A) íàçûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíûìè ãðóïïàìè ãîìîëîãèé
ïàðû (X,A). Òàêèì îáðàçîì
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à) ýëåìåíòû èç Hn(X,A) ïðåäñòàâëåíû îòíîñèòåëüíûìè öèêëàìè, ò. å. òàêèìè
öåïÿìè a ∈ Cn(X), ÷òî ∂a ∈ Cn−1(A);

á) îòíîñèòåëüíûé öèêë a ïðåäñòàâëÿåò 0 â Hn(X,A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îí ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ãðàíèöåé, ò. å. a = ∂b + c äëÿ íåêîòîðûõ b ∈
Cn+1(X) è c ∈ Cn(A).

Ìû èìååì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåïíûõ êîìïëåêñîâ

0 −→ C•(A)
i−→ C•(X)

j−→ C•(X,A) −→ 0

Èç òåîðåìû 2.9 âûòåêàåò

Òåîðåìà 2.10. Äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ (X,A) èìååò ìåñòî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ãðóïï ãîìîëîãèé

. . . −→ Hn(A)
i∗−→ Hn(X)

j∗−→ Hn(X,A)
∂−→ Hn−1(A)

i∗−→ Hn−1(X) −→ . . .

Èç àëãåáðàè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íîãî ãîìîìîðôèçìà â äëèííîé òî÷íîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóïï ãîìîëîãèé íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå îïèñàíèå
ãðàíè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ∂ : Hn(X,A) → Hn−1(A). Åñëè êëàññ [a] ∈ Hn(X,A) ïðåä-
ñòàâëåí îòíîñèòåëüíûì öèêëîì a, òî ∂[a] � êëàññ öèêëà ∂a â Hn−1(A).
Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèõ ïàð (X,A) îòíîñèòåëüíàÿ ãðóïïà

ãîìîëîãèéHn(X,A) â òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûøå ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà ¾àá-

ñîëþòíóþ¿ ãðóïïó H̃n(X/A). Ïîëó÷àåìàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äàñò íàì ïåð-
âûé ýôôåêòèâíûé èíñòðóìåíò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâ.

2.5. Òåîðåìà âûðåçàíèÿ è å¼ ñëåäñòâèÿ. Ñâîéñòâî âûðåçàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç êëþ÷åâûõ ñâîéñòâ ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé, íàðÿäó ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíî-
ñòüþ è òî÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ïàð. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû âûðå-
çàíèÿ â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå ìû äîêàæåì èçîìîðôèçì Hn(X,A) ∼= H̃n(X/A) äëÿ
¾õîðîøèõ¿ ïàð. Âîò êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû âûðåçàíèÿ.

Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü äàíû ïðîñòðàíñòâà Z ⊂ A ⊂ X, ïðè÷¼ì çàìûêàíèå ïðî-
ñòðàíñòâà Z ñîäåðæèòñÿ âî âíóòðåííîñòè ïðîñòðàíñòâà A. Òîãäà âêëþ÷åíèå
(X \ Z,A \ Z) ↪→ (X,A) èíäóöèðóåò èçîìîðôèçìû

Hn(X \ Z,A \ Z)
∼=−→ Hn(X,A), n ⩾ 0.

Èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû âûðåçàíèÿ, êîòîðàÿ
òàêæå áóäåò ïîëåçíà äëÿ ïðèëîæåíèé.

Òåîðåìà 2.12. Ïóñòü äàíû ïîäïðîñòðàíñòâà A,B ⊂ X, âíóòðåííîñòè êîòîðûõ
ïîêðûâàþò X. Òîãäà âêëþ÷åíèå (B,A ∩B) ↪→ (X,A) èíäóöèðóåò èçîìîðôèçìû

Hn(B,A ∩B)
∼=−→ Hn(X,A), n ⩾ 0.

×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî äâå ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû âûðåçàíèÿ ýêâèâàëåíòíû, ïîëî-
æèì B = X \Z è Z = X \B. Òîãäà A∩B = A \Z, à óñëîâèå Z ⊂ intA ýêâèâàëåíòíî
óñëîâèþ X = intA ∪ intB, òàê êàê X \ intB = Z.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûðåçàíèÿ áóäåò äàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå, à ïîêà

ìû ïîëó÷èì ðÿä å¼ âàæíûõ ñëåäñòâèé.
Äëÿ ïàðû (X,A) ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî X ∪CA, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç X ïðè-

ñîåäèíåíèåì êîíóñà CA íàä A (ò.å. êîíóñ îòîáðàæåíèÿ âëîæåíèÿ A ↪→ X).
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Ïðåäëîæåíèå 2.13. Èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû

H̃n(X ∪ CA) ∼= Hn(X,A), n ⩾ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì

H̃n(X ∪ CA) ∼= Hn(X ∪ CA,CA) ∼= Hn(X ∪ CA \ {v}, CA \ {v}) ∼= Hn(X,A),

ãäå ïåðâûé èçîìîðôèçì âûòåêàåò èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû (òàê êàê êîíóñ
CA ñòÿãèâàåì), âòîðîé èçîìîðôèçì ñëåäóåò èç òåîðåìû âûðåçàíèÿ (òåîðåìà 2.11;
çäåñü v � âåðøèíà êîíóñà), à òðåòèé èçîìîðôèçì ïðîèñõîäèò èç äåôîðìàöèîííîé

ðåòðàêöèè CA \ {v} ≃−→ A. □

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå âëîæåíèÿ A ↪→ X íàçûâàåòñÿ êîðàññëîåíèåì, åñëè îíî
óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè (ñì. [Toï1, �4.2]). Ïðèìåðàìè ÿâëÿ-
þòñÿ âëîæåíèÿ êëåòî÷íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà (êëåòî÷íûå
ïàðû (X,A)), à òàêæå ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äåôîðìàöèîííûìè
ðåòðàêòàìè ñâîèõ îêðåñòíîñòåé â X.

Ïðåäëîæåíèå 2.14. Åñëè âëîæåíèå A ↪→ X ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì, òî ôàêòîð-
îòîáðàæåíèå q : (X,A)→ (X/A,A/A) = (X/A, pt) èíäóöèðóåò èçîìîðôèçìû

q∗ : Hn(X,A)→ Hn(X/A, pt) = H̃n(X/A), n ⩾ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A ↪→ X ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì, òî ôàêòîðîòîáðàæåíèå X ∪
CA→ (X ∪ CA)/CA = X/A ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ (ñì. [Toï1,
ïðåäëîæåíèå 4.9]), òàê ÷òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.13. □

Ïðåäëîæåíèå 2.15. Äëÿ ñôåðû Sn, n ⩾ 0, èìååì

H̃i(S
n) ∼=

{
Z ïðè i = n,

0 ïðè i ̸= n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n > 0 ðàññìîòðèì ïàðó (X,A) = (Dn, Sn−1); òîãäà X/A = Sn.
Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ ïðèâåä¼ííûõ ãîìîëîãèé èìååò âèä:

H̃i(D
n) → Hi(D

n, Sn−1) → H̃i−1(S
n−1) → H̃i−1(D

n)
∥ ∥ ∥
0 H̃i(S

n) 0

Èç òî÷íîñòè ñëåäóåò, ÷òî H̃i(S
n) ∼= H̃i−1(S

n−1). Ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ìû ñâîäèì
óòâåðæäåíèå ê ñëó÷àþ i = 0 ëèáî n = 0, òîãäà S0 � äâå òî÷êè è ðåçóëüòàò ñëåäóåò
èç ïðåäëîæåíèé 2.2 è 2.3. □

Îáîáùåíèåì ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.16 (èçîìîðôèçì íàäñòðîéêè). Äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà X èìåþò ìå-
ñòî èçîìîðôèçìû

H̃i(ΣX) ∼= H̃i−1(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî âûòåêàåò èç òî÷íîé ãîìîëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû
(CX,X), ãäå CX ñòÿãèâàåìî, X ↪→ CX ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì äëÿ ëþáîãî X è
CX/X = ΣX. □



18

Òåîðåìà 2.17. Ïóñòü (Xα, xα) � íàáîð ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè,
äëÿ êîòîðûõ âëîæåíèÿ xα ↪→ Xα ÿâëÿþòñÿ êîðàññëîåíèÿìè. Òîãäà èìåþò ìåñòî
èçîìîðôèçìû

H̃n

(∨
α

Xα

)
∼=

⊕
α

H̃n(Xα), n ⩾ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî âûòåêàåò èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû (
⊔
αXα,

⊔
α{xα})

è îïðåäåëåíèÿ áóêåòà
∨
αXα =

⊔
αXα/

⊔
α{xα}. □

Ïðè ïîìîùè ãîìîëîãèé ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.18 (¾èíâàðèàíòíîñòü ðàçìåðíîñòè¿). Åñëè íåïóñòûå îòêðûòûå ìíîæå-
ñòâà U ⊂ Rm è V ⊂ Rn ãîìåîìîðôíû, òî m = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U ìû èìååì

Hi(U,U \ {x}) ∼= Hi(Rm,Rm \ {x}) ∼= H̃i−1(Rm \ {x}) ∼= H̃i−1(S
m−1) ∼=

{
Z ïðè i = m,

0 ïðè i ̸= m,

ãäå ïåðâûé èçîìîðôèçì ñëåäóåò èç òåîðåìû âûðåçàíèÿ, âòîðîé � èç òî÷íîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû (Rm,Rm \ {x}), à òðåòèé � èç äåôîðìàöèîííîé ðåòðàêöèè
Rm \ {x} → Sm−1. Àíàëîãè÷íî,

Hi(V, V \ {y}) ∼=

{
Z ïðè i = n,

0 ïðè i ̸= n.

Òàê êàê ãîìåîìîðôèçì h : U → V èíäóöèðóåò èçîìîðôèçìû Hi(U,U \ {x})
∼=−→

Hi(V, V \ {h(x)}) äëÿ âñåõ i, äîëæíî áûòü m = n. □

2.6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûðåçàíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò îñíîâàíî íà
êëþ÷åâîé ëåììå, ïîçâîëÿþùåé âû÷èñëÿòü ãðóïïû ãîìîëîãèé, èñïîëüçóÿ ëèøü ¾ìà-
ëûå¿ ñèíãóëÿðíûå ñèìïëåêñû. Ìàëîñòü ìû áóäåì îïðåäåëÿòü â òåðìèíàõ ïîêðûòèé,
à îñíîâíûì êîìáèíàòîðíûì èíñòðóìåíòîì áóäåò áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå.
Ïóñòü U = {Uj} � íàáîð ïîäïðîñòðàíñòâ â X, âíóòðåííîñòè êîòîðûõ îáðàçóþò îò-

êðûòîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâàX. Îïðåäåëèì ïîäãðóïïó CU
n (X) â Cn(X), ñîñòîÿùóþ

èç òàêèõ öåïåé
∑

i niσi, ÷òî îáðàç êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ σi : ∆
n → X ñîäåðæèòñÿ â

íåêîòîðîì ìíîæåñòâå èç ïîêðûòèÿ U . Ãðàíè÷íîå îòîáðàæåíèå ∂ : Cn(X)→ Cn−1(X)
ïåðåâîäèò CU

n (X) â CU
n−1(X), ïîýòîìó ãðóïïû CU

n (X) îáðàçóþò öåïíîé êîìïëåêñ. Îáî-
çíà÷èì åãî ãðóïïû ãîìîëîãèé ÷åðåç HU

n (X).

Ëåììà 2.19. Âêëþ÷åíèå ι : CU
n (X) → Cn(X) ÿâëÿåòñÿ öåïíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ýê-

âèâàëåíòíîñòüþ, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîå öåïíîå îòîáðàæåíèå ρ : Cn(X)→ CU
n (X),

÷òî ιρ è ρι öåïíî ãîìîòîïíû òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, ι
èíäóöèðóåò èçîìîðôèçìû HU

n (X) ∼= Hn(X), n ⩾ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî áàðèöåíòðîì (èëè öåíòðîì òÿæåñòè) ñèìïëåêñà
[v0, . . . , vn] â ïðîñòðàíñòâå RN íàçûâàåòñÿ òî÷êà b = 1

n+1
(v0 + . . . + vn). Áàðèöåí-

òðè÷åñêèì ïîäðàçáèåíèåì ñèìïëåêñà [v0, . . . , vn] íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûé êîì-
ïëåêñ, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ áàðèöåíòðû âñåõ ãðàíåé ñèìïëåêñà [v0, . . . , vn]
(âêëþ÷àÿ ñàì ñèìïëåêñ); ïðè ýòîì íàáîð áàðèöåíòðîâ ãðàíåé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
âåðøèí ñèìïëåêñà â áàðèöåíòðè÷åñêîì ïîäðàçáèåíèè òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ãðàíè
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îáðàçóþò öåïî÷êó âëîæåííûõ äðóã â äðóãà. Ïî-äðóãîìó áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàç-
áèåíèå ñèìïëåêñà ìîæíî îïðåäåëèòü èíäóêòèâíî: áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçáèåíèå
0-ìåðíîãî ñèìïëåêñà (òî÷êè) åñòü ñàìà ýòà òî÷êà, à ïðè k > 0 áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîä-
ðàçáèåíèå k-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ïîëó÷àåòñÿ âçÿòèåì êîíóñîâ íàä áàðèöåíòðè÷åñêèìè
ïîäðàçáèåíèÿìè âñåõ åãî ãðàíåé. Àíàëîãè÷íî, èíäóêòèâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ
áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçáèåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà.
Áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçáèåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèì âàæíûì ñâîéñòâîì: åñëè

äèàìåòð ñèìïëåêñà [v0, . . . , vn] (ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî òî÷êàìè) ðà-
âåí d, òî äèàìåòðû ñèìïëåêñîâ åãî áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçáèåíèÿ íå ïðåâîñõîäÿò
n
n+1

d (çàäà÷à). Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿÿ áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçáèå-
íèå, ìîæíî ïîëó÷àòü ñêîëü óãîäíî ìåëêèå òðèàíãóëÿöèè.
Äàëåå ìû ïîñòðîèì îïåðàòîð ïîäðàçáèåíèÿ S : Cn(X) → Cn(X) è ïðîâåðèì, ÷òî

îí öåïíî ãîìîòîïåí òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ.
Ïóñòü σ : [v0, . . . , vn] → X � ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà òî÷åê

w0, . . . , wk ∈ [v0, . . . , vn] îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ σ çàäà¼ò ñèíãóëÿðíûé k-ñèìïëåêñ
[w0, . . . , wk]→ X. Îïðåäåëèì íà òàêèõ ñèìïëåêñàõ îïåðàòîð bσ ïî ôîðìóëå

bσ[w0, . . . , wk] = [b, w0, . . . , wk],

ãäå b � áàðèöåíòð ñèìïëåêñà [v0, . . . , vn]. Ïî îïðåäåëåíèþ ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà ∂
ìû èìååì ñîîòíîøåíèå

∂bσ[w0, . . . , wk] = [w0, . . . , wk]− bσ∂[w0, . . . , wk],

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂bσ + bσ∂ = id .

Òåïåðü îïðåäåëèì îïåðàòîð ïîäðàçáèåíèÿ S : Cn(X)→ Cn(X), äëÿ n = 0 ïîëîæèâ
S = id: C0(X)→ C0(X), à äëÿ n > 0 ïðè ïîìîùè èíäóêòèâíîé ôîðìóëû

(3) Sσ = bσS∂σ.

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòà ôîðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî S ïåðåâîäèò ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ
σ : [v0, . . . , vn] → X â ñèíãóëÿðíóþ öåïü, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ñóììó îãðàíè÷å-
íèé σ íà ñèìïëåêñû áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçáèåíèÿ ñèìïëåêñà [v0, . . . , vn], âçÿòûå
ñ íåêîòîðûìè çíàêàìè.
Îïåðàòîð S : Cn(X)→ Cn(X) ÿâëÿåòñÿ öåïíûì îòîáðàæåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè

n = 0 ìû èìååì S = id è ∂ = 0, ò. å. ∂S = S∂ = 0, à ïðè n > 0

∂Sσ = ∂(bσS∂σ) = (id−bσ∂)S∂σ = S∂σ − bσ∂S∂σ = S∂σ − bσS∂∂σ = S∂σ,

ãäå â ïðåäïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè (ñî-
îòíîøåíèå ∂S = S∂ èìååò ìåñòî äëÿ ñèíãóëÿðíîé (n− 1)-ìåðíîé öåïè ∂σ).
Òåïåðü îïðåäåëèì îïåðàòîð öåïíîé ãîìîòîïèè T : Cn(X) → Cn+1(X) ìåæäó S è

òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì. Äëÿ n = 0 ïîëîæèì Tσ = bσσ (ýòî � ñèíãóëÿðíûé
1-ìåðíûé ñèìïëåêñ, ïåðåâîäÿùèé îáå âåðøèíû â òî÷êó σ[v0]). Äëÿ n > 0 îïðåäåëèì
T ïðè ïîìîùè èíäóêòèâíîé ôîðìóëû

Tσ = bσ(σ − T∂σ).

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîé ôîðìóëû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Îïðåäåëèì
èíäóêòèâíî ïîäðàçáèåíèå ïðèçìû ∆n × I, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ñîåäèíåíèÿ âñåõ
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Ðèñ. 4. Òðèàíãóëÿöèÿ ïðèçìû ∆n × I.

ñèìïëåêñîâ â ∆× {0} ∪ ∂∆n × I ñ áàðèöåíòðîì ñèìïëåêñà ∆× {1}, ñì. ðèñ. 4. Òîãäà
ñèíãóëÿðíàÿ (n+ 1)-ìåðíàÿ öåïü Tσ åñòü ñóììà îãðàíè÷åíèé êîìïîçèöèè

∆n × I pr−→ ∆n = [v0, . . . , vn]
σ−→ X

íà ñèìïëåêñû ïîäðàçáèåíèÿ ïðèçìû, âçÿòûå ñ íåêîòîðûìè çíàêàìè.
Ôîðìóëà öåïíîé ãîìîòîïèè ∂T + T∂ = id−S âûïîëíåíà íà C0(X), ãäå S = id,

∂ = 0 è ∂T = 0. Äëÿ ñèíãóëÿðíîãî n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà σ, n > 0, ìû èìååì

∂Tσ = ∂(bσ(σ − T∂σ)) = (id−bσ∂)(σ − T∂σ) = σ − T∂σ − bσ(id−∂T )∂σ =

= σ − T∂σ − bσ(T∂ + S)∂σ = σ − T∂σ − bσS∂σ = (id−T∂ − S)σ.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè (ñîîòíîøåíèå id−∂T = T∂+S
èìååò ìåñòî äëÿ ñèíãóëÿðíîé (n− 1)-ìåðíîé öåïè ∂σ) è ôîðìóëîé (3).
Ðàññìîòðèì îïåðàòîð m-êðàòíîãî áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçáèåíèÿ Sm : Cn(X)→

Cn(X). Òîãäà îïåðàòîð Dm =
∑

0⩽i<m TS
i çàäà¼ò öåïíóþ ãîìîòîïèþ ìåæäó id è Sm:

∂Dm +Dm∂ =
∑

0⩽i<m

(∂TSi + TSi∂) =
∑

0⩽i<m

(∂TSi + T∂Si) =
∑

0⩽i<m

(∂T + T∂)Si =

=
∑

0⩽i<m

(id−S)Si =
∑

0⩽i<m

(Si − Si+1) = id−Sm.

Äëÿ êàæäîãî ñèíãóëÿðíîãî ñèìïëåêñà σ : ∆n → X è äîñòàòî÷íî áîëüøîãî m ñèí-
ãóëÿðíàÿ öåïü Smσ áóäåò ëåæàòü â CU

n (X), òàê êàê äèàìåòðû ñèìïëåêñîâ â Sm(∆n)
ïðè áîëüøèõ m áóäóò ìåíüøå ÷èñëà Ëåáåãà ïîêðûòèÿ ñèìïëåêñà ∆n îòêðûòûìè
ìíîæåñòâàìè σ−1(intUj). (×èñëî Ëåáåãà îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ êîìïàêòíîãî ìåòðè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà � ýòî òàêîå ÷èñëî ε > 0, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî äèàìåòðà
ìåíüøå ε ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ïîêðûòèÿ.) Åñëè áû ìîæíî áûëî âû-
áðàòü îäíî ÷èñëî m äëÿ âñåõ ñèíãóëÿðíûõ ñèìïëåêñîâ σ, òî ìû ìîãëè áû ïîëîæèòü
ρ = Sm : Cn(X) → CU

n (X), è òîãäà ñîîòíîøåíèå ∂Dm + Dm∂ = id−Sm îçíà÷àëî áû,
÷òî Dm ÿâëÿåòñÿ öåïíîé ãîìîòîïèåé ìåæäó ιρ è id (à òàêæå ìåæäó ρι è id).



21

Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, ìû íå ìîæåì âûáðàòü îäíîm äëÿ âñåõ σ. Ïîýòîìó îïðåäåëèì
m(σ) êàê íàèìåíüøåå m, äëÿ êîòîðîãî Smσ ∈ CU

n (X). Îïðåäåëèì òåïåðü îïåðàòîð

D : Cn(X)→ Cn+1(X), Dσ = Dm(σ)σ.

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ öåïíîé ãîìîòîïèåé ìåæäó id è ιρ äëÿ íåêîòîðîãî
öåïíîãî îòîáðàæåíèÿ ρ : Cn(X)→ CU

n (X). Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå

∂Dm(σ)σ +Dm(σ)∂σ = σ − Sm(σ)σ.

Ìû èìååì ∂Dm(σ)σ = ∂Dσ, íî Dm(σ)∂σ ̸= D∂σ. Ïðèáàâèâ D∂σ ê îáåèì ÷àñòÿì
ñîîòíîøåíèÿ âûøå, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì

∂Dσ +D∂σ = σ −
(
Sm(σ)σ +Dm(σ)∂σ −D∂σ

)
.

Òåïåðü ïîëîæèì

ρ(σ) = Sm(σ)σ +Dm(σ)∂σ −D∂σ.
Ñìûñë ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ρ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ñíà÷àëà áàðèöåíòðè÷åñêè
ïîäðàçáèâàåì êàæäûé ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ ìèíèìàëüíîå òðåáóåìîå ÷èñëî ðàç, à
çàòåì ïîäïðàâëÿåì íà ãðàíèöå òàê, ÷òîáû ðåçóëüòàò áûë öåïíûì îòîáðàæåíèåì. Òî-
ãäà ïðåäïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðèíèìàåò âèä

(4) ∂Dσ +D∂σ = σ − ρ(σ)
Ïðè ýòîì ρ ÿâëÿåòñÿ öåïíûì îòîáðàæåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû (4), ïðè-
ìåí¼ííîé ê σ è ∂σ, ñëåäóåò, ÷òî ∂ρ(σ) = ∂σ − ∂D∂σ = ρ(∂σ).
Ïîêàæåì, ÷òî ρ(σ) ∈ CU

n (X). Ýòî î÷åâèäíî äëÿ ÷ëåíà Sm(σ)σ. Äëÿ îñòàëüíîé ÷àñòè
Dm(σ)∂σ−D∂σ çàìåòèì, ÷òî åñëè σj îáîçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå σ íà j-þ ãðàíü ñèìïëåêñà
∆n, òîm(σj) ⩽ m(σ), ïîýòîìó êàæäûé ÷ëåí TSi(σj) âD∂σ áóäåò âõîäèòü è âDm(σ)∂σ.
Òàêèì îáðàçîì, Dm(σ)∂σ −D∂σ � ñóììà ÷ëåíîâ TSi(σj), ãäå i ⩾ m(σj), à âñå òàêèå
÷ëåíû ëåæàò â CU

n (X) (çàìåòèì, ÷òî T ïåðåâîäèò CU
n−1(X) â CU

n (X)).
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ρ êàê öåïíîå îòîáðàæåíèå ρ : Cn(X) →

CU
n (X). Òîãäà ñîîòíîøåíèå (4) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå ∂D+D∂ = id−ιρ, ãäå ι : CU

n (X) ↪→
Cn(X) � âêëþ÷åíèå. Êðîìå òîãî, ρι = id, òàê êàê D òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ íà
CU
n (X), ïîñêîëüêó m(σ) = 0 äëÿ σ ∈ CU

n (X). Èòàê, îòîáðàæåíèå ρ öåïíî ãîìîòîïè÷å-
ñêè îáðàòíî ê ι. □

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó âûðåçàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.12. Íàì äàíû ïîäïðîñòðàíñòâà A,B ⊂ X, âíóòðåííîñòè
êîòîðûõ ïîêðûâàþò X. Äëÿ ïîêðûòèÿ U = {A,B} áóäåì îáîçíà÷àòü ãðóïïû CU

n (X)
÷åðåç Cn(A + B), ÷òî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî îíè ñîñòîÿò èç ñóìì öåïåé â A è öåïåé
â B.
Â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.19 ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëû ∂D + D∂ = id−ιρ

è ρι = id. Âñå îòîáðàæåíèÿ â ýòèõ ôîðìóëàõ ïåðåâîäÿò Cn(A) â Cn(A), ïîýòîìó
âêëþ÷åíèå

Cn(A+B)/Cn(A) ↪→ Cn(X)/Cn(A)

èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ãîìîëîãèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòîáðàæåíèå

Cn(B)/Cn(A ∩B)→ Cn(A+B)/Cn(A),

èíäóöèðîâàííîå âêëþ÷åíèåì, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, òàê êàê îáå ôàêòîðãðóïïû
âûøå ñâîáîäíûå è èõ áàçèñîì ñëóæàò ñèíãóëÿðíûå n-ñèìïëåêñû â B, íå ëåæàùèå
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â A. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìûé èçîìîðôèçì Hn(B,A∩B) ∼= Hn(X,A),
èíäóöèðîâàííûé âêëþ÷åíèåì. □

2.7. Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà�Âèåòîðèñà.

Òåîðåìà 2.20. Ïóñòü äàíû ïîäïðîñòðàíñòâà A,B ⊂ X, âíóòðåííîñòè êîòîðûõ
ïîêðûâàþò X. Òîãäà èìååò ìåñòî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï ãîìîëîãèé

. . .→ Hn(A∩B)
φ∗−→ Hn(A)⊕Hn(B)

ψ∗−→ Hn(X)
∂−→ Hn−1(A∩B)→ . . .→ H0(X)→ 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.12, ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó
Cn(A + B) ⊂ Cn(X), ñîñòîÿùóþ èç öåïåé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè öåïåé â A
è öåïåé â B. Ìû èìååì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåïíûõ êîìïëåêñîâ, îáðàçîâàí-
íóþ êîðîòêèìè òî÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

0 −→ Cn(A ∩B)
φ−→ Cn(A)⊕ Cn(B)

ψ−→ Cn(A+B) −→ 0,

ãäå φ(x) = (x,−x) è ψ(x, y) = x + y. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ãîìîëîãèé è åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà�Âèåòîðèñà, òàê êàê âêëþ-
÷åíèå Cn(A + B) ↪→ Cn(X) èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ãðóïï ãîìîëîãèé ñîãëàñíî ëåì-
ìå 2.19. □

Ãðàíè÷íîå îòîáðàæåíèå ∂ : Hn(X)→ Hn−1(A∩B) ëåãêî îïèñàòü ÿâíî. Ïóñòü êëàññ
α ∈ Hn(X) ïðåäñòàâëåí öèêëîì a. Ñ ïîìîùüþ áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçáèåíèÿ öèêë
a ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû îí áûë ñóììîé x+ y öåïåé â A è B ñîîòâåòñòâåííî. Ìû
èìååì ∂a = ∂x + ∂y = 0. Òîãäà ýëåìåíò ∂α ∈ Hn−1(A ∩ B) ïðåäñòàâëåí öèêëîì
∂x = −∂y.
Èìååòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà�Âèåòîðèñà,

äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé îñòà¼òñÿ â êà÷åñòâå çàäà÷è.

Òåîðåìà 2.21. Ïóñòü äàíà ïàðà ïðîñòðàíñòâ (X, Y ) = (A ∪ B,C ∪D), ãäå C ⊂ A,
D ⊂ B, âíóòðåííîñòè A è B ïîêðûâàþò X, à âíóòðåííîñòè C è D ïîêðûâàþò Y .
Òîãäà èìååò ìåñòî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï ãîìîëîãèé

. . .→ Hn(A ∩B,C ∩D)
φ∗−→ Hn(A,C)⊕Hn(B,D)

ψ∗−→ Hn(X, Y )
∂−→ . . .

2.8. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñèìïëèöèàëüíûõ è ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé. Ïóñòü
íà X çàäàíà ñòðóêòóðà ïîëóñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà, ò. å. çàäàíû îòîáðàæåíèÿ
σα : ∆

n → X, óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîéñòâàì à)�â), ñì. ïàðàãðàô 1.2. Ìû îïðåäåëèëè
êîìïëåêñ ñèìïëèöèàëüíûõ öåïåé {∆n(X), ∂} è ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè H∆

n (X).
Îïðåäåëèì òàêæå ãðóïïû îòíîñèòåëüíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé H∆

n (X,A).
Ïóñòü A ⊂ X � ïîëóñèìïëèöèàëüíûé ïîäêîìïëåêñ, ò. å. ïîëóñèìïëèöèàëüíûé êîì-
ïëåêñ, îáðàçîâàííûé îáúåäèíåíèåì íåêîòîðûõ ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà X. Òîãäà ãðóï-
ïà H∆

n (X,A) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðóïïà ãîìîëîãèé êîìïëåêñà îòíîñèòåëüíûõ öåïåé
∆n(X,A) = ∆n(X)/∆n(A). Êàê è äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé, èìååò ìåñòî äëèííàÿ
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðû (X,A) äëÿ ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé.
Èìååòñÿ êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì H∆

n (X,A) → Hn(X,A) èç ñèìïëèöèàëü-
íûõ â ñèíãóëÿðíûå ãîìîëîãèè, èíäóöèðîâàííûé öåïíûì îòîáðàæåíèåì ∆n(X,A)→
Cn(X,A), ïåðåâîäÿùèì êàæäûé n-ìåðíûé ñèìïëåêñ êîìïëåêñà X â åãî õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå σα : ∆

n → X. Ïðè A = ∅ îòíîñèòåëüíûå ãðóïïû ãîìîëîãèé
ñâîäÿòñÿ ê àáñîëþòíûì: H∆

n (X,∅) = H∆
n (X) è Hn(X,∅) = Hn(X).
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Òåîðåìà 2.22. Ãîìîìîðôèçìû H∆
n (X,A)→ Hn(X,A) ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà êîìïëåêñ X êîíå÷íîìåðåí, à
A = ∅. Ïóñòü Xk � ýòî k-ìåðíûé îñòîâ êîìïëåêñà X, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñèìïëåêñîâ
ðàçìåðíîñòè ⩽ k. Òîãäà ìû èìååì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó òî÷íûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé

H∆
n+1(X

k, Xk−1) → H∆
n (X

k−1) → H∆
n (X

k) → H∆
n (X

k, Xk−1) → H∆
n−1(X

k−1)
↓ ↓ ↓ ↓ ↓

Hn+1(X
k, Xk−1) → Hn(X

k−1) → Hn(X
k) → Hn(X

k, Xk−1) → Hn−1(X
k−1)

Ïîêàæåì, ÷òî ïåðâîå è ÷åòâ¼ðòîå âåðòèêàëüíûå îòîáðàæåíèÿ � èçîìîðôèçìû. Ãðóï-
ïà ñèìïëèöèàëüíûõ öåïåé ∆n(X

k, Xk−1) íóëåâàÿ ïðè n ̸= k è ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ñ
áàçèñîì èç k-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà X ïðè n = k. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïû
ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé H∆

n (X
k, Xk−1) èìåþò òî÷íî òàêîå æå îïèñàíèå. Äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ ãðóïï ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé Hn(X
k, Xk−1) ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

Φ :
(⊔
α

∆k
α,
⊔
α

∂∆k
α

)
→ (Xk, Xk−1),

îáðàçîâàííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè îòîáðàæåíèÿìè ∆k
α → X äëÿ âñåõ k-ìåðíûõ ñèì-

ïëåêñîâ êîìïëåêñà X. Îòîáðàæåíèå Φ èíäóöèðóåò ãîìåîìîðôèçì⊔
α

∆k
α

/⊔
α

∂∆k
α

∼=−→ Xk/Xk−1,

à çíà÷èò îíî èíäóöèðóåò èçîìîðôèçìû ãðóïï ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé. Â ëåâîé ÷à-
ñòè âûøå ñòîèò áóêåò k-ìåðíûõ ñôåð, ïîýòîìó ãðóïïà Hn(X

k, Xk−1) ðàâíà íóëþ ïðè
n ̸= k è ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé ñ áàçèñîì, ñîîòâåòñòâóþùèì õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèÿì ∆k

α → X âñåõ k-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà X, ïðè
n = k. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèåH∆

n (X
k, Xk−1)→ Hn(X

k, Xk−1) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
äëÿ âñåõ n.
Ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ ïî k, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âòîðîå è ïÿòîå âåðòèêàëü-

íûå îòîáðàæåíèÿ â êîììóòàòèâíîé äèàãðàììå âûøå òàêæå èçîìîðôèçìû. Òîãäà è
ñðåäíåå âåðòèêàëüíîå îòîáðàæåíèå � èçîìîðôèçì ñîãëàñíî àëãåáðàè÷åñêîìó óòâåð-
æäåíèþ, èçâåñòíîìó êàê ëåììà î ïÿòè ãîìîìîðôèçìàõ (5-ëåììà), ñì. çàäà÷ó 2.41.
Èòàê, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ñëó÷àå, êîãäà X êîíå÷íîìåðåí, à A = ∅.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà X � áåñêîíå÷íîìåðíûé êîìïëåêñ. Äîêàæåì ñëå-

äóþùèé ôàêò: êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî K â X ìîæåò ïåðåñåêàòü òîëüêî êîíå÷-
íîå ÷èñëî îòêðûòûõ ñèìïëåêñîâ. (Íà ñàìîì äåëå ýòî � îáùèé ôàêò î êëåòî÷íûõ
ïðîñòðàíñòâàõ.) Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî K ïåðåñåêàåò áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî îòêðûòûõ ñèìïëåêñîâ. Âûáèðàÿ ïî îäíîé òî÷êå âíóòðè êàæäîãî èç òàêèõ îò-
êðûòûõ ñèìïëåêñîâ, ïîëó÷èì áåñêîíå÷íûé íàáîð òî÷åê xi. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ
Ui = X \

⋃
j ̸=i{xj} îòêðûòî, òàê êàê îòêðûò åãî ïðîîáðàç ïðè ëþáîì õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîì îòîáðàæåíèè σα : ∆
n → X. Ìíîæåñòâà Ui îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå

ìíîæåñòâà K, èç êîòîðîãî íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ïðîòèâîðå÷èå.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî H∆

n (X)→ Hn(X) åñòü èçîìîðôèçì. Ñíà÷àëà äîêàæåì ñþðú-
åêòèâíîñòü. Ïóñòü ýëåìåíò γ ∈ Hn(X) ïðåäñòàâëåí öèêëîì c. Òàê êàê c � êîíå÷íàÿ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèíãóëÿðíûõ ñèìïëåêñîâ, åãî îáðàç ñîäåðæèòñÿ âXN äëÿ íåêî-
òîðîãî N , ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà. Òàê êàê XN êîíå÷íîìåðåí,
H∆
n (X

N) → Hn(X
N) åñòü èçîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî, öèêë c ãîìîëîãè÷åí â XN (à
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çíà÷èò, è â X) ñèìïëèöèàëüíîìó öèêëó. Ýòî äîêàçûâàåò ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæå-
íèÿ H∆

n (X) → Hn(X). Òåïåðü äîêàæåì èíúåêòèâíîñòü. Ïóñòü s � ñèìïëèöèàëüíûé
öèêë, ïðè÷¼ì s = ∂d äëÿ íåêîòîðîé ñèíãóëÿðíîé öåïè d â X. Öåïü d èìååò êîì-
ïàêòíûé îáðàç, à çíà÷èò ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì XN . Ïîýòîìó öèêë s ïðåäñòàâëÿåò
ýëåìåíò èç ÿäðà îòîáðàæåíèÿ H∆

n (X
N) → Hn(X

N). Íî ýòî îòîáðàæåíèå � èçîìîð-
ôèçì, à ïîòîìó s ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ñèìïëèöèàëüíîé öåïè â XN , à çíà÷èò è â X.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà X ïðîèçâîëüíî è A ̸= ∅. Â ýòîìó ñëó÷àå ìû
ïðèìåíèì ëåììó î ïÿòè ãîìîìîðôèçìàõ ê êàíîíè÷åñêîìó îòîáðàæåíèþ äëèííûõ
òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèìïëèöèàëüíûõ è ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé:

H∆
n (A) → H∆

n (X) → H∆
n (X,A) → H∆

n−1(A) → H∆
n−1(X)

↓ ↓ ↓ ↓ ↓
Hn(A) → Hn(X) → Hn(X,A) → Hn−1(A) → Hn−1(X)

□

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

2.23. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçáèåíèå ïðèçìû ∆n × I íà ñèìïëåêñû, îïèñàííîå â íà÷àëå
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.6, äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì.

2.24. Ïîñòðîéòå êàêóþ-íèáóäü òðèàíãóëÿöèþ ïðîèçâåäåíèÿ ñèìïëåêñîâ ∆n ×∆m.

2.25. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè A � ðåòðàêò ïðîñòðàíñòâà X, òî îòîáðàæåíèå Hn(A) →
Hn(X), èíäóöèðîâàííîå âêëþ÷åíèåì A ↪→ X, ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì.

2.26. Ïîêàæèòå, ÷òî öåïíàÿ ãîìîòîïèÿ öåïíûõ îòîáðàæåíèé � îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè.

2.27. Ïðîâåðüòå, ÷òî ãðàíè÷íîå îòîáðàæåíèå ∂ : Hn(C•)→ Hn−1(A•) ãîìîëîãèé öåï-
íûõ êîìïëåêñîâ îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

2.28. Äîêàæèòå, ÷òî Hn(X, x0) ∼= H̃n(X) äëÿ ëþáûõ x0 ∈ X è n ⩾ 0.

2.29. Âûâåäèòå òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðû äëÿ ïðèâåä¼ííûõ ãîìîëîãèé:

. . . −→ H̃n(A)
i∗−→ H̃n(X)

j∗−→ Hn(X,A)
∂−→ H̃n−1(A)

i∗−→ H̃n−1(X) −→ . . .

2.30. Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèåì ïàð f : (X,A)→ (Y,B) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
f : X → Y , äëÿ êîòîðîãî f(A) ⊂ B. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå ïàð èíäóöèðóåò
ãîìîìîðôèçìû f∗ : Hn(X,A)→ Hn(Y,B), n ⩾ 0.

2.31. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèÿ f, g : (X,A) → (Y,B) ãîìîòîïíû â êëàññå
îòîáðàæåíèé ïàð (ò. å. ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ F : X × I → Y ìåæäó f è g, òàêàÿ,
÷òî F (A × I) ⊂ B), òî èíäóöèðóåìûå èìè îòîáðàæåíèÿ ãîìîëîãèé ïàð ñîâïàäàþò:
f∗ = g∗ : Hn(X,A)→ Hn(Y,B), n ⩾ 0.

2.32. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå ñâîéñòâî åñòåñòâåííîñòè ãîìîëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïàðû: äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïàð f : (X,A) → (Y,B) èìååò ìåñòî êîììóòàòèâ-
íàÿ äèàãðàììà

. . . // Hn(A)
i∗ //

f∗
��

Hn(X)
j∗ //

f∗
��

Hn(X,A)
∂ //

f∗
��

Hn−1(A) //

f∗
��

. . .

. . . // Hn(B)
i∗ // Hn(Y )

j∗ // Hn(Y,B)
∂ // Hn−1(B) // . . .
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2.33. Îïðåäåëèòå è äîêàæèòå òî÷íîñòü ãîìîëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðîéêè
äëÿ (X,A,B), ãäå B ⊂ A ⊂ X:

. . . −→ Hn(A,B)
i∗−→ Hn(X,B)

j∗−→ Hn(X,A)
∂−→ Hn−1(A,B)

i∗−→ Hn−1(X,B) −→ . . .

2.34. Äîêàæèòå, ÷òî âêëþ÷åíèå A ↪→ X èíäóöèðóåò èçîìîðôèçìû âñåõ ãðóïï ãîìî-
ëîãèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Hn(X,A) = 0 äëÿ âñåõ n.

2.35. Äîêàæèòå òåîðåìó 2.21 (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà�Âèåòîðèñà äëÿ ïàð).

2.36. Äîêàæèòå ïðè ïîìîùè ãðóïï ãîìîëîãèé îáùóþ òåîðåìó Áðàóýðà: íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå øàðà Dn â ñåáÿ èìååò õîòÿ áû îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

2.37. Âû÷èñëèòå ãðóïïû ãîìîëîãèé äëÿ äîïîëíåíèÿ äâóõ çàöåïëåííûõ è äâóõ íåçà-
öåïëåííûõ îêðóæíîñòåé â R3; ñðàâíèòå ñ âû÷èñëåíèåì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï.

2.38. Âû÷èñëèòå ãîìîëîãèè äîïîëíåíèÿ òð¼õ êîîðäèíàòíûõ îñåé â R3 è C3.

2.39. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äèàìåòð ñèìïëåêñà [v0, . . . , vn] ðàâåí d, òî äèàìåòðû ñèì-
ïëåêñîâ åãî áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçáèåíèÿ íå ïðåâîñõîäÿò n

n+1
d.

2.40. Âû÷èñëèòå ãîìîëîãèè ñôåðû Sn è äîêàæèòå èçîìîðôèçì H̃i(ΣX) ∼= H̃i−1(X)
ïðè ïîìîùè òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà�Âèåòîðèñà.

2.41. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, èçâåñòíîå êàê ëåììà î ïÿòè ãîìîìîðôèç-
ìàõ. Ïóñòü äàíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

A1
//

f1
��

A2
//

f2
��

A3
//

f3
��

A4
//

f4
��

A5

f5
��

B1
// B2

// B3
// B4

// B5

àáåëåâûõ ãðóïï ñ òî÷íûìè ñòðîêàìè. Òîãäà

à) åñëè f2 è f4 � ìîíîìîðôèçìû, à f1 � ýïèìîðôèçì, òî f3 � ìîíîìîðôèçì;
á) åñëè f2 è f4 � ýïèìîðôèçìû, à f5 � ìîíîìîðôèçì, òî f3 � ýïèìîðôèçì.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè f1, f2, f4, f5 � èçîìîðôèçìû, òî è f3 � èçîìîðôèçì.

2.42. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : Sn → Sn, n > 0, èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì

f∗ : Hn(Sn) → Hn(Sn) åñòü îòîáðàæåíèå Z ·d−→ Z óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðîå öåëîå
÷èñëî d. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ f è îáîçíà÷àåòñÿ deg f .
Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñòåïåíè:

à) deg id = 1.
á) deg f = 0, åñëè îòîáðàæåíèå f : Sn → Sn íå ñþðúåêòèâíî.
â) Åñëè îòîáðàæåíèÿ f è g ãîìîòîïíû, òî deg f = deg g. (Âåðíî è îáðàòíîå óòâåð-

æäåíèå: åñëè deg f = deg g, òî f è g ãîìîòîïíû. Ýòî âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ
πn(S

n) ∼= Z, èçâåñòíîãî êàê òåîðåìà Õîïôà, ñì. òåîðåìó 4.7.)
ã) deg(f ◦ g) = deg f deg g.
ä) Åñëè f : Sn → Sn � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè, íàïðèìåð,

f(x0, x1, . . . , xn) = (−x0, x1, . . . , xn), òî deg f = −1.
å) Àíòèïîäàëüíîå îòîáðàæåíèå − id : Sn → Sn, x 7→ −x , èìååò ñòåïåíü (−1)n+1.

2.43. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f : Sn → Sn íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî
deg f = (−1)n+1.
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2.44. Äîêàæèòå, ÷òî íà ñôåðå Sn ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïîëå íåíóëåâûõ êàñàòåëü-
íûõ âåêòîðîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n íå÷¼òíî.

2.45. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå X , åñëè äëÿ êàæäîãî ýëå-
ìåíòà g ∈ G çàäàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå αg : X → X, òàêîå, ÷òî αe = id (òîæ-
äåñòâåííîå îòîáðàæåíèå) è αgh = αg ◦ αh (êîìïîçèöèÿ). Äåéñòâèå ãðóïïû G íà X
íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî g ̸= e è x ∈ X âûïîëíåíî αg(x) ̸= x.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ÷¼òíîãî n åäèíñòâåííîé íåòðèâèàëüíîé ãðóïïîé, êîòîðàÿ ìîæåò

äåéñòâîâàòü ñâîáîäíî íà Sn, ÿâëÿåòñÿ Z2.

2.46. Äëÿ ëþáûõ n > 0 è k ∈ Z ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå f : Sn → Sn ñòåïåíè k.

3. Êëåòî÷íûå ãîìîëîãèè

Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî (îïðåäåëåíèå ñì. â [Toï1, �4]). Áóäåì îáîçíà-
÷àòü n-ìåðíûé îñòîâ ïðîñòðàíñòâà X ÷åðåç Xn.
Êëåòî÷íûå ãîìîëîãèè îáîáùàþò ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè. Ýëåìåíòàìè ãðóï-

ïû n-ìåðíûõ êëåòî÷íûõ öåïåé Cn(X) ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
n-ìåðíûõ êëåòîê enα ïðîñòðàíñòâà X, è èìååòñÿ áîëåå-ìåíåå ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ îïè-
ñàíèÿ êëåòî÷íîãî ãðàíè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ∂c : Cn(X)→ Cn−1(X).
Ïåðåéä¼ì ê ôîðìàëüíûì îïðåäåëåíèÿì è êîíñòðóêöèÿì.

3.1. Êëåòî÷íûé öåïíîé êîìïëåêñ è åãî ãîìîëîãèè.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

à) Ãðóïïà Hk(X
n, Xn−1) ðàâíà íóëþ ïðè k ̸= n è ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé

ãðóïïîé, ïîðîæä¼ííîé n-ìåðíûì êëåòêàìè ïðîñòðàíñòâà X, ïðè k = n.
á) Hk(X

n) = 0 ïðè k > n. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðîñòðàíñòâî X êîíå÷íîìåðíî,
òî Hk(X) = 0 ïðè k > dimX.

â) Âêëþ÷åíèå i : Xn ↪→ X èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì i∗ : Hk(X
n)

∼=−→ Hk(X) ïðè
k < n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âëîæåíèå Xn−1 ↪→ Xn ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì, ìû èìååì
Hk(X

n, Xn−1) ∼= H̃k(X
n/Xn−1), à Xn/Xn−1 � áóêåò ñôåð, ïî îäíîé ñôåðå äëÿ êàæäîé

n-ìåðíîé êëåòêè ïðîñòðàíñòâà X. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå à).
Äàëåå ðàññìîòðèì ôðàãìåíò òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû (Xn, Xn−1):

. . .→ Hk+1(X
n, Xn−1)→ Hk(X

n−1)→ Hk(X
n)→ Hk(X

n, Xn−1)→ . . .

Åñëè k ̸= n, n − 1, òî îáå âíåøíèå ãðóïïû ðàâíû íóëþ ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ à), è
ìû ïîëó÷àåì Hk(X

n−1) ∼= Hk(X
n) ïðè k ̸= n, n− 1. Òîãäà ïðè k > n èìååì

Hk(X
n) ∼= Hk(X

n−1) ∼= . . . ∼= Hk(X
0) = 0,

÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå á). Ïðè k < n ìû èìååì

Hk(X
n) ∼= Hk(X

n+1) ∼= Hk(X
n+2) ∼= . . . ,

÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå â), åñëè X êîíå÷íîìåðíî.
Äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîãî X âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â X

ïåðåñåêàåò ëèøü êîíå÷íî ÷èñëî êëåòîê. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ñèíãóëÿðíàÿ öåïü
ëåæèò â íåêîòîðîì êîíå÷íîì îñòîâå XN . Ïîýòîìó k-ìåðíûé öèêë c â X ÿâëÿåòñÿ
öèêëîì â íåêîòîðîì XN , à òîãäà ñîãëàñíî êîíå÷íîìåðíîìó ñëó÷àþ óòâåðæäåíèÿ â)
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öèêë c ãîìîëîãè÷åí öèêëó â Xn ïðè n > k, à çíà÷èò ãîìîìîðôèçì i∗ : Hk(X
n) →

Hk(X) ñþðúåêòèâåí. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ åãî èíúåêòèâíîñòü: åñëè k-ìåðíûé
öèêë c â Xn ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé öåïè d â X, òî d ëåæèò â íåêîòîðîì XN , N ⩾ n, à
ïîòîìó ñîãëàñíî êîíå÷íîìåðíîìó ñëó÷àþ c ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé â Xn ïðè n > k. □

Ãðóïïà Cn(X) = Hn(X
n, Xn−1) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé n-ìåðíûõ êëåòî÷íûõ öåïåé

êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X. Ñîãëàñíî ëåììå 3.1 à), êëåòî÷íóþ öåïü ìîæíî ïðåä-
ñòàâëÿòü ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé n-ìåðíûõ êëåòîê.
Îïðåäåëèì êëåòî÷íûé ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì ∂cn : Cn(X)→ Cn−1(X) êàê ãðàíè÷-

íûé ãîìîìîðôèçì Hn(X
n, Xn−1) → Hn−1(X

n−1, Xn−2) â òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òðîéêè (Xn, Xn−1, Xn−2), ò. å. ∂cn = jn−1∂n, ñì. êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó íèæå. Â
ýòîé äèàãðàììå íàêëîííûå ëèíèè � ôðàãìåíòû äëèííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïàð:

(5) 0

0

''

Hn(X
n+1)

66

Hn(X)

Hn(X
n)

77

jn

''
Hn+1(X

n+1, Xn)

∂n+1

77

∂c
n+1 // Hn(X

n, Xn−1)

∂n ((

∂c
n // Hn−1(X

n−1, Xn−2)

Hn−1(X
n−1)

jn−1

66

0

66

Èç ýòîé æå äèàãðàììû ñëåäóåò, ÷òî ∂c∂c = 0, òàê êàê ∂cn∂
c
n+1 = jn−1∂njn∂n+1, à

∂njn = 0.
Öåïíîé êîìïëåêñ C•(X) = {Cn(X), ∂cn} íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íûì öåïíûì êîìïëåê-

ñîì, à åãî ãîìîëîãèè Hn(X) � ãðóïïàìè êëåòî÷íûõ ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà X.

Òåîðåìà 3.2. Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì Hn(X) ∼= Hn(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äèàãðàììû (5) èìååì

Hn(X) = Hn(X
n)/ Im ∂n+1, Hn(X) = Ker ∂cn/ Im ∂cn+1.

Òàê êàê jn � ìîíîìîðôèçì, îí îòîáðàæàåò Im ∂n+1 èçîìîðôíî íà Im(jn∂n+1) =
Im ∂cn+1 è îòîáðàæàåò Hn(X

n) èçîìîðôíî íà Im jn = Ker ∂n. Òàê êàê jn−1 � ìî-
íîìîðôèçì, Ker ∂n = Ker ∂cn. Òàêèì îáðàçîì, jn èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì Hn(X) íà
Hn(X). □

Èç èçîìîðôíîñòè ñèíãóëÿðíûõ è êëåòî÷íûõ ãîìîëîãèé ñðàçó âûòåêàþò ñëåäóþùèå
âàæíûå ñâîéñòâà.

Ñëåäñòâèå 3.3.

à) Åñëè X èìååò k êëåòîê ðàçìåðíîñòè n, òî ãðóïïà Hn(X) ïîðîæäåíà íå
áîëåå ÷åì k ýëåìåíòàìè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè X íå èìååò êëåòîê ðàçìåðíî-
ñòè n, òî Hn(X) = 0.
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á) Åñëè X íå èìååò ïàð êëåòîê â ñîñåäíèõ ðàçìåðíîñòÿõ (íàïðèìåð, åñëè âñå
êëåòêè â X èìåþò ÷¼òíóþ ðàçìåðíîñòü), òî Hn(X) � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà
ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ n-ìåðíûìè êëåòêàìè ïðîñòðàíñòâà X.

Ïðèìåð 3.4. Êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CP n èìååò ïî îäíîé êëåòêå â
êàæäîé ÷¼òíîé ðàçìåðíîñòè 2k ⩽ 2n. Òàêèì îáðàçîì,

Hi(CP n) ∼=

{
Z ïðè i = 0, 2, 4, . . . , 2n,

0 èíà÷å.

3.2. ßâíûé âèä ãðàíè÷íîãî ãîìîìîðôèçìà. Ïðè n = 1 êëåòî÷íîå ãðàíè÷íîå
îòîáðàæåíèå ∂c : Cn(X)→ Cn−1(X) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì

∂ : H1(X
1, X0)→ H0(X

0).

Åñëè X ñâÿçíî è èìååò òîëüêî îäíó 0-ìåðíóþ êëåòêó, òî ýòîò ãîìîìîðôèçì äîëæåí
áûòü íóëåâûì. Ýòî ñëåäóåò èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû (X1, X0) è èçîìîð-
ôèçìà H0(X

1) ∼= H0(X) ∼= Z.
Äàëåå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü êëåòêó enα ⊂ X ñ ñîîòâåòñòâóþùåé îáðàçóþùåé

ãðóïïû êëåòî÷íûõ öåïåé Cn(X).

Òåîðåìà 3.5. Ïðè n > 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(6) ∂c(enα) =
∑
β

dαβe
n−1
β ,

ãäå dαβ � ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ

fαβ : S
n−1 φα−→ Xn−1 qβ−→ Sn−1,

ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé êîìïîçèöèþ ïðèêëåèâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ φα : S
n−1 →

Xn−1 êëåòêè enα è îòîáðàæåíèÿ ôàêòîðèçàöèè qβ : X
n−1 → Sn−1, ñòÿãèâàþùåãî

Xn−1 \ en−1
β â òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ñóììà â ôîðìóëå (6) ñîäåðæèò êîíå÷-
íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, òàê êàê îáðàç ïðèêëåèâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ φα êîìïàêòåí, à ïî-
òîìó ïåðåñåêàåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êëåòîê en−1

β .
Ïóñòü Φα : D

n
α → Xn � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå êëåòêè enα; åãî îãðàíè-

÷åíèå íà Sn−1
α = ∂Dn

α åñòü ïðèêëåèâàþùåå îòîáðàæåíèå φα : S
n−1
α → Xn−1. ßñíî,

÷òî îòîáðàæåíèå ôàêòîðèçàöèè qβ : X
n−1 → Sn−1

β ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

Xn−1 → Xn−1/Xn−2 q̂β−→ Sn−1
β äëÿ íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ q̂β, âûäåëÿþùåãî ñôå-

ðó Sn−1
β èç áóêåòà Xn−1/Xn−2.

Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

Hn(D
n
α, S

n−1
α )

∂

∼=
//

Φα∗
��

H̃n−1(S
n−1
α )

fαβ∗ //

φα∗
��

H̃n−1(S
n−1
β )

Hn(X
n, Xn−1)

∂ //

∂c ))

H̃n−1(X
n−1)

qβ∗

66

j

��
Hn−1(X

n−1, Xn−2)

q̂β∗

<<
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Îòîáðàæåíèå Φα∗ ïåðåâîäèò ñòàíäàðòíóþ îáðàçóþùóþ [Dn
α] ∈ Hn(D

n
α, S

n−1
α ) â îáðà-

çóþùóþ enα ∈ Hn(X
n, Xn−1). Èç êîììóòàòèâíîñòè ëåâîé ÷àñòè äèàãðàììû ñëåäóåò,

÷òî ∂c(enα) = jφα∗∂[D
n
α]. Â òåðìèíàõ áàçèñà äëÿ Hn−1(X

n−1, Xn−2), ñîîòâåòñòâóþùåãî
(n− 1)-ìåðíûì êëåòêàì, îòîáðàæåíèå q̂β∗ � ýòî ïðîåêöèÿ ãðóïïû Hn−1(X

n−1, Xn−2)
íà ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâóþùåå êëåòêå en−1

β . Òåïåðü òðåáóåìàÿ ôîðìóëà ñëåäóåò èç
êîììóòàòèâíîñòè ïðàâîé ÷àñòè äèàãðàììû. □

Ïðèìåð 3.6. Ïóñòü Sg � ñôåðà ñ g ðó÷êàìè, ò. å. çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõ-
íîñòü ðîäà g. Ââåä¼ì íà Sg ñòàíäàðòíóþ êëåòî÷íóþ ñòðóêòóðó ñ îäíîé íóëüìåðíîé
êëåòêîé, 2g îäíîìåðíûìè êëåòêàìè a1, . . . , ag, b1, . . . , bg è îäíîé äâóìåðíîé êëåòêîé,
ïðèêëååííîé ïî ïðîèçâåäåíèþ êîììóòàòîðîâ [a1, b1] · · · [ag, bg]. Ñîîòâåòñòâóþùèé êëå-
òî÷íûé öåïíîé êîìïëåêñ èìååò âèä

0 −→ Z
∂c2−→ Z2g ∂c1−→ Z −→ 0.

Ìû èìååì ∂c1 = 0, òàê êàê Sg èìååò âñåãî îäíó 0-ìåðíóþ êëåòêó. Êðîìå òîãî, ∂c2 = 0,
òàê êàê êàæäîå ðåáðî ai è bi âõîäèò â [a1, b1] · · · [ag, bg] âìåñòå ñ åãî îáðàòíûì, à
çíà÷èò âñå îòîáðàæåíèÿ fαβ : S

1 → S1 ãîìîòîïíû îòîáðàæåíèþ â òî÷êó. Ïîýòîìó
ãðóïïû ãîìîëîãèé ïîâåðõíîñòè Sg ñîâïàäàþò ñ ãðóïïàìè êëåòî÷íûõ öåïåé, ò. å.

H0(Sg) = H2(Sg) = Z, H1(Sg) ∼= Z2g, Hi(S
g) = 0 ïðè i > 2.

Ïðèìåð 3.7. Ïóñòü X = RP n � âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî. Îíî èìååò
êëåòî÷íóþ ñòðóêòóðó ñ îäíîé êëåòêîé ek â êàæäîé ðàçìåðíîñòè k ⩽ n. Ïðèêëåèâà-
þùåå îòîáðàæåíèå äëÿ êëåòêè ek � ýòî äâóëèñòíîå íàêðûòèå φ : Sk−1 → RP k−1.
Ñîãëàñíî ôîðìóëå (6), ∂c(ek) = dke

k−1, ãäå dk � ýòî ñòåïåíü êîìïîçèöèè

Sk−1 φ−→ RP k−1 q−→ RP k−1/RP k−2 = Sk−1.

Ïðè îãðàíè÷åíèè íà êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà Sk−1 \Sk−2 îòîáðà-
æåíèå qφ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Îäèí èç ýòèõ ãîìåîìîðôèçìîâ � òîæäåñòâåí-
íûé, à äðóãîé ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì àíòèïîäàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñôåðû Sk−1, êî-
òîðîå èìååò ñòåïåíü (−1)k. Ïîýòîìó deg qφ = 1+(−1)k, ÷òî åñòü 0 èëè 2 â çàâèñèìîñòè
îò ÷¼òíîñòè k. Òàêèì îáðàçîì, êëåòî÷íûé öåïíîé êîìïëåêñ äëÿ RP n èìååò âèä

0 −→ Z 2−→ Z 0−→ . . .
2−→ Z 0−→ Z 2−→ Z 0−→ Z −→ 0, åñëè n ÷¼òíî;

0 −→ Z 0−→ Z 2−→ . . .
2−→ Z 0−→ Z 2−→ Z 0−→ Z −→ 0, åñëè n íå÷¼òíî.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Hk(RP n) =


Z ïðè k = 0 è ïðè íå÷¼òíîì k = n;

Z2 ïðè íå÷¼òíîì k, ãäå 0 < k < n;

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

3.3. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà êîíå÷íîãî êëåòî÷íîãî
ïðîñòðàíñòâà X îïðåäåëÿåòñÿ êàê

χ(X) =
∑
n⩾0

(−1)ncn,

ãäå cn = rank Cn(X) � ÷èñëî n-ìåðíûõ êëåòîê ïðîñòðàíñòâà X (ðàíã êîíå÷íî ïîðîæ-
ä¼ííîé àáåëåâîé ãðóïïû Cn(X)).
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Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ýéëåðà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ âûïóêëîãî 3-ìåðíîãî ìíîãî-
ãðàííèêà èìååò ìåñòî ôîðìóëà Â − Ð + Ã = 2, ãäå Â, Ð è Ã � ÷èñëî âåðøèí, ð¼áåð
è ãðàíåé ñîîòâåòñòâåííî. Îáîáùåíèåì ýòîãî ôàêòà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò,
êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì (è äà-
æå ãîìîòîïè÷åñêèì) èíâàðèàíòîì êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X. Â ÷àñòíîñòè, îíà íå
çàâèñèò îò êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ.

Òåîðåìà 3.8. Äëÿ êîíå÷íîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

χ(X) =
∑
n⩾0

(−1)n rankHn(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî � ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèé ôàêò. Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé öåïíîé
êîìïëåêñ

0 −→ Ck
∂k−→ Ck−1 −→ . . . −→ C1

∂1−→ C0 −→ 0

êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ àáåëåâûõ ãðóïï. Îáîçíà÷èì Zn = Ker ∂n � öèêëû, Bn =
Im ∂n+1 � ãðàíèöû, Hn = Zn/Bn � ãîìîëîãèè. Èç êîðîòêèõ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé 0→ Zn → Cn → Bn−1 → 0 è 0→ Bn → Zn → Hn → 0 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

rankCn = rankZn + rankBn−1

rankZn = rankBn + rankHn.

Ïîäñòàâèì âòîðîå ñîîòíîøåíèå â ïåðâîå, óìíîæèì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå íà (−1)n
è ïðîñóììèðóåì ïî n. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì∑

n⩾0

(−1)n rankCn =
∑
n⩾0

(−1)n rankHn.

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ýòî ñîîòíîøåíèå ê ñëó÷àþ Cn = Cn(X) = Hn(X
n, Xn−1). □

Ïðèìåð 3.9. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà çàìêíóòîé îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè Sg
ðîäà g ðàâíà 2 − 2g. Òàêèì îáðàçîì, âñå çàìêíóòûå îðèåíòèðîâàííûå ïîâåðõíîñòè
ðàçëè÷àþòñÿ èõ ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

3.10. Âû÷èñëèòå ãîìîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ ñôåð Sn × Sn ïðè n ⩾ 2, ïîëüçóÿñü êëå-
òî÷íûì ðàçáèåíèåì.

3.11. Ïóñòü Ng � çàìêíóòàÿ íåîðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g, ò. å. ñôåðà ñ g
âêëååííûìè ëèñòàìè Ì¼áèóñà. Âû÷èñëèòå ãîìîëîãèè ïîâåðõíîñòè Ng, ïîëüçóÿñü êëå-
òî÷íîé ñòðóêòóðîé ñ îäíîé íóëüìåðíîé êëåòêîé, g îäíîìåðíûìè êëåòêàìè c1, . . . , cg
è îäíîé äâóìåðíîé êëåòêîé, ïðèêëååííîé ïî ñëîâó c21c

2
2 . . . c

2
g.

3.12. Âû÷èñëèòå ãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X, ïîëó÷åííîãî ïðèêëåèâàíèåì ê S1 ∨ S1

äâóõ äâóìåðíûõ êëåòîê ïî ïðîèçâîëüíûì ñëîâàì. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðèòå ñëó÷àé
ïðèêëåèâàíèÿ êëåòîê ïî ñëîâàì a5b−3 è b3(ab)−2. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ôóíäàìåí-
òàëüíîé ãðóïïå òàêîãî ïðîñòðàíñòâà?

3.13. Âû÷èñëèòå ãîìîëîãèè òð¼õìåðíîãî òîðà T 3 = S1×S1×S1, ïîëüçóÿñü êëåòî÷íûì
ðàçáèåíèåì.

3.14. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîíå÷íûõ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ X, Y èìååò ìåñòî ñîîò-
íîøåíèå χ(X × Y ) = χ(X)× χ(Y ).
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3.15. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X = A ∪ B, ãäå X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, à A,B �
êëåòî÷íûå ïîäïðîñòðàíñòâà â X, òî χ(X) = χ(A) + χ(B)− χ(A ∩B).

3.16. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ n-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ p : X̃ → X íàä êîíå÷íûì êëåòî÷íûì
ïðîñòðàíñòâîì X èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå χ(X̃) = nχ(X).

4. Ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû è ãðóïïû ãîìîëîãèé

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãîìîòîïè÷åñêèìè ãðóïïàìè (êî-
òîðûå èçó÷àëèñü â êóðñå Òîïîëîãèÿ-1) è ãðóïïàìè ãîìîëîãèé. Ìû ïîñëåäîâàòåëüíî
äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî ïåðâàÿ ãðóïïà ãîìîëîãèé ñîâïàäàåò ñ àáåëåíèçà-
öèåé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû (òåîðåìà Ïóàíêàðå), äëÿ îäíîñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà
ïåðâàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ãðóïïà è ïåðâàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ãðóïïà ãîìî-
ëîãèé ïîÿâëÿþòñÿ â îäíîé ðàçìåðíîñòè è èçîìîðôíû (òåîðåìà Ãóðåâè÷à) è îòîáðà-
æåíèå îäíîñâÿçíûõ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ, èíäóöèðóþùåå èçîìîðôèçì ãðóïï ãîìî-
ëîãèé, ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ (ãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðåìà Óàéòõå-
äà). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíèõ äâóõ óòâåðæäåíèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ ðåçóëüòàòû î
ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïïàõ, íå âîøåäøèå â êóðñ Òîïîëîãèÿ-1, à èìåííî òåîðåìà Ôðåé-
äåíòàëÿ î íàäñòðîéêå è âû÷èñëåíèå ãðóïï πn(S

n). Îíè âêëþ÷åíû â ïàðàãðàô 4.3.

4.1. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è ãîìîëîãèè. Ïóñòü (X, x0) � ïðîñòðàíñòâî ñ îò-
ìå÷åííîé òî÷êîé. Ýëåìåíòàìè ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(X, x0) ÿâëÿþòñÿ êëàññû
ãîìîòîïíûõ ïåòåëü φ : I → X, ãäå φ(0) = φ(1) = x0. Êàæäóþ òàêóþ ïåòëþ ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèíãóëÿðíûé 1-ñèìïëåêñ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, òàê êàê
∂φ = φ(1)− φ(0) = 0.
Íàïîìíèì, ÷òî àáåëåíèçàöèåé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïà G/[G,G]

ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå [G,G], ïîðîæä¼ííîé âñåâîçìîæíûìè êîììóòàòîðàìè
ghg−1h−1 (ýòà ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ êîììóòàíòîì ãðóïïû G). Íàïðèìåð, àáåëå-
íèçàöèåé ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà Zn.

Òåîðåìà 4.1 (Ïóàíêàðå). Ðàññìàòðèâàÿ ïåòëè êàê ñèíãóëÿðíûå 1-öèêëû, ìû ïî-
ëó÷àåì ãîìîìîðôèçì h : π1(X, x0)→ H1(X). Åñëè X ëèíåéíî ñâÿçíî, òî h ÿâëÿåòñÿ
ýïèìîðôèçìîì, à åãî ÿäðî � êîììóòàíò ãðóïïû π1(X, x0). Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà
H1(X) èçîìîðôíà àáåëåíèçàöèè ãðóïïû π1(X, x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå φ ≃ ψ äëÿ îòíîøåíèÿ ãîìî-
òîïèè ïåòåëü è φ ∼ ψ äëÿ îòíîøåíèÿ ãîìîëîãèè ñîîòâåòñòâóþùèõ 1-öèêëîâ (ò. å.
φ ∼ ψ, åñëè φ− ψ ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé 2-ìåðíîé öåïè).
Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå ãîìîòîïè÷åñêîìó êëàññó ïåòëè φ êëàñ-

ñà ãîìîëîãèé 1-ìåðíîãî öèêëà φ çàäà¼ò êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîå îòîáðàæåíèå
h : π1(X, x0) → H1(X). Ò. å. ïðîâåðèì, ÷òî åñëè φ ≃ ψ, òî φ ∼ ψ. Çàìåòèì, ÷òî
åñëè φ � ïîñòîÿííàÿ ïåòëÿ I → x0, òî φ ∼ 0. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî H1(pt) = 0.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ãîìîòîïèþ F : I × I → X ìåæäó ïåòëÿìè φ è ψ. Ðàçáèâ êâàäðàò
I×I íà òðåóãîëüíèêè [v0, v1, v3] è [v0, v2, v3] êàê ïîêàçàíî ñëåâà íà ðèñ. 5, ìû ïîëó÷èì
ñèíãóëÿðíûå 2-ñèìïëåêñû σ1, σ2. Ìû èìååì

∂(σ1 − σ2) = ∂[v0, v1, v3]− ∂[v0, v2, v3] =
= [v1, v3]− [v0, v3] + [v0, v1]− [v2, v3] + [v0, v3]− [v0, v2] ∼ [v0, v1]− [v2, v3] = φ− ψ,
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òàê êàê áîêîâûå ñòîðîíû [v0, v2] è [v1, v3] îòîáðàæàþòñÿ â îòìå÷åííóþ òî÷êó, à çíà÷èò
ãîìîëîãè÷íû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, φ ∼ ψ.
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Ðèñ. 5.

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî h : π1(X, x0)→ H1(X) � ãîìîìîðôèçì, ò. å. φ ·ψ ∼ φ+ψ, ãäå
φ ·ψ îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå ïåòåëü. Ðàññìîòðèì ñèíãóëÿðíûé 2-ñèìïëåêñ σ : ∆2 →
X, çàäàâàåìûé êîìïîçèöèåé ïðîåêöèè òðåóãîëüíèêà ∆2 = [v0, v1, v2] íà ðåáðî [v0, v2]
è îòîáðàæåíèÿ φ · ψ : [v0, v2]→ X, êàê ïîêàçàíî ñïðàâà íà ðèñ. 5. Òîãäà

∂σ = [v1, v2]− [v0, v2] + [v0, v1] = ψ − φ · ψ + φ,

ò. å. ψ − φ · ψ + φ ∼ 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Â ïðåäûäóùåì ðàññóæäåíèè ìû íå èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî φ è ψ � ïåòëè, òàê

÷òî ìû èìååì φ ·ψ ∼ φ+ψ äëÿ ëþáûõ ïóòåé φ, ψ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ φ(1) =
ψ(0). Â ÷àñòíîñòè, φ̄ ∼ −φ (ãäå φ̄ � îáðàòíûé ïóòü äëÿ φ), òàê êàê φ+ φ̄ ∼ φ · φ̄ ∼ 0.
Ïîêàæåì, ÷òî h : π1(X, x0)→ H1(X) � ýïèìîðôèçì, åñëè X ëèíåéíî ñâÿçíî. Ïóñòü∑
i niσi � îäíîìåðíûé öèêë, ïðåäñòàâëÿþùèé äàííûé ýëåìåíò ãðóïïû H1(X). Ïåðå-

íóìåðîâàâ ñèìïëåêñû σi, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ni = ±1. Òàê êàê −σi ∼ σ̄i, ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî íàø 1-öèêë èìååò âèä

∑
i σi. Åñëè êàêîé-òî èç ïóòåé σi íå ÿâëÿåòñÿ

ïåòë¼é, òî èç óñëîâèÿ ∂(
∑

i σi) = 0 ñëåäóåò, ÷òî â ñóììå íàéä¼òñÿ äðóãîé ïóòü σj, äëÿ
êîòîðîãî îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå ïóòåé σi · σj. Òàê êàê σi + σj ∼ σi · σj, ìû ìîæåì
â çàïèñè

∑
i σi çàìåíèòü σi + σj íà σi · σj. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó, ìû ïðèõîäèì

ê ñëó÷àþ, êîãäà êàæäûé ïóòü σi ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé ñ íà÷àëîì è êîíöîì â íåêîòîðîé
òî÷êå xi ∈ X. Òàê êàê X ëèíåéíî ñâÿçíî, ñóùåñòâóþò ïóòè γi èç îòìå÷åííîé òî÷êè
x0 â xi. Òàê êàê γi · σi · γ̄i ∼ σi, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå σi � ïåòëè ñ íà÷àëîì
è êîíöîì â òî÷êå x0. Òîãäà öèêë

∑
i σi ãîìîëîãè÷åí ïðîèçâåäåíèþ âñåõ ïåòåëü σi,

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò îáðàçà ãîìîìîðôèçìà h : π1(X, x0)→ H1(X).
Êîììóòàíò ãðóïïû π1(X) ëåæèò â ÿäðå ãîìîìîðôèçìà h, òàê êàê ãðóïïà H1(X)

àáåëåâà. ×òîáû ïîëó÷èòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, ïîêàæåì, ÷òî åñëè [φ] ∈ Kerh, òî
ïåòëÿ φ ïðåäñòàâëÿåò òðèâèàëüíûé ýëåìåíò â àáåëåíèçàöèè π1(X)ab.
Ïóñòü [φ] ∈ Kerh. Òîãäà 1-ìåðíûé öèêë φ ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé 2-ìåðíîé öåïè∑
i niσi. Êàê è âûøå, ïåðåíóìåðîâàâ ñèíãóëÿðíûå 2-ñèìïëåêñû σi : ∆

2
i → X, ìû ìî-

æåì ñ÷èòàòü ni = ±1, à èçìåíèâ ïîðÿäîê âåðøèí ñèìïëåêñà ∆2
i ìû ìîæåì çàìåíèòü

−σi íà σi. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì φ = ∂(
∑

i σi). Ìû ñîïîñòàâèì öåïè
∑

i σi äâó-
ìåðíûé ïîëóñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ñêëåéêîé 2-ìåðíûõ
ñèìïëåêñîâ ∆2

i , ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèíãóëÿðíûì ñèìïëåêñàì σi : ∆
2
i → X, ñëåäóþùèì
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îáðàçîì. Çàïèñàâ ∂σi = τi0 − τi1 + τi2 äëÿ ñèíãóëÿðíûõ 1-ñèìïëåêñîâ τij, ïîëó÷àåì

(7) φ = ∂(
∑
i

σi) =
∑
i,j

(−1)jτij.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìû ìîæåì ñãðóïïèðîâàòü âñå τij, êðîìå îäíîãî, â ïàðû òàê, ÷òî
â êàæäîé ïàðå ñèíãóëÿðíûå 1-ñèìïëåêñû ñîâïàäàþò, à êîýôôèöèåíòû ïðè íèõ �
1 è −1. Îñòàâøèéñÿ ñèíãóëÿðíûé 1-ñèìïëåêñ åñòü φ. Òåïåðü ìû îòîæäåñòâèì ð¼á-
ðà ñèìïëåêñîâ ∆2

i , ñîîòâåòñòâóþùèå îáúåäèí¼ííûì â ïàðû ñèìïëåêñàì τij, ñ ó÷¼òîì
îðèåíòàöèè ð¼áåð. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîëóñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K, äëÿ êî-
òîðîãî 1-öèêë φ áóäåò ¾ãðàíèöåé¿.
Îòîáðàæåíèÿ σi ñîãëàñîâàíû è âìåñòå äàþò îòîáðàæåíèå σ : K → X. Îòîáðàæå-

íèå σ ìîæíî çàìåíèòü íà ãîìîòîïíîå åìó îòîáðàæåíèå σ′, êîòîðîå ïåðåâîäèò âñå
âåðøèíû v ∈ K â îòìå÷åííóþ òî÷êó x0, ïðè÷¼ì ãîìîòîïèþ ìåæäó σ è σ′ ìîæíî
âûáðàòü ïîñòîÿííîé íà ðåáðå, ñîîòâåòñòâóþùåì öèêëó φ. Ýòî âûòåêàåò èç ñâîéñòâà
ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè: âûáðàâ äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ K ïóòü èç σ(v) â x0 ìû
òåì ñàìûì çàäàäèì ãîìîòîïèþ íà K0 ∪φ, à çàòåì ïðîäîëæèì å¼ íà âåñü K. Îòîáðà-
æåíèå σ′ : K → X çàäà¼ò íîâóþ 2-öåïü

∑
i σ

′
i, ãðàíèöà êîòîðîé ðàâíà φ, ïðè÷¼ì âñå

å¼ ð¼áðà τ ′ij � ïåòëè ñ íà÷àëîì è êîíöîì â x0.
Òàê êàê â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (7) âñå τij, êðîìå îäíîãî, ðàçáèâàþòñÿ íà

ñîêðàùàþùèåñÿ ïàðû, ìû òàêæå èìååì ñîîòíîøåíèå [φ] =
∏

i,j[τ
′
ij]

(−1)j â àáåëåíèçà-
öèè π1(X)ab. Èñïîëüçóÿ àääèòèâíûå îáîçíà÷åíèÿ, ìû ïîëó÷àåì

[φ] =
∑
i,j

(−1)j[τ ′ij] =
∑
i

[∂σ′
i] =

∑
i

([τ ′i0]− [τ ′i1] + [τ ′i2]).

Òàê êàê êàæäûé ñèìïëåêñ σi çàäà¼ò ñòÿãèâàíèå ïåòëè τ
′
i0 − τ ′i1 + τ ′i2 (â ìóëüòèïëèêà-

òèâíûõ îáîçíà÷åíèÿõ τ ′i0τ̄
′
i1τ

′
i2), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî [φ] = 0 â π1(X)ab. □

Ïðèìåð 4.2. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè
ðîäà g èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå ñâîáîäíîé ãðóïïû F2g ïî îäíîìó ñîîòíîøåíèþ, çà-
äàííîìó ïðîèçâåäåíèåì êîììóòàòîðîâ:

π1(Sg) ∼= ⟨ a1, . . . , ag, b1, . . . , bg | a1b1a−1
1 b−1

1 · a2b2a−1
2 b−1

2 · . . . · agbga−1
g b−1

g ⟩.

Â ðåçóëüòàòå àáåëåíèçàöèè ìû ïîëó÷àåì ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó Z2g ∼= H1(Sg).

4.2. Ñëàáàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü è êëåòî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.
Ïóñòü (X, x0) � ïðîñòðàíñòâî ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé. Íàïîìíèì, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêàÿ
ãðóïïà πn(X, x0) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé
f : Sn → X, ïåðåâîäÿùèõ îòìå÷åííóþ òî÷êó s0 ñôåðû Sn â x0. Ýòè îòîáðàæåíèÿ
íàçûâàþòñÿ ñôåðîèäàìè. Èíà÷å ñôåðîèä ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îòîáðàæåíèå ïàð
f : (In, ∂In)→ (X, x0).
Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ñëàáîé ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ,

åñëè èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ f∗ : πn(X, x0) → πn(Y, f(x0)) ÿâëÿþòñÿ èçîìîð-
ôèçìàìè äëÿ ëþáûõ n ⩾ 0 è x0 ∈ X. Ñîãëàñíî òåîðåìå Óàéòõåäà (ñì. [Toï1, Òåîðå-
ìà 10.10]) ñëàáàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ
ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
Ìû ìîãëè áû íàçâàòü ïðîñòðàíñòâà X, Y ñëàáî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò ñëàáàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü f : X → Y .
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Ýòî îòíîøåíèå, î÷åâèäíî, ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, íî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íûì: èç ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîé ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè f : X → Y íå
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîé ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè g : Y → X. (Ïðè-
ìåð: ëþáîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Z→ Q íåïðåðûâíî è ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé
ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, íî íåïðåðûâíîãî âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî îòîáðà-
æåíèÿ Q→ Z íå ñóùåñòâóåò.) Ïîýòîìó ñëàáàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæä¼ííîå îòîáðàæåíèÿ-
ìè � ñëàáûìè ãîìîòîïè÷åñêèìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâà
X è Y ñëàáî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû (îáîçíà÷àåòñÿ X ≃w Y ), åñëè ìåæäó
íèìè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (¾çèãçàã¿) îòîáðàæåíèé

X ← Z1 → Z2 ← . . .← Zk → Y,

â êîòîðîé âñå ñòðåëêè ÿâëÿþòñÿ ñëàáûì ãîìîòîïè÷åñêèìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.
Ñëàáàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü f : Z → X, ãäå Z � êëåòî÷íîå ïðîñòðàí-

ñòâî, íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèåé ïðîñòðàíñòâà X.

Òåîðåìà 4.3. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâóåò êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî
Z è ñëàáàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü f : Z → X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà X;
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñòðîåíèå íèæå íóæíî ïðîâåñòè äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ëè-
íåéíîé ñâÿçíîñòè. Ìû ïîñòðîèì ïî èíäóêöèè öåïî÷êó âëîæåííûõ êëåòî÷íûõ ïðî-
ñòðàíñòâ Z0 ⊂ Z1 ⊂ . . . è ñèñòåìó ïðîäîëæàþùèõ äðóã äðóãà îòîáðàæåíèé fk : Zk →
X, òàêóþ, ÷òî (fk)∗ : πi(Zk) → πi(X) � ìîíîìîðôèçì ïðè i < k è ýïèìîðôèçì ïðè
i ⩽ k. Èíäóêöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ k = 0 è Z0 = pt .
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî Zk óæå ïîñòðîåíî, è îïèøåì

ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ Zk+1.
Îòîáðàæåíèå (fk)∗ : πk(Zk) → πk(X) ñþðúåêòèâíî, íî, âîçìîæíî, íå èíúåêòèâ-

íî. Âûáåðåì êëåòî÷íûå îòîáðàæåíèÿ gα : S
k → Zk, ïðåäñòàâëÿþùèå îáðàçóþùèå

ÿäðà îòîáðàæåíèÿ (fk)∗. Ïðèêëåèì êëåòêè ek+1
α ê Zk ïîñðåäñòâîì ýòèõ îòîáðàæå-

íèé gα è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî Z ′
k+1. Òàê êàê êîìïîçèöèÿ

fkgα ãîìîòîïíà íóëþ äëÿ ëþáîãî α, îòîáðàæåíèå fk ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ
f ′
k+1 : Z

′
k+1 → X:

Sk

��

gα // Zk
fk //

��

X

Dk+1 // Zk ∪gα Dk+1

99

Òîãäà (f ′
k+1)∗ : πi(Z

′
k+1) → πi(X) � ìîíîìîðôèçì ïðè i < k ïî òåîðåìå î êëåòî÷íîé

àïïðîêñèìàöèè: ïðèêëåèâàíèå (k+1)-ìåðíûõ êëåòîê ê Zk íå ìåíÿåò ãðóïïû πi c i < k,
à πi(Zk) → πi(X) � ìîíîìîðôèçì ïðè i < k. Êðîìå òîãî, (f ′

k+1)∗ : πk(Z
′
k+1) → πk(X)

� òàêæå ìîíîìîðôèçì, òàê êàê ëþáîé ñôåðîèä Sk → Z ′
k+1, ïðåäñòàâëÿþùèé ýëåìåíò

ÿäðà ýòîãî ãîìîìîðôèçìà, ãîìîòîïåí êëåòî÷íîìó îòîáðàæåíèþ, ò. å. îòîáðàæåíèþ,
îáðàç êîòîðîãî ëåæèò â Zk, à âñå òàêèå îòîáðàæåíèÿ ãîìîòîïíû íóëþ â Z ′

k+1 ïî
ïîñòðîåíèþ.
Òåïåðü âûáåðåì îòîáðàæåíèÿ hβ : S

k+1
β → X, ïîðîæäàþùèå ãðóïïó πk+1(X), è

ïîëîæèì Zk+1 = Z ′
k+1 ∨ (

∨
β S

k+1
β ). Îòîáðàæåíèÿ f ′

k+1 è hβ çàäàþò îòîáðàæåíèå
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fk+1 : Zk+1 → X. Òîãäà (fk+1)∗ : πk+1(Zk+1)→ πk+1(X) � ýïèìîðôèçì ïî ïîñòðîåíèþ.
Êðîìå òîãî, (fk+1)∗ : πi(Zk+1)→ πi(X) � ýïèìîðôèçì ïðè i ⩽ k, òàê êàê êîìïîçèöèÿ

πi(Zk) −→ πi(Z
′
k+1) −→ πi(Zk+1)

(fk+1)∗−→ πi(X)

ñîâïàäàåò ñ (fk)∗, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì ïðè i ⩽ k ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-
äóêöèè. Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî (fk+1)∗ : πi(Zk+1)→ πi(X) � ìîíîìîðôèçì ïðè i ⩽ k.
Ïóñòü φ ∈ Ker

(
(fk+1)∗ : πi(Zk+1) → πi(X)

)
, i ⩽ k, è j : Z ′

k+1 → Zk+1 � âëîæåíèå. Òàê
êàê Zk+1 ïîëó÷àåòñÿ èç Z ′

k+1 ïðèêëåèâàíèåì (k + 1)-ìåðíûõ êëåòîê, èç òåîðåìû î
êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè ñëåäóåò, ÷òî φ = j∗ψ äëÿ íåêîòîðîãî ψ ∈ πi(Z ′

k+1). Òîãäà
0 = (fk+1)∗φ = (fk+1)∗j∗ψ = (f ′

k+1)∗ψ. Òàê êàê (f ′
k+1)∗ � ìîíîìîðôèçì (ñì. ïðåäûäó-

ùèé àáçàö), ïîëó÷àåì ψ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, φ = j∗ψ = 0 è øàã èíäóêöèè çàâåðø¼í.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëîæèì Z =

⋃
k Zk, à îòîáðàæåíèå f : Z → X

îïðåäåëèì óñëîâèåì f |Zk
= fk. □

4.3. Òåîðåìà Ôðåéäåíòàëÿ î íàäñòðîéêå. Ïóñòü (X,A) � ïàðà ïðîñòðàíñòâ ñ
îòìå÷åííîé òî÷êîé x0 ∈ A. Íàïîìíèì, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ãðóïïà
πn(X,A, x0), n ⩾ 1, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæå-
íèé ïàð f : (Dn, Sn−1) → (X,A), ïåðåâîäÿùèõ îòìå÷åííóþ òî÷êó s0 ∈ Sn−1 = ∂Dn

â x0 (òàêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíûìè ñôåðîèäàìè). Íà êóáè÷åñêîì
ÿçûêå îòíîñèòåëüíûé ñôåðîèä � ýòî îòîáðàæåíèå f : (In, ∂In, ∂In\In−1)→ (X,A, x0),
ãäå ãðàíü In−1 ⊂ In çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì tn = 0.
Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï πi(X,A) íå âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî âû-

ðåçàíèÿ (îòñóòñòâóþò àíàëîãè òåîðåì 2.11 è 2.12, ñì. çàäà÷ó 4.22). Îäíàêî ýòî ñâîé-
ñòâî èìååò ìåñòî â íåêîòîðîì äèàïàçîíå ðàçìåðíîñòåé i, êîòîðûé çàâèñèò îò ñòå-
ïåíè ñâÿçíîñòè ïàðû (X,A). Ñòàíäàðòíûå ñëåäñòâèÿ èç ñâîéñòâà âûðåçàíèÿ, òàêèå
êàê èçîìîðôèçì πi(X,A) ∼= πi(X/A) äëÿ êëåòî÷íûõ ïàð è èçîìîðôèçì íàäñòðîéêè
πi(X) ∼= πi+1(ΣX) òàêæå èìåþò ìåñòî ëèøü â íåêîòîðîì äèàïàçîíå ðàçìåðíîñòåé.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ n-ñâÿçíûì, åñëè πi(X, x0) = 0 ïðè

i ⩽ n äëÿ âñåõ x0 ∈ X (çàìåòèì, ÷òî π0(X, x0) � ýòî ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòè, òàê ÷òî 0-ñâÿçíîñòü � ýòî ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü). Ïàðà (X,A) íàçûâàåòñÿ
n-ñâÿçíîé, åñëè πi(X,A, x0) = 0 ïðè i ⩽ n äëÿ âñåõ x0 ∈ A è êàæäàÿ êîìïîíåíòà
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X ñîäåðæèò òî÷êè èç A (ìíîæåñòâî π0(X,A, x0)
íå îïðåäåëåíî, òàê ÷òî ïðè n = 0 îñòà¼òñÿ ëèøü âòîðîå óñëîâèå). Çàìåòèì, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ n-ñâÿçíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà (X, x0) ÿâëÿåòñÿ
n-ñâÿçíîé äëÿ íåêîòîðîé (ýêâèâàëåíòíî, äëÿ ëþáîé) òî÷êè x0 ∈ X.

Ïðèìåð 4.4. Ïóñòü (Z,A) � êëåòî÷íàÿ ïàðà, ïðè÷¼ì Z ïîëó÷åíî èç A ïðèêëåèâàíè-
åì êëåòîê ðàçìåðíîñòè > n. Òîãäà (Z,A) � n-ñâÿçíàÿ ïàðà; ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû
î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè. Íåñëîæíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåìû 4.3 ïîêàçûâàåò, ëþáàÿ n-ñâÿçíàÿ êëåòî÷íàÿ ïàðà èìååò òàêîé âèä ñ
òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè (ñì. çàäà÷ó 4.23).

Òåîðåìà 4.5 (ñâîéñòâî âûðåçàíèÿ äëÿ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï). Ïóñòü X = A ∪ B,
ãäå X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, A è B � åãî êëåòî÷íûå ïîäïðîñòðàíñòâà è C =
A∩B ñâÿçíî è íåïóñòî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà (A,C) ÿâëÿåòñÿ m-ñâÿçíîé, à ïàðà
(B,C) ÿâëÿåòñÿ n-ñâÿçíîé. Òîãäà îòîáðàæåíèå πi(A,C)→ πi(X,B), èíäóöèðîâàííîå
âêëþ÷åíèåì, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðè i < m+n è ýïèìîðôèçìîì ïðè i = m+n.
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Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü ñâîéñòâî âûðåçàíèÿ, ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì åãî âàæ-
íåéøåå ñëåäñòâèå, èçâåñòíîå êàê òåîðåìà Ôðåéäåíòàëÿ èëè òåîðåìà î íàäñòðîéêå.
Ðàññìîòðèì ñôåðîèä f : Sn → X, ïðåäñòàâëÿþùèé ýëåìåíò ãîìîòîïè÷åñêîé

ãðóïïû πn(X). Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ñôåðîèäà ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå íàäñòðîåê
Σf : ΣSn = Sn+1 → ΣX, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ (n + 1)-ìåðíûì ñôåðîèäîì ïðîñòðàí-
ñòâà ΣX. Åñëè ñôåðîèäû f, g : Sn → X ãîìîòîïíû, òî ãîìîòîïíû è ñôåðîèäû
Σf,Σg : Sn+1 → ΣX. Êðîìå òîãî, ñôåðîèä Σ(f + g) ãîìîòîïåí ñôåðîèäó Σf + Σg.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì Σ : πn(X) → πn+1(ΣX), êîòîðûé íàçû-
âàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì íàäñòðîéêè.

Òåîðåìà 4.6 (Ôðåéäåíòàëü). Ïóñòü X � (n− 1)-ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî.
Òîãäà ãîìîìîðôèçì íàäñòðîéêè Σ : πi(X)→ πi+1(ΣX) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðè
i < 2n− 1 è ýïèìîðôèçìîì ïðè i = 2n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì ΣX = C+X ∪ C−X, ãäå C+X è C−X � ¾âåðõíèé¿ è
¾íèæíèé¿ êîíóñû íàä X, à C+X ∩ C−X = X. Ãîìîìîðôèçì íàäñòðîéêè ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè

πi(X) ∼= πi+1(C+X,X)→ πi+1(ΣX,C−X) ∼= πi+1(ΣX),

ãäå îáà èçîìîðôèçìà ïîëó÷àþòñÿ èç òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïàð, à ñðåäíåå
îòîáðàæåíèå èíäóöèðîâàíî âêëþ÷åíèåì. Òàê êàê X ÿâëÿåòñÿ (n− 1)-ñâÿçíûì, ïàðà
(C±X,X) ÿâëÿåòñÿ n-ñâÿçíîé. Ïîýòîìó èç òåîðåìû 4.5 âûòåêàåò, ÷òî πi+1(C+X,X)→
πi+1(ΣX,C−X) � èçîìîðôèçì ïðè i+ 1 < 2n è ýïèìîðôèçì ïðè i+ 1 = 2n. □

Òåîðåìà 4.7 (Õîïô). Ãðóïïà πn(S
n) èçîìîðôíà Z è ïîðîæäàåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì

êëàññîì òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ id : Sn → Sn. Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå
πn(S

n) → Z, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó îòîáðàæåíèþ åãî ñòåïåíü, ÿâëÿåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû Ôðåéäåíòàëÿ âûòåêàåò, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãî-
ìîìîðôèçìîâ íàäñòðîéêè

π1(S
1)→ π2(S

2)→ π3(S
3)→ . . .

ïåðâîå îòîáðàæåíèå � ýïèìîðôèçì, à âñå ïîñëåäóþùèå � èçîìîðôèçìû. Èç òî÷-
íîé ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññëîåíèÿ Õîïôà S1 → S3 → S2 ñëåäóåò
èçîìîðôèçì π2(S

2) ∼= π1(S
1), òàê ÷òî πn(S

n) = Z ïðè n ⩾ 1. □

Ïðèìåð 4.8. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ôðàãìåíò ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ðàññëîåíèÿ Õîïôà S3 → S2 ñî ñëîåì S1:

. . .→ π3(S
1)→ π3(S

3)→ π3(S
2)→ π2(S

1)→ . . .

Òàê êàê π3(S
1) = π2(S

1) = 0 è π3(S
3) ∼= Z, ìû ïîëó÷àåì π3(S

2) ∼= Z.

4.4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûðåçàíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà èñïîëü-
çîâàíèè ¾ñîîáðàæåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ¿.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.5. Ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âñ¼ áî-
ëåå îáùèõ ñëó÷àåâ. Ïåðâûé ñëó÷àé âêëþ÷àåò êëàññè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
Ôðåéäåíòàëÿ.
Ñëó÷àé 1. A ïîëó÷åíî èç C ïðèêëåèâàíèåì êëåòîê em+1

α , à B ïîëó÷åíî èç C ïðè-
êëåèâàíèåì îäíîé êëåòêè en+1.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñþðúåêòèâíîñòè ãîìîìîðôèçìà πi(A,C) → πi(X,B) ïðè
i ⩽ m + n ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíûé ñôåðîèä f : (Di, Si−1) → (X,B), ïðåäñòàâ-
ëÿþùèé íåêîòîðûé ýëåìåíò èç πi(X,B). Îáðàç f êîìïàêòåí, à ïîòîìó ïåðåñåêàåò
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êëåòîê em+1

α è en+1. Âûáåðåì òî÷êè pα ∈ em+1
α è q ∈ en+1.

Íàçîâ¼ì ïîëèýäðîì ðàçìåðíîñòè ⩽ k îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà âûïóêëûõ ìíî-
ãîãðàííèêîâ ðàçìåðíîñòè ⩽ k. Äîêàæåì äâå ëåììû.

Ëåììà 4.9. Ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå g : (Di, Si−1) → (X,B), ãîìîòîïíîå f â
êëàññå îòîáðàæåíèé ïàð (è ñêîëü óãîäíî áëèçêîå ê f), òàêîå, ÷òî g−1(pα) � ïîëèýäð
ðàçìåðíîñòè ⩽ i−m− 1 äëÿ ëþáîãî α, à g−1(q) � ïîëèýäð ðàçìåðíîñòè ⩽ i− n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû ëåæèò êîíñòðóêöèÿ êóñî÷íî-
ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè, óæå èçâåñòíàÿ íàì ïî äîêàçàòåëüñòâó ¾ëåììû î ñâîáîäíîé
òî÷êå¿ [Toï1, ëåììà 4.11]. Íàïîìíèì îñíîâíûå øàãè ýòîé êîíñòðóêöèè.

1) Îêðóæèì êàæäóþ èç òî÷åê pα, q ïÿòüþ ìàëûìè êîíöåíòðè÷åñêèìè øàðàìè:

pα ∈ B(α)
1 ⊂ . . . ⊂ B

(α)
5 , q ∈ B1 ⊂ . . . ⊂ B5.

2) Âûáåðåì â Di (êîìïàêòíûé) ìíîãîãðàííèê, ñîäåðæàùèé f−1
(
B5 ∪

⋃
αB

(α)
5

)
.

3) Òðèàíãóëèðóåì ýòîò ìíîãîãðàííèê íàñòîëüêî ìåëêî, ÷òî åñëè f -îáðàç ñèì-

ïëåêñà çàäåâàåò B
(α)
i , òî îí ñîäåðæèòñÿ â B

(α)
i+1, è òî æå äëÿ Bi è Bi+1.

4) Îáîçíà÷èì ÷åðåç K îáúåäèíåíèå ñèìïëåêñîâ, f -îáðàçû êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ

ñ B4 ∪
⋃
αB

(α)
4 .

5) Ïîäïðàâèì îòîáðàæåíèå f íà K, çàìåíèâ åãî îòîáðàæåíèåì g′, ñîâïàäàþùèì
ñ f íà âåðøèíàõ òðèàíãóëÿöèè è ëèíåéíûì íà êàæäîì ñèìïëåêñå.

6) ¾Ñîøü¼ì¿ g′ ñ f , ò. å. ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå g, ñîâïàäàþùåå ñ f âíå ìíîæåñòâà

f−1
(
B3 ∪

⋃
αB

(α)
3

)
è ñ g′ â f−1

(
B2 ∪

⋃
αB

(α)
2

)
è òàêîå, ÷òî g-îáðàç äîïîëíåíèÿ

ê f−1
(
B2 ∪

⋃
αB

(α)
2

)
íå çàäåâàåò B1 ∪

⋃
αB

(α)
1 (ýòî ñøèâàíèå îïèñàíî â êîíöå

äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4.11 èç [Toï1]).

Èòàê, ìû àïïðîêñèìèðîâàëè îòîáðàæåíèå f îòîáðàæåíèåì g ñ òàêèì ñâîéñòâîì: ïðî-
îáðàç îêðåñòíîñòè êàæäîé èç òî÷åê pα, q ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñèìïëåê-
ñîâ ∆i, íà êàæäîì èç êîòîðûõ îòîáðàæåíèå ëèíåéíî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè
pα ∈ g(∆i), òî dim g(∆i) = m+1 (ò. å. íå áûâàåò dim g(∆i) < m+1; èíà÷å ñäâèíåì pα ñ
¾çàïðåù¼ííîãî¿ ìíîæåñòâà ïðè ïîìîùè ãîìåîìîðôèçìà øàðà intDm+1 ∼= em+1

α , áëèç-
êîãî ê òîæäåñòâåííîìó). Àíàëîãè÷íî, åñëè q ∈ g(∆i), òî dim g(∆i) = n+1. Ïîñêîëüêó
ïðîîáðàç òî÷êè ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè g : ∆i → Rm+1, èìåþùåì (m+1)-ìåðíûé
îáðàç, åñòü âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ðàçìåðíîñòè ⩽ i−m−1, îòîáðàæåíèå g óäîâëå-
òâîðÿåò òðåáîâàíèÿì ëåììû. □

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ôîðìàëèçóåò ïîíÿòèå ¾îáùåãî ïîëîæåíèÿ¿, èñïîëüçóåìîå â äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû.

Ëåììà 4.10. Ïóñòü K,L ⊂ Rp � ïîëèýäðû ðàçìåðíîñòåé ⩽ k è ⩽ l ñîîòâåòñòâåí-
íî. Åñëè k + l + 1 < p, òî K è L íå çàöåïëåíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
èçîòîïèÿ (ãîìîòîïèÿ òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ãîìåîìîðôèç-
ìîâ) ft : Rp → Rp, òàêàÿ, ÷òî f1(K) è f1(L) ðàçäåëÿþòñÿ â Rp ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ãèïåðïëîñêîñòüH ⊂ Rp, òàêóþ, ÷òîH∩K = ∅. Äîêàæåì,
÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ Rp, òàêàÿ, ÷òî x è K ëåæàò ïî ðàçíóþ ñòîðîíó îò H è
íèêàêàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç x, íå ïåðåñåêàåò îäíîâðåìåííî K è L. Ïîëèýäð
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K ëåæèò â îáúåäèíåíèè ïëîñêîñòåé K1, . . . , Kp ðàçìåðíîñòè ⩽ k, à ïîëèýäð L ëåæèò
â îáúåäèíåíèè ïëîñêîñòåé L1, . . . , Lq ðàçìåðíîñòè ⩽ l. Ïóñòü Pij � ìèíèìàëüíàÿ
ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ Ki è Lj; òîãäà dimPij ⩽ dimKi + dimLj + 1 ⩽ k + l + 1 < p.
Â êà÷åñòâå x ìîæíî âçÿòü ëþáóþ òî÷êó â ïîëóïðîñòðàíñòâå, íå ñîäåðæàùåì K, íå
ëåæàùóþ â îáúåäèíåíèè ïëîñêîñòåé Pij. Òåïåðü íåîáõîäèìóþ èçîòîïèþ ïðîñòðàíñòâà
Rp ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ òî÷êà y ∈ Rp äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî
ïî íàïðàâëåíèþ ê x, ïðè÷¼ì ñêîðîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ îò y äî x, à
êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñâîé íà êàæäîìó ëó÷å, âûõîäÿùåì èç x, ðàâåí
íóëþ íà ëó÷àõ, ïåðåñåêàþùèõ K, è ïîëîæèòåëåí íà ëó÷àõ, ïåðåñåêàþùèõ L. □

Òåïåðü çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî ñëó÷àÿ 1 òåîðåìû âûðåçàíèÿ. Ðàññìîòðèì îòîá-
ðàæåíèå g : (Di, Si−1)→ (X,B), ïîñòðîåííîå â ëåììå 4.9, òàê ÷òî g−1(pα) � ïîëèýäð
ðàçìåðíîñòè ⩽ i−m− 1, à g−1(q) � ïîëèýäð ðàçìåðíîñòè ⩽ i− n− 1. Òàê êàê

(i−m− 1) + (i− n− 1) + 1 = 2i− (m+ n)− 1 ⩽ i− 1 < i,

ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 4.10, ò. å. ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëèýäðû g−1(
⋃
α pα) è

g−1(q) ðàçäåëåíû â Di ãèïåðïëîñêîñòüþ (ñì. ðèñ. 4.4).
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Ðèñ. 6.

Ïóñòü òåïåðü gt : (D
i, Si−1)→ (X,B)� ãîìîòîïèÿ îòîáðàæåíèÿ g = g0, ïðè êîòîðîé

ïîëóïðîñòðàíñòâî øàðàDi, ñîäåðæàùåå g−1(
⋃
α pα), ïîñòåïåííî ðàñòÿãèâàåòñÿ íà âåñü

øàð, à ïîëóïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå g−1(q), ïîñòåïåííî ñòÿãèâàåòñÿ íà ãðàíèöó
øàðà (ñì. ðèñ. 4.4). Òîãäà gt(S

i−1) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ
⋃
α pα äëÿ ëþáîãî t, à g1(D

i) íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ q. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êîììóòàòèâíîé äèàãðàììå

(8) πi(A,C)
e //

∼=
��

πi(X,B)

∼=
��

πi(X \ {q}, X \ {q} ∪
⋃
α{pα}) // πi(X,X \

⋃
α{pα})

äàííûé ýëåìåíò [f ] ∈ πi(X,B), ðàññìàòðèâàåìûé êàê ýëåìåíò ãðóïïû πi(X,X \⋃
α{pα}), ðàâåí ýëåìåíòó [g1] ∈ πi(X \ {q}, X \ {q} ∪

⋃
α{pα}) ∼= πi(A,C). Òåì ñàìûì

ñþðúåêòèâíîñòü ãîìîìîðôèçìà e : πi(A,C)→ πi(X,B) ïðè i ⩽ m+ n äîêàçàíà.
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Òåïåðü äîêàæåì èíúåêòèâíîñòü ãîìîìîðôèçìà e ïðè i < m+n. Ïóñòü äâà îòíîñè-
òåëüíûõ ñôåðîèäà f0, f1 : (D

i, Si−1) → (A,C) òàêîâû, ÷òî e([f0]) = e([f1]) ∈ πi(X,B).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ F : (Di, Si−1) × I → (X,B) ìåæäó ef0 è ef1. Ïðèìåíèâ
ëåììû 4.9 è 4.10 ê F è Di × I ∼= Di+1, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî F−1(

⋃
α pα) � ïîëè-

ýäð ðàçìåðíîñòè ⩽ i −m è F−1(q) � ïîëèýäð ðàçìåðíîñòè ⩽ i − n, ïðè÷¼ì ýòè äâà
ïîëèýäðà ðàçäåëåíû â Di × I ∼= Di+1 ãèïåðïëîñêîñòüþ (îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåðíîñòè
âûïîëíåíî, òàê êàê i − m + i − n + 1 = 2i − (m + n) + 1 < i + 1). Êàê è âûøå, èç
ðàññìîòðåíèÿ äèàãðàììû (8) âûòåêàåò, ÷òî F ïîäíèìàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè
äî îòîáðàæåíèÿ (Di, Si−1)× I → (A,C), ò. å. [f0] = [f1] â πi(A,C).

Ñëó÷àé 2. A ïîëó÷åíî èç C ïðèêëåèâàíèåì êëåòîê em+1
α , êàê â ñëó÷àå 1, à

B ïîëó÷åíî èç C ïðèêëåèâàíèåì êëåòîê ðàçìåðíîñòè ⩾ n + 1. ×òîáû äîêàçàòü,
÷òî, e : πi(A,C) → πi(X,B) � ýïèìîðôèçì ïðè i ⩽ m + n, ðàññìîòðèì ñôåðî-
èä f : (Di, Si−1) → (X,B). Òàê êàê îáðàç f êîìïàêòåí, îí ïåðåñåêàåò ëèøü êîíå÷-
íîå ÷èñëî êëåòîê. Ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèå èç ñëó÷àÿ 1, ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî
¾ñäâèíóòü¿ f ñ êàæäîé êëåòêè èç B \ C, â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ðàçìåðíîñòè. Èíú-
åêòèâíîñòü ãîìîìîðôèçìà e äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, ¾ñäâèãàÿ¿ îáðàç ãîìîòîïèè
F : (Di, Si−1)× I → (X,B) ñ êëåòîê èç B \ C.

Ñëó÷àé 3. A ïîëó÷åíî èç C ïðèêëåèâàíèåì êëåòîê ðàçìåðíîñòè ⩾ m + 1, à B
ïîëó÷åíî èç C ïðèêëåèâàíèåì êëåòîê ðàçìåðíîñòè ⩾ n + 1, êàê â ñëó÷àå 2. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî êëåòêè èç A\C èìåþò ðàçìåðíîñòü⩽ m+n+1, òàê êëåòêè áîëåå âûñîêîé
ðàçìåðíîñòè íå âëèÿþò íà πi(C) è πi(B) ïðè i ⩽ m + n, è ìû èìååì πi(A,C) =
πi(X,B) = 0 â ýòîì ñëó÷àå.
Ïóñòü Ak ⊂ A � îáúåäèíåíèå C è êëåòîê A ðàçìåðíîñòè ⩽ k, è ïóñòü Xk = Ak∪B.

Ìû äîêàæåì ðåçóëüòàò äëÿ îòîáðàæåíèÿ ek : πi(Ak, C) → πi(Xk, B) èíäóêöèåé ïî k.
Áàçà èíäóêöèè � ñëó÷àé k = m+1, ò. å. ñëó÷àé 2 âûøå. Äàëåå ðàññìîòðèì äèàãðàììó,
îáðàçîâàííóþ òî÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè òðîåê (Ak, Ak−1, C) è (Xk, Xk−1, B):

πi+1(Ak, Ak−1) //

��

πi(Ak−1, C) //

ek−1

��

πi(Ak, C) //

ek
��

πi(Ak, Ak−1) //

��

πi−1(Ak−1, C)

ek−1

��
πi+1(Xk, Xk−1) // πi(Xk−1, B) // πi(Xk, B) // πi(Xk, Xk−1) // πi−1(Xk−1, B)

Ïðè i < m + n ïåðâàÿ è ÷åòâ¼ðòàÿ âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè � èçîìîðôèçìû ñîãëàñíî
ñëó÷àþ 2, à âòîðàÿ è ïÿòàÿ ñòðåëêè � èçîìîðôèçìû ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíÿÿ âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà � èçîìîðôèçì ñîãëàñíî 5-ëåììå. Ïðè
i = m+n âòîðàÿ è ÷åòâ¼ðòàÿ âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè � ýïèìîðôèçìû, à ïÿòàÿ ñòðåë-
êà � ìîíîìîðôèçì, òàê ÷òî ñðåäíÿÿ ñòðåëêà � ýïèìîðôèçì ñîãëàñíî 5-ëåììå.

Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 3, òàê êàê ëþáàÿ m-ñâÿçíàÿ êëåòî÷íàÿ ïàðà
(A,C) èìååò ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè òàêîé âèä, êàê òàì îïèñàíî, è àíàëîãè÷íî
äëÿ (X,B) (ýòî � çàäà÷à 4.23). □

4.5. Ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ. Âîò åù¼ îäíî âàæíîå
ñëåäñòâèå òåîðåìû âûðåçàíèÿ (ñðàâíèòå ñ ïðåäëîæåíèåì 2.14, âûðàæàþùèì àíàëî-
ãè÷íîå ñâîéñòâî ãðóïï ãîìîëîãèé):
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Ïðåäëîæåíèå 4.11. Ïóñòü (X,A) � k-ñâÿçíàÿ êëåòî÷íàÿ ïàðà, à A ÿâëÿåòñÿ l-
ñâÿçíûì. Òîãäà ãîìîìîðôèçì

πi(X,A)→ πi(X/A),

èíäóöèðîâàííûé ôàêòîðîòîáðàæåíèåì (X,A)→ (X/A,A/A) = (X/A, pt), ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì ïðè i ⩽ k + l è ýïèìîðôèçìîì ïðè i = k + l + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê (X,A) � k-ñâÿçíàÿ êëåòî÷íàÿ ïàðà, à (CA,A) � (l + 1)-
ñâÿçíàÿ êëåòî÷íàÿ ïàðà, ãîìîìîðôèçì πi(X,A)→ πi(X ∪CA,CA) ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì ïðè i ⩽ k + l è ýïèìîðôèçìîì ïðè i = k + l + 1 ñîãëàñíî òåîðåìå 4.5. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, πi(X ∪ CA,CA) ∼= πi(X ∪ CA) ∼= πi(X/A), ãäå ïåðâûé èçîìîðôèçì
âûòåêàåò èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû (X ∪ CA,CA) ñî ñòÿãèâàåìûì CA, à
âòîðîé èçîìîðôèçì ñëåäóåò èç ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè X ∪CA ≃ X/A. □

Ïðåäëîæåíèå 4.12. Ïðè n ⩾ 2 ãðóïïà πn(
∨
α S

n
α) ñâîáîäíàÿ àáåëåâà, ïîðîæä¼ííàÿ

ãîìîòîïè÷åñêèìè êëàññàìè âêëþ÷åíèé Snα ↪→
∨
α S

n
α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîíå÷íîãî áóêåòà. Òîãäà
∨
α S

n
α åñòü n-

ìåðíûé îñòîâ ïðîèçâåäåíèÿ ñôåð
∏

α S
n
α ñî ñòàíäàðòíîé êëåòî÷íîé ñòðóêòóðîé. Òàê

êàê â
∏

α S
n
α ðàçìåðíîñòè âñåõ êëåòîê êðàòíû n, ïàðà (

∏
α S

n
α,
∨
α S

n
α) ÿâëÿåòñÿ (2n−1)-

câÿçíîé, ò. å. πi(
∏

α S
n
α,
∨
α S

n
α) = 0 ïðè i ⩽ 2n−1. Èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû

ïîëó÷àåì, ÷òî πn(
∨
α S

n
α)→ πn(

∏
α S

n
α) =

⊕
α Z � èçîìîðôèçì ïðè n ⩾ 2.

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî áóêåòà ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì

Φ :
⊕

απn(S
n
α)→ πn(

∨
αS

n
α).

Òîãäà Φ ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì, òàê êàê îáðàç ëþáîãî ñôåðîèäà f : Sn →
∨
α S

n
α

ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîì áóêåòå, ïîýòîìó [f ] ëåæèò â îáðàçå Φ ñîãëàñíî êîíå÷íîìó
ñëó÷àþ. Àíàëîãè÷íî, Φ ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì, òàê êàê ãîìîòîïèÿ ìåæäó f è
îòîáðàæåíèåì â òî÷êó òàêæå èìååò îáðàç, ñîäåðæàùèéñÿ â êîíå÷íîì áóêåòå, à äëÿ
êîíå÷íûõ áóêåòîâ Φ � ìîíîìîðôèçì. □

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì àíàëîãîì òåîðåìû, îïèñûâàþùåé
ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. [Toï1, Òåîðåìà 6.7]).

Ïðåäëîæåíèå 4.13. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ïîëó÷åíî èç áóêåòà ñôåð
∨
α S

n
α, n ⩾ 2,

ïðèêëåèâàíèåì êëåòîê en+1
β ïî îòîáðàæåíèÿì φβ : S

n →
∨
α S

n
α. Òîãäà πn(X) � ôàê-

òîðãðóïïà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû πn(
∨
α S

n
α)
∼=

⊕
α Z ïî ïîäãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé

êëàññàìè [φβ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðû (X,
∨
α S

n
α):

πn+1(X,
∨
αS

n
α)

∂−→ πn(
∨
αS

n
α) −→ πn(X) −→ 0

Òàêèì îáðàçîì, πn(X)�ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû πn(
∨
α S

n
α) ïî îáðàçó ãîìîìîðôèçìà ∂.

Ìû èìååì X/
∨
α S

n
α ≃

∨
β S

n+1
β . Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.11 ñëåäóåò, ÷òî πn+1(X,

∨
α S

n
α)
∼=

πn+1(X/
∨
α S

n
α)
∼= πn+1(

∨
β S

n+1
β ) � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèìè îòîáðàæåíèÿìè êëåòîê en+1
β . Ãðàíè÷íîå îòîáðàæåíèå ∂ ïåðåâîäèò èõ

â êëàññû [φβ], ÷òî è òðåáóåòñÿ. □



41

4.6. Ñòàáèëüíûå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû.

Ïðåäëîæåíèå 4.14. k-êðàòíàÿ íàäñòðîéêà ΣkX íàä ëþáûì êëåòî÷íûì ïðîñòðàí-
ñòâîì X ÿâëÿåòñÿ (k − 1)-ñâÿçíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî k. Ïðè k = 1 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ΣX
ëèíåéíî ñâÿçíî, ÷òî î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y = ΣkX ÿâëÿåòñÿ (k − 1)-
ñâÿçíûì, ò. å. πi(Y ) = 0 ïðè i < k. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.6 ãîìîìîðôèçì íàä-
ñòðîéêè πi(Y ) → πi+1(ΣY ) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðè i < 2k − 1. Â ÷àñòíîñòè,
πi+1(Σ

k+1X) = πi+1(ΣY ) ∼= πi(Y ) = 0 ïðè i < k (òàê êàê k ⩽ 2k − 1). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî Σk+1X ÿâëÿåòñÿ k-ñâÿçíûì. □

Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîìîìîðôèçìîâ íàäñòðîéêè

πi(X)→ πi+1(ΣX)→ πi+2(Σ
2X)→ . . .

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âñå ãîìîìîðôèçìû ñòàíîâÿòñÿ èçîìîðôèçìàìè. À
èìåííî, òàê êàê ΣkX ÿâëÿåòñÿ (k − 1)-ñâÿçíûì, πi+k(Σ

kX) → πi+k+1(Σ
k+1X) áóäåò

èçîìîðôèçìîì ïðè i+ k < 2(k − 1) + 1, ò. å. ïðè k > i+ 1.
Ãðóïïà πi+k(Σ

kX) ïðè k > i+ 1 íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïîé
êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ πsi (X).
Ïðè X = S0 ìû ïîëó÷àåì ãðóïïó πi+k(S

k), k > i + 1, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ i-é
ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïîé ñôåð è îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòî πsi . Íàïðèìåð, π

s
0 =

π2(S
2) = Z, πs1 = π4(S

3), πs2 = π6(S
4) è ò. ä.

Âû÷èñëåíèå ñòàáèëüíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï ñôåð � êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ãî-
ìîòîïè÷åñêîé òîïîëîãèè, êîòîðàÿ íå ðåøåíà äî ñèõ ïîð.

4.7. Ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà è ïðîèçâåäåíèå Ñàìåëüñîíà. Ïóñòü w : Sk+l−1 →
Sk ∨ Sl � ïðèêëåèâàþùåå îòîáðàæåíèå äëÿ (k + l)-êëåòêè ïðîèçâåäåíèÿ Sk × Sl ñî
ñòàíäàðòíîé êëåòî÷íîé ñòðóêòóðîé (ñ 4 êëåòêàìè). Â ÿâíîì âèäå îòîáðàæåíèå w
îïèñàíî â çàäà÷å 4.33.
Ïðîèçâåäåíèåì Óàéòõåäà ñôåðîèäîâ f : Sk → X è g : Sl → X íàçûâàåòñÿ ñôåðîèä,

çàäàâàåìûé êîìïîçèöèåé

[f, g]w : S
k+l−1 w−→ Sk ∨ Sl f∨g−→ X.

Ìû ïîëó÷àåì êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûé ãîìîìîðôèçì

[ · , · ]w : πk(X)× πl(X)→ πk+l−1(X),

êîòîðûé òàêæå íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì Óàéòõåäà. Ïðè k = l = 1 ïðîèçâåäåíèå
Óàéòõåäà � ýòî êîììóòàòîð â ãðóïïå π1(X), ò. å. [f, g]w = fgf−1g−1.
Ìû èìååì [f, g]w = 0 â ãðóïïå πk+l−1(X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèå

f ∨ g : Sk ∨ Sl → X ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ Sk × Sl → X.
Ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) äëÿ α ∈ πk(X) è β, γ ∈ πl(X) ñ l > 1 èìååì

[α, β + γ]w = [α, β]w + [α, γ]w;

á) äëÿ α ∈ πk(X) è β ∈ πl(X) ñ k, l > 1 èìååì

[α, β]w = (−1)kl[β, α]w;
â) äëÿ α ∈ πk(X), β ∈ πl(X) è γ ∈ πm(X) ñ k, l,m > 1 èìååì

(−1)km[[α, β]w, γ]w + (−1)lk[[β, γ]w, α]w + (−1)ml[[γ, α]w, β]w = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ à) è á) � çàäà÷è. Äîêàçàòü ñâîéñòâî â) íåïîñðåäñòâåí-
íî ñëîæíåå. Èìååòñÿ íåïðÿìîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà, èñïîëüçóþùèé ïðîèçâåäåíèÿ
Ñàìåëüñîíà è Ïîíòðÿãèíà, êîòîðûé òàêæå áóäåò èçëîæåí â âèäå çàäà÷.
Ïðè k = 1 ñâîéñòâî à) äà¼ò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå π1(X)×πl(X)→ πl(X), l > 1, êî-

òîðîå íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû íà âûñøèõ ãîìîòîïè÷åñêèõ
ãðóïïàõ.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ïåòåëü ΩX. Îïåðàöèÿ êîììóòèðîâàíèÿ ïåòåëü,

(x, y) 7→ xyx−1y−1, èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå c : ΩX∧ΩX → ΩX. (Åñëè áûòü òî÷íûì,
ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè, òàê êàê ïåòëè ó íàñ
èìåþò ôèêñèðîâàííóþ äëèíó. Ýòîãî ìîæíî èçáåæàòü, ðàññìàòðèâàÿ ïåòëè ïåðåìåí-
íîé äëèíû, òàê íàçûâàåìûå ïåòëè Ìóðà.)
Ïðîèçâåäåíèåì Ñàìåëüñîíà ñôåðîèäîâ f : Sp → ΩX è g : Sq → ΩX íàçûâàåòñÿ

ñôåðîèä

[f, g]s : S
p+q = Sp ∧ Sq f∧g−→ ΩX ∧ΩX c−→ ΩX.

Ýòî çàäà¼ò êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîå ïðîèçâåäåíèå

[ · , · ]s : πp(ΩX)× πq(ΩX)→ πp+q(ΩX),

êîòîðîå òàêæå íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì Ñàìåëüñîíà.
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå èçîìîðôèçìà t : πn(X)→ πn−1(ΩX)

ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà è Ñàìåëüñîíà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

t[α, β]w = (−1)k−1[tα, tβ]s

äëÿ α ∈ πk(X) è β ∈ πl(X). Ñ ó÷¼òîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñâîéñòâà à)�â) ïðîèçâåäåíèÿ
Óàéòõåäà ïåðåõîäÿò â ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ Ñàìåëüñîíà:

à) äëÿ φ ∈ πp(ΩX) è ψ, η ∈ πq(ΩX) èìååì

[φ, ψ + η]s = [φ, ψ]s + [φ, η]s;

á) äëÿ φ ∈ πp(ΩX) è ψ ∈ πq(ΩX) èìååì

[φ, ψ]s = −(−1)pq[ψ, φ]s;
â) äëÿ φ ∈ πp(ΩX), ψ ∈ πq(ΩX) è η ∈ πr(ΩX) èìååì

[φ, [ψ, η]s]s = [[φ, ψ]s, η]s + (−1)pq[ψ, [φ, η]s]s.
Ýòè òðè ñâîéñòâà íàçûâàþòñÿ áèëèíåéíîñòü, ãðàäóèðîâàííàÿ àíòèêîììóòàòèâ-
íîñòü è ãðàäóèðîâàííîå òîæäåñòâî ßêîáè, ñîîòâåòñòâåííî. Ãðàäóèðîâàííîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî V , íà êîòîðîì ââåäåíà îïåðàöèÿ [ · , · ] : V × V → V , óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ýòèì òð¼ì ñâîéñòâàì, íàçûâàåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé Ëè. Òàêèì
îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå Ñàìåëüñîíà ïðåâðàùàåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî π∗(ΩX)⊗Q
(ðàöèîíàëüíûå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû) â ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó Ëè, êîòîðàÿ íà-
çûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé àëãåáðîé Ëè ïðîñòðàíñòâà X.

4.8. Ãîìîìîðôèçì Ãóðåâè÷à, òåîðåìà Ãóðåâè÷à è òåîðåìà Óàéòõåäà. Îòîá-
ðàæåíèå Ãóðåâè÷à h : πn(X, x0) → Hn(X) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
ýëåìåíò [f ] ∈ πn(X, x0) ïðåäñòàâëåí ñôåðîèäîì f : (Sn, s0) → (X, x0) è ïóñòü
α ∈ Hn(S

n) � ôèêñèðîâàííàÿ îáðàçóþùàÿ ãðóïïû Hn(S
n) ∼= Z. Òîãäà ïîëîæèì

h([f ]) = f∗(α), ãäå f∗ : Hn(S
n) → Hn(X) � èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì â ãîìîëî-

ãèÿõ. Îòîáðàæåíèå h îïðåäåëåíî êîððåêòíî, òàê êàê ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ èíäó-
öèðóþò îäèíàêîâûå ãîìîìîðôèçìû â ãîìîëîãèÿõ.
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Îòíîñèòåëüíîå îòîáðàæåíèå Ãóðåâè÷à h : πn(X,A, x0) → Hn(X,A) îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå h([f ]) = f∗(α), ãäå f : (D

n, Sn−1, s0) → (X,A, x0) è α ∈ Hn(D
n, Sn−1) �

ôèêñèðîâàííàÿ îáðàçóþùàÿ ãðóïïû Hn(D
n, Sn−1) ∼= Z.

Ïðåäëîæåíèå 4.15. Îòîáðàæåíèå Ãóðåâè÷à h : πn(X, x0) → Hn(X) ÿâëÿåòñÿ ãî-
ìîìîðôèçìîì ïðè n ⩾ 1. Îòíîñèòåëüíîå îòîáðàæåíèå Ãóðåâè÷à h : πn(X,A, x0)→
Hn(X,A) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ïðè n > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî h : π1(X, x0) → H1(X) � ãîìîìîðôèçì â
òåîðåìå 4.1. Òàê ÷òî íóæíî äîêàçàòü ëèøü óòâåðæäåíèå îá îòíîñèòåëüíîì îòîáðà-
æåíèè Ãóðåâè÷à.
Ïóñòü f, g : (Dn, Sn−1)→ (X,A) � îòíîñèòåëüíûå ñôåðîèäû, ïðåäñòàâëÿþùèå ýëå-

ìåíòû ãðóïïû πn(X,A). Íàì íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî (f + g)∗ = f∗ + g∗, ãäå + â ëåâîé
÷àñòè îçíà÷àåò ñóììó ñôåðîèäîâ, à çâ¼çäî÷êà îçíà÷àåò èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîð-
ôèçì â ãîìîëîãèÿõ. Òîãäà ìû áóäåì èìåòü

h([f + g]) = (f + g)∗(α) = f∗(α) + g∗(α) = h([f ]) + h([g]),

÷òî è òðåáóåòñÿ.
Ïóñòü c : Dn → Dn ∨ Dn � îòîáðàæåíèå, ñòÿãèâàþùåå ýêâàòîð Dn−1 â òî÷êó, è

q1, q2 : D
n ∨ Dn → Dn � îòîáðàæåíèÿ, òîæäåñòâåííîå íà îäíîì ñëàãàåìîì áóêåòà è

ñòÿãèâàþùèå äðóãîå ñëàãàåìîå â òî÷êó. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ñóììû ñôåðîèäîâ,

f + g = (f ∨ g)c : (Dn, Sn−1)→ (Dn ∨Dn, Sn−1 ∨ Sn−1)→ (X,A).

Òåïåðü ðàññìîòðèì äèàãðàììó

Hn(D
n, Sn−1)

c∗ //

∆
**

Hn(D
n ∨Dn, Sn−1 ∨ Sn−1)

(f∨g)∗ //

∼=q1∗⊕q2∗
��

Hn(X,A)

Hn(D
n, Sn−1)⊕Hn(D

n, Sn−1)

f∗+g∗
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Îòîáðàæåíèå q1∗ ⊕ q2∗ � èçîìîðôèçì, òàê êàê åãî îáðàòíûé åñòü i1∗ + i2∗, ãäå
i1, i2 : Dn ↪→ Dn ∨ Dn � âêëþ÷åíèÿ ñëàãàåìûõ â áóêåò. Òàê êàê îòîáðàæåíèÿ
q1c, q2c : (D

n, Sn−1) → (Dn, Sn−1) ãîìîòîïíû òîæäåñòâåííîìó, (q1∗ ⊕ q2∗)c∗ = ∆ �
äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå α 7→ (α, α). Òàê êàê (f ∨ g)i1 = f è (f ∨ g)i2 = g, èìååì

(f ∨ g)∗(i1∗ + i2∗)(α, 0) = f∗(α), (f ∨ g)∗(i1∗ + i2∗)(0, α) = g∗(α).

Ñëåäîâàòåëüíî,

(f ∨ g)∗c∗(α) = (f ∨ g)∗(i1∗+ i2∗)(q1∗⊕ q2∗)c∗(α) = (f ∨ g)∗(i1∗+ i2∗)(α, α) = (f∗+ g∗)(α).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (f ∨ g)∗c∗ = (f + g)∗ (ñì. âûøå). □

Ãîìîìîðôèçì Ãóðåâè÷à h : π1(X, x0)→ H1(X) îïèñàí â òåîðåìå 4.1.

Òåîðåìà 4.16 (Ãóðåâè÷). Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ (n−1)-ñâÿçíûì, n ⩾ 2,
ò. å. π0(X, x0) = π1(X, x0) = . . . = πn−1(X, x0) = 0. Òîãäà H1(X) = . . . = Hn−1(X) = 0
è h : πn(X, x0)→ Hn(X) � èçîìîðôèçì.
Ïóñòü ïàðà (X,A) ÿâëÿåòñÿ (n−1)-ñâÿçíîé, n ⩾ 2, à ïðîñòðàíñòâî A îäíîñâÿçíî è

íåïóñòî. Òîãäà Hi(X,A) = 0 ïðè i < n è h : πn(X,A, x0)→ Hn(X,A) � èçîìîðôèçì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðåâ êëåòî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X �
êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, à (X,A) � êëåòî÷íàÿ ïàðà. Òîãäà îòíîñèòåëüíûé ñëó÷àé
òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê àáñîëþòíîìó, òàê êàê πi(X,A) ∼= πi(X/A) ïðè i ⩽ n ñîãëàñíî

ïðåäëîæåíèþ 4.11, à Hi(X,A) ∼= H̃i(X/A) ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.14.
Â àáñîëþòíîì ñëó÷àå íåñëîæíîå îáîáùåíèå ïðåäëîæåíèÿ 6.6 èç [Toï1] ïîêàçûâàåò,

÷òî (n − 1)-ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X ìîæíî çàìåíèòü íà ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ îäíîé 0-ìåðíîé êëåòêîé è áåç êëåòîê ðàçìåðíîñòè
⩽ n − 1. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü Xn−1 = pt , à çíà÷èò H̃i(X) = 0 ïðè i < n. Äàëåå,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X = Xn+1, òàê êàê êëåòêè ðàçìåðíîñòè ⩾ n+2 íå âëèÿþò íè íà
πn, íè íàHn. Òàêèì îáðàçîì,X èìååò âèä (

∨
α S

n
α)∪(

⋃
β e

n+1
β ), êàê â ïðåäëîæåíèè 4.13.

Òîãäà ãîìîìîðôèçìû Ãóðåâè÷à πn+1(X,X
n)→ Hn+1(X,X

n) è πn(X
n)→ Hn(X

n) �
èçîìîðôèçìû, òàê êàê âñå âõîäÿùèå â íèõ ãðóïïû � ñâîáîäíûå àáåëåâû, ïîðîæä¼í-
íûå êëàññàìè ñôåð, âõîäÿùèõ â áóêåòû. Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

πn+1(X,X
n) //

∼=
��

πn(X
n) //

∼=
��

πn(X) //

h
��

0

Hn+1(X,X
n) // Hn(X

n) // Hn(X) // 0

Èç 5-ëåììû ñëåäóåò, ÷òî h : πn(X)→ Hn(X) � èçîìîðôèçì. □

Òåîðåìà 4.17 (ãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðåìà Óàéòõåäà). Îòîáðàæåíèå f : X → Y îä-
íîñâÿçíûõ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ f∗ : Hn(X) → Hn(Y )
ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè äëÿ âñåõ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî äîêàçàòü ëèøü óòâåðæäåíèå ¾òîãäà¿. Çàìåíèâ f íà êëåòî÷-
íîå îòîáðàæåíèå, à Y íà (X× I)∪f Y (öèëèíäð îòîáðàæåíèÿ f), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
f � âëîæåíèå êëåòî÷íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ò. å. (Y,X) � êëåòî÷íàÿ ïàðà.
Òàê êàê f∗ : Hn(X)→ Hn(Y ) ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè äëÿ âñåõ n, èç ãîìîëîãè÷å-

ñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû ñëåäóåò, ÷òî Hn(Y,X) = 0 äëÿ ëþáîãî n. Òàê êàê X
ëèíåéíî ñâÿçíî, à Y îäíîñâÿçíî, èç ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû ñëåäó-
åò, ÷òî π1(Y,X) = 0, ò. å. ïàðà (Y,X) îäíîñâÿçíà. Òàê êàê X îäíîñâÿçíî, èç îòíîñè-
òåëüíîé òåîðåìû Ãóðåâè÷à ñëåäóåò, ÷òî h : π2(Y,X) → H2(Y,X) = 0 � èçîìîðôèçì.
Ñëåäîâàòåëüíî, π2(Y,X) = 0, ò. å. ïàðà (Y,X) 2-ñâÿçíà. Ïðîäîëæàÿ ïî èíäóêöèè,
ìû ïîëó÷àåì πn(Y,X) = 0. Èç ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû ñëåäóåò,
÷òî f∗ : πn(X) → πn(Y ) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äëÿ ëþáîãî n. Ñëåäîâàòåëüíî, f �
ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïî òåîðåìå Óàéòõåäà (ñì. [Toï1, òåîðåìà 9.10]). □

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

4.18. Âû÷èñëèòå ïåðâóþ ãðóïïó ãîìîëîãèé áóòûëêè Êëåéíà êàê àáåëåíèçàöèþ å¼
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû.

4.19. Íàïîìíèì, ÷òî [X, Y ] îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî êëàññîâ ãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèé
X → Y . Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà X, Y ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè äëÿ
ëþáîãî Z ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå φZ : [Z,X] → [Z, Y ], êîòî-
ðîå åñòåñòâåííî ïî Z. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ h : Z → Z ′
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äèàãðàììà

[Z,X]
φZ

// [Z, Y ]

[Z ′, X]

h∗

OO

φZ′

// [Z ′, Y ]

h∗

OO

êîììóòàòèâíà.

4.20. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà X, Y ñëàáî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè
äëÿ ëþáîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà Z ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå φZ : [Z,X]→ [Z, Y ], êîòîðîå åñòåñòâåííî ïî Z.

4.21. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñëàáî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïðîñòðàíñòâ X, Y , äëÿ
êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò íè ñëàáîé ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè f : X → Y , íè
ñëàáîé ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè g : Y → X.

4.22. Ïóñòü D2
+ è D2

− � âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ çàìêíóòûå ïîëóñôåðû â S2, è N � ñå-
âåðíûé ïîëþñ. Óáåäèòåñü, ÷òî π3(S

2, D2
+)
∼= Z, à π3(S2 \N,D2

+ \N) = 0. Àíàëîãè÷íî,
π3(S

2, D2
+)
∼= Z, à π3(D2

−, D
2
− ∩ D2

+) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî âûðåçàíèÿ íå âû-
ïîëíåíî äëÿ π3(S

2, D2
+).

4.23. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé n-ñâÿçíîé êëåòî÷íîé ïàðû (X,A) ñóùåñòâóåò êëå-
òî÷íîå ïðîñòðàíñòâî Z, ïîëó÷àåìîå èç A ïðèêëåèâàíèåì êëåòîê ðàçìåðíîñòè > n, è
ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü Z → X, íåïîäâèæíàÿ íà A.

4.24. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà S2 è S3×CP∞ èìåþò îäèíàêîâûå ãîìîòîïè÷åñêèå
ãðóïïû, íî ðàçíûå ãðóïïû ãîìîëîãèé.

4.25. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Sm × RP n è Sn × RPm èìåþò îäèíàêîâûå ãîìî-
òîïè÷åñêèå ãðóïïû, íî ïðè m ̸= n è n > 1 èõ ãðóïïû ãîìîëîãèé ðàçëè÷íû.

4.26. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà S1 ∨ S1 ∨ S2 è S1× S1 èìåþò îäèíàêîâûå ãðóïïû
ãîìîëîãèé, íî ðàçíûå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû.

4.27. Âû÷èñëèòå πn(S
1 ∨ Sn).

4.28. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 0 è ëþáîé ãðóïïû π, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü
àáåëåâîé ïðè n > 1, ñóùåñòâóåò êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâîX, äëÿ êîòîðîãî πn(X) = π è
πi(X) = 0 ïðè i ̸= n. Òàêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ýéëåíáåðãà�
Ìàêëåéíà è îáîçíà÷àåòñÿ K(π, n).

4.29. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî K(π, n) åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïè÷å-
ñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

4.30. Óáåäèòåñü, ÷òî K(Z, 1) ≃ S1, K(Z2, 1) ≃ RP∞, K(Z, 2) ≃ CP∞, à òàêæå ÷òî
âñå äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì S2 è RP 2, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè
òèïà K(π, 1).
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4.31. Ïóñòü X � ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîì-
ìóòàòèâíàÿ äèàãðàììà ïðîñòðàíñòâ è îòîáðàæåíèé

...

��
X3

��
X2

��
X //

>>

GG

X1

â êîòîðîé êàæäîå îòîáðàæåíèå X → Xn èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ãðóïï πi ïðè i ⩽ n,
à πi(Xn) = 0 ïðè i > n. Ýòà äèàãðàììà íàçûâàåòñÿ áàøíåé Ïîñòíèêîâà äëÿ X.

4.32. Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêèì ñëîåì îòîáðàæåíèÿ Xn → Xn−1 â áàøíå Ïîñò-
íèêîâà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî òèïà K(π, n), ãäå π = πn(X).

4.33. Äîêàæèòå, ÷òî ïðèêëåèâàþùåå îòîáðàæåíèå w : Sk+l−1 → Sk ∨ Sl äëÿ (k + l)-
êëåòêè ïðîèçâåäåíèÿ Sk × Sl çàäà¼òñÿ êîìïîçèöèåé

Sk+l−1 = ∂(Dk ×Dl) = Dk × Sl−1 ∪Sk−1×Sl−1 Sk−1 ×Dl → Sk ∨ Sl,

ãäå ïîñëåäíåå îòîáðàæåíèå ñîñòîèò èç äâóõ ïðîåêöèé

Dk × Sl−1 → Dk → Dk/Sk−1 = Sk ↪→ Sk ∨ Sl è

Sk−1 ×Dl → Dl → Dl/Sl−1 = Sl ↪→ Sk ∨ Sl

è ïåðåâîäèò Sk−1 × Sl−1 â îòìå÷åííóþ òî÷êó.

4.34. Óáåäèòåñü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà π1(X)× π1(X)→ π1(X) � êîììóòàòîð.

4.35. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ α ∈ πk(X) è β, γ ∈ πl(X) ñ l > 1 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
[α, β + γ]w = [α, β]w + [α, γ]w.

4.36. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ α ∈ πk(X) è β ∈ πl(X) ñ k, l > 1 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
[α, β]w = (−1)kl[β, α]w.

4.37. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå èçîìîðôèçìà ñîïðÿæåíèÿ t : πn(X)→
πn−1(ΩX) ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà è Ñàìåëüñîíà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

t[α, β]w = (−1)k−1[tα, tβ]s

äëÿ α ∈ πk(X) è β ∈ πl(X).
Âûâåäèòå ñâîéñòâà à)�â) ïðîèçâåäåíèÿ Ñàìåëüñîíà (áèëèíåéíîñòü, ãðàäóèðîâàí-

íóþ àíòèêîììóòàòèâíîñòü è ãðàäóèðîâàííîå òîæäåñòâî ßêîáè) èç ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñâîéñòâ ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà.

4.38. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ιn êàíîíè÷åñêóþ îáðàçóþùóþ ãðóïïû πn(S
n) è ÷åðåç η2 �

êàíîíè÷åñêóþ îáðàçóþùóþ ãðóïïû π3(S
2), ò. å. êëàññ îòîáðàæåíèÿ Õîïôà S3 → S2.

Ïîêàæèòå, ÷òî [ι2, ι2]w = 2η2.
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4.39. Ïóñòü α ∈ πk(X) è β ∈ πl(X). Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà [α, β]w
ëåæèò â ÿäðå ãîìîìîðôèçìà íàäñòðîéêè Σ : πk+l−1(X)→ πk+l(ΣX).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè X � (n − 1)-ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, òî ïðîèçâåäå-

íèÿ Óàéòõåäà [α, β]w êëàññîâ α, β ∈ πn(X) ëåæàò â ÿäðå ãîìîìîðôèçìà íàäñòðîé-
êè Σ : π2n−1(X) → π2n(ΣX) â ¾ïîãðàíè÷íîé¿ ðàçìåðíîñòè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ýïè-
ìîðôèçìîì ñîãëàñíî òåîðåìå Ôðåéäåíòàëÿ. ¾Òðóäíàÿ ÷àñòü¿ òåîðåìû Ôðåéäåíòàëÿ
óòâåðæäàåò, ÷òî ÿäðî ýòîãî ýïèìîðôèçìà ïîðîæäåíî êëàññàìè âèäà [α, β]w.

4.40. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî [α, β]w = 0 äëÿ ëþáûõ
α ∈ πk(X) è β ∈ πl(X). Ýòî îáîáùàåò òîò ôàêò, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà òîïî-
ëîãè÷åñêîé ãðóïïû êîììóòàòèâíà.

4.41. Äîêàæèòå, ÷òî π4(S
3) ∼= Z2 èëè 0. (Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ãîìîìîðôèçì íàä-

ñòðîéêè π3(S
2) → π4(S

3) è èñïîëüçóéòå çàäà÷è 4.38 è 4.39.) Òðóäíàÿ ÷àñòü òåîðåìû
Ôðåéäåíòàëÿ äà¼ò πs1 = π4(S

3) ∼= Z2.

4.42. Ïðèâåäèòå ïðèìåð (n− 1)-ñâÿçíîé ïàðû (X,A), n ⩾ 2, ñ íåîäíîñâÿçíûì A, äëÿ
êîòîðîé h : πn(X,A, x0)→ Hn(X,A) íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

4.43. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ

S1 × S1 → (S1 × S1)/(S1 ∨ S1) = S2

èíäóöèðóåò òðèâèàëüíûé ãîìîìîðôèçì â ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïïàõ, íî íåòðèâèàëü-
íûé ãîìîìîðôèçì â ãðóïïàõ ãîìîëîãèé.

4.44. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ p : S3 → S2 ðàññëîåíèÿ Õîïôà èíäóöèðóåò òðèâèàëü-
íûé ãîìîìîðôèçì â ãðóïïàõ ãîìîëîãèé, íî íåòðèâèàëüíûé ãîìîìîðôèçì â ãîìîòî-
ïè÷åñêèõ ãðóïïàõ.

4.45. Ïóñòü α ∈ πk(X) è β ∈ πl(X). Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà [α, β]w
ëåæèò â ÿäðå ãîìîìîðôèçìà Ãóðåâè÷à h : πk+l−1(X)→ Hk+l−1(X).

4.46. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X îäíîñâÿçíî è Hi(X) ∼= Hi(S
n) äëÿ ëþáîãî n, òî X ≃ Sn.

4.47. Ïîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå îäíîñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâ X è Y â òåîðåìå 4.17 ñóùå-
ñòâåííî.

4.48. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ ñâÿçíûõ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ f : X → Y ,
äëÿ êîòîðîãî f∗ : π1(X)→ π1(Y ) � èçîìîðôèçì è f∗ : Hn(X)→ Hn(Y ) � èçîìîðôèçì
äëÿ ëþáîãî n, íî f íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. (Ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî òàêîå f áóäåò ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, åñëè ãðóïïû π1(X)
è π1(Y ) àáåëåâû è òðèâèàëüíî äåéñòâóþò íà âûñøèõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïïàõ.)

5. Ãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè è êîãîìîëîãèè

5.1. Îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ñâîéñòâà. Íàïîìíèì, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
G ⊗ H àáåëåâûõ ãðóïï G è H îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîðãðóïïà ñâîáîäíîé àáåëåâîé
ãðóïïû ñ îáðàçóþùèìè g⊗h, g ∈ G, h ∈ H, ïî ñîîòíîøåíèÿì (g+g′)⊗h = g⊗h+g′⊗h
è g ⊗ (h + h′) = g ⊗ h + g ⊗ h′. Êðîìå òîãî, îïðåäåëåíà àáåëåâà ãðóïïà Hom(G,H),
ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìû G→ H.
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Ïóñòü òåïåðü äàíà ôèêñèðîâàííàÿ àáåëåâà ãðóïïà G. Òîãäà îïðåäåëåíû, ñîîòâåò-
ñòâåííî, êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîðû

−⊗G : H 7→ H ⊗G, Hom(−, G) : H 7→ Hom(H,G),

èç àáåëåâûõ ãðóïï â àáåëåâû ãðóïïû.
Ïóñòü òåïåðü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðèìåíÿÿ ôóíêòîðû − ⊗ G è

Hom(−, G) ê ãðóïïàì ñèíãóëÿðíûõ öåïåé Cn(X), ìû ïîëó÷àåì ãðóïïû

Cn(X;G) = Cn(X)⊗G è Cn(X;G) = Hom(Cn(X), G),

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ãðóïïàìè cèíãóëÿðíûõ öåïåé ñ êîýôôèöèåíòàìè â G è ãðóïïà-
ìè cèíãóëÿðíûõ êîöåïåé ñ êîýôôèöèåíòàìè â G, ñîîòâåòñòâåííî. Â áîëåå ÿâíîì
âèäå ñèíãóëÿðíàÿ öåïü a ∈ Cn(X;G) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
a =

∑
i kiσi, ãäå ki ∈ G è σi : ∆

n → X � ñèíãóëÿðíûå ñèìïëåêñû. Ñèíãóëÿðíàÿ
êîöåïü c ∈ Cn(X;G) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå n-ìåðíûõ ñèíãó-
ëÿðíûõ ñèìïëåêñîâ ïðîñòðàíñòâà X ñî çíà÷åíèÿìè â ãðóïïå G. Çíà÷åíèå êîöåïè c
íà ñèíãóëÿðíîì ñèìïëåêñå σ îáîçíà÷àåòñÿ c(σ) èëè ⟨c, σ⟩.
Ïðèìåíÿÿ −⊗G è Hom(−, G) ê ãðàíè÷íîìó ãîìîìîðôèçìó ∂n : Cn(X)→ Cn−1(X),

ìû ïîëó÷àåì ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì ∂n : Cn(X;G)→ Cn−1(X;G),

∂nσ =
n∑
i=0

(−1)iσ|[v0,...,v̂i,...,vn],

ãäå σ : ∆n = [v0, . . . , vn]→ X � ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ, è êîãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì
(äèôôåðåíöèàë) dn−1 : C

n−1(X;G)→ Cn(X;G), çàäàâàåìûé ôîðìóëîé

(9) (dn−1c)(σ) = c(∂nσ) =
n∑
i=0

(−1)ic
(
σ|[v0,...,v̂i,...,vn]

)
.

Ìû èìååì ∂n∂n+1 = 0 è dndn−1 = 0. Òàêèì, îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì öåïíîé êîìïëåêñ

. . . −→ Cn+1(X;G)
∂n+1−→ Cn(X;G)

∂n−→ Cn−1(X;G) −→ . . .
∂1−→ C0(X;G)

∂0−→ 0,

à òàêæå êîöåïíîé êîìïëåêñ

0 −→ C0(X;G)
d0−→ . . . −→ Cn−1(X;G)

dn−1−→ Cn(X;G)
dn−→ Cn+1(X;G) −→ . . .

Ãðóïïà ãîìîëîãèé Hn(X;G) = Ker ∂n/ Im ∂n+1 íàçûâàåòñÿ n-é ãðóïïîé ñèíãóëÿðíûõ
ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà X ñ êîýôôèöèåíòàìè â G.
Ãðóïïà Hn(X;G) = Ker dn/ Im dn−1 íàçûâàåòñÿ n-é ãðóïïîé ñèíãóëÿðíûõ êîãîìî-

ëîãèé ïðîñòðàíñòâà X ñ êîýôôèöèåíòàìè â G. Êîöåïè èç Ker dn íàçûâàþòñÿ n-
ìåðíûìè êîöèêëàìè, à êîöåïè èç Im dn−1 íàçûâàþòñÿ êîãðàíèöàìè.
ßñíî, ÷òî Hn(X;Z) = Hn(X). Äëÿ êîãîìîëîãèé Hn(X;Z) ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z

èñïîëüçóåòñÿ ñîêðàù¼ííîå îáîçíà÷åíèå Hn(X).

Ïðè îïðåäåëåíèè ïðèâåä¼ííûõ ãîìîëîãèé H̃n(X;G) ìû ðàññìàòðèâàëè ãîìîìîð-
ôèçì àóãìåíòàöèè ε : C0(X;G) → G, çàäàííûé ôîðìóëîé ε(

∑
i kiσi) =

∑
i ki. Äâîé-

ñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ε∗ : G → C0(X;G) ïåðåâîäèò g ∈ G â ôóíêöèþ, ïðèíèìàþ-
ùóþ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå g íà âñåõ 0-ñèìïëåêñàõ. Ìû ïîëó÷àåì êîàóãìåíòèðîâàííûé
êîöåïíîé êîìïëåêñ

0 −→ G
ε∗−→ C0(X;G)

d0−→ C1(X;G)
d1−→ C2(X;G) −→ . . .
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Åãî êîãîìîëîãèè íàçûâàþòñÿ ïðèâåä¼ííûìè ãðóïïàìè êîãîìîëîãèé è îáîçíà÷àþòñÿ
H̃n(X;G). Ìû èìååì H̃0 = Ker d0/ Im ε∗ = H0/ Im ε∗ è H̃n = Hn, n ⩾ 1.
Ñâîéñòâà ãðóïï ãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì

îáû÷íûõ ãðóïï ãîìîëîãèé (ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z). Ñâîéñòâà ãðóïï êîãîìîëîãèé
ïîëó÷àþòñÿ ¾ôîðìàëüíûì îáðàùåíèåì ñòðåëîê¿. Ïðèâåä¼ì ôîðìóëèðîâêè óòâåð-
æäåíèé, â êîòîðûõ èìåþòñÿ íåêîòîðûå îòëè÷èÿ; äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z.

Òåîðåìà 5.1. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ f : X → Y èíäóöèðóåò ãî-
ìîìîðôèçìû ãðóïï êîãîìîëîãèé f ∗ : H∗(Y )→ H∗(X).
Åñëè îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Y ãîìîòîïíû, òî f ∗ = g∗.

Äëÿ ïàðû (X,A) ãðóïïà îòíîñèòåëüíûõ êîöåïåé Cn(X,A) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîä-
ãðóïïà â Cn(X), ñîñòîÿùàÿ èç êîöåïåé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ñèíãóëÿðíûõ ñèì-
ïëåêñàõ, îáðàçû êîòîðûõ ëåæàò â A. (Íàïîìíèì, ÷òî îòíîñèòåëüíûå öåïè Cn(X,A)
îïðåäåëÿëèñü êàê ôàêòîðãðóïïà Cn(X)/Cn(A)). Òàê êàê dn ïåðåâîäèò Cn(X,A) â
Cn+1(X,A), ãðóïïû Cn(X,A) îáðàçóþò êîöåïíîé êîìïëåêñ, êîãîìîëîãèé êîòîðîãî �
îòíîñèòåëüíûå êîãîìîëîãèè Hn(X,A).

Òåîðåìà 5.2. Äëÿ ïàðû (X,A) èìååò ìåñòî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . . −→ Hn−1(X)
i∗−→ Hn−1(A)

d−→ Hn(X,A)
j∗−→ Hn(X)

i∗−→ Hn(A) −→ . . .

Åñëè âëîæåíèå i : A ↪→ X ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì (íàïðèìåð, åñëè (X,A) � êëå-

òî÷íàÿ ïàðà), òî Hn(X,A) ∼= H̃n(X/A).

Êîãðàíè÷íûé (èëè ñâÿçûâàþùèé) ãîìîìîðôèçì d : Hn−1(A) → Hn(X,A) â òî÷-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü êëàññ [c] ∈
Hn−1(A) ïðåäñòàâëåí êîöèêëîì c ∈ Cn−1(A). Ïðîäîëæèì c äî êîöåïè c ∈ Cn−1(X),
ïîëîæèâ ôóíêöèþ c ðàâíîé íóëþ íà ñèíãóëÿðíûõ ñèìïëåêñàõ, êîòîðûå íå ëåæàò
â A. Êîöåïü dn−1c ∈ Cn(X) íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ êîöèêëîì â Cn(X,A), òàê êàê
dn−1c = 0. Òîãäà d[c] = [dn−1c] ∈ Hn(X,A).

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü (Xα, xα) � íàáîð ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè, äëÿ
êîòîðûõ âëîæåíèÿ xα ↪→ Xα ÿâëÿþòñÿ êîðàññëîåíèÿìè. Òîãäà

H̃n
(∨
α

Xα

)
∼=

∏
α

H̃n(Xα), n ⩾ 0.

Êàê è â ñëó÷àå ãîìîëîãèé, ýòî âûòåêàåò èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïà-
ðû (

⊔
αXα,

⊔
α{xα}). Îòëè÷èå (êîòîðîå ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî äëÿ áåñêîíå÷íûõ íà-

áîðîâ ïðîñòðàíñòâ) â òîì, ÷òî Hn(
⊔
αXα) =

⊕
αHn(Xα) � ïðÿìàÿ ñóììà, à

Hn(
⊔
αXα) =

∏
αH

n(Xα) � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå. Ýòî âûòåêàåò èç àëãåáðàè÷åñêîãî
ôàêòà: Hom(

⊕
αGα, H) ∼=

∏
αHom(Gα, H).

Äëÿ êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X ìîæíî îïðåäåëèòü ãðóïïó êëåòî÷íûõ êîöå-
ïåé Cn(X;G) ëèáî êàê Hn(Xn, Xn−1;G), ëèáî êàê Hom(Cn(X), G), ãäå Cn(X) =
Hn(X

n, Xn−1) � ãðóïïà êëåòî÷íûõ öåïåé. Ýòè äâà ïîäõîäà ýêâèâàëåíòíû (çàäà÷à).
Êîãîìîëîãèè Hn(X;G) ïîëó÷àåìîãî êîöåïíîãî êîìïëåêñà íàçûâàþòñÿ êëåòî÷íûìè
êîãîìîëîãèÿìè ïðîñòðàíñòâà X ñ êîýôôèöèåíòàìè â G. ÒîãäàHn(X;G) ∼= Hn(X;G).
Êëåòî÷íóþ êîöåïü c ∈ Cn−1(X;G) ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ôóíêöèþ íà

(n − 1)-ìåðíûõ îðèåíòèðîâàííûõ êëåòêàõ en−1
β ∈ X ñî çíà÷åíèÿìè â G, òàêóþ, ÷òî
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çàìåíà îðèåíòàöèè êëåòêè ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çíàêà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Òîãäà
êîãðàíè÷íîå îòîáðàæåíèå d : Cn−1(X;G)→ Cn(X;G) çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

dc(enα) =
∑
β

dαβc(e
n−1
β ),

ãäå îïðåäåëåíèå ÷èñåë dαβ ∈ Z äàíî â òåîðåìå 3.5.

Ïðèìåð 5.4. Íàïîìíèì (ñì. ïðèìåð 3.7), ÷òî êëåòî÷íûé öåïíîé êîìïëåêñ äëÿ RP n

èìååò âèä

0 −→ Z 2−→ Z 0−→ . . .
2−→ Z 0−→ Z 2−→ Z 0−→ Z −→ 0, åñëè n ÷¼òíî;

0 −→ Z 0−→ Z 2−→ . . .
2−→ Z 0−→ Z 2−→ Z 0−→ Z −→ 0, åñëè n íå÷¼òíî.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ôóíêòîðîâ − ⊗ Z2 è Hom(−,Z2) âñå ãîìîìîðôèçìû â ïîëó÷à-
åìîì êîìïëåêñå ñòàíîâÿòñÿ íóëåâûìè. Ïîýòîìó Hk(RP n;Z2) ∼= Hk(RP n;Z2) = Z2

ïðè 0 ⩽ k ⩽ n. Îäíàêî ãðóïïû öåëî÷èñëåííûõ êîãîìîëîãèé Hk(RP n) îòëè÷àþòñÿ îò
ãðóïï ãîìîëîãèé Hk(RP n) (çàäà÷à).

5.2. Êîýôôèöèåíòíûå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ðàññìîòðèì êîðîòêóþ
òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáåëåâûõ ãðóïï

(10) 0 −→ F −→ G −→ H −→ 0

Ïðèìåíÿÿ ê íåé ôóíêòîðû Cn(X) ⊗ −, ïîëó÷àåì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü öåïíûõ êîìïëåêñîâ

0 −→ C•(X;F ) −→ C•(X;G) −→ C•(X;H) −→ 0

(ïðèìåíåíèå ôóíêòîðà G ⊗ − íå îáÿçàòåëüíî ñîõðàíÿåò òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, ñì. ñëåäóþùèé ïîäðàçäåë, îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå ýòî âåðíî, òàê êàê ãðóïïà
Cn(X) ñâîáîäíà). Êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåïíûõ êîìïëåêñîâ ïðèâî-
äèò ê äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîìîëîãèé (ñì. òåîðåìó 2.9)

(11) . . . −→ Hn(X;F ) −→ Hn(X;G) −→ Hn(X;H)
∂−→ Hn−1(X;F ) −→ . . .

Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ ê (10) ôóíêòîðû Hom(Cn(X),−), ïîëó÷àåì êîðîòêóþ òî÷-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîöåïíûõ êîìïëåêñîâ

0 −→ C•(X;F ) −→ C•(X;G) −→ C•(X;H) −→ 0

è äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãèé

(12) . . . −→ Hn(X;F ) −→ Hn(X;G) −→ Hn(X;H)
d−→ Hn+1(X;F ) −→ . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (11) è (12) íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòíûìè òî÷íûìè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòÿìè.
Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êîðîòêèå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −→ Z ·m−→ Z −→ Zm −→ 0 è 0 −→ Zm −→ Zm2 −→ Zm −→ 0

Ãðàíè÷íûå ãîìîìîðôèçìû b̃ : Hn(X;Zm)→ Hn−1(X) è b : Hn(X;Zm)→ Hn−1(X;Zm)
èç ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòíûõ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à òàêæå êîãðà-

íè÷íûå ãîìîìîðôèçìû β̃ : Hn(X;Zm)→ Hn+1(X;Z) è β : Hn(X;Zm)→ Hn+1(X;Zm)
íàçûâàþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè Áîêøòåéíà.
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Ãîìîëîãè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì Áîêøòåéíà b̃ : Hn(X;Zm)→ Hn−1(X;Z) îïèñûâàåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì â ÿâíîì âèäå. Äëÿ α ∈ Hn(X;Zm) âûáåðåì ïðåäñòàâèòåëÿ
a ∈ Cn(X;Zm). ¾Ïîäíèìåì¿ öåïü a ∈ Cn(X;Zm) äî öåïè ã ∈ Cn(X;Z), ðàññìàòðèâàÿ
êîýôôèöèåíòû-âû÷åòû ïî ìîäóëþ m êàê öåëûå ÷èñëà. Òîãäà ãðàíèöà ∂ã äåëèòñÿ
íà m (å¼ ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ m åñòü ∂a = 0). Ïîäåëèì: 1

m
∂ã åñòü öåëî÷èñëåííûé

öèêë, êîòîðûé è ïðåäñòàâëÿåò êëàññ b̃(α) ∈ Hn−1(X;Z). Åãî ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ m
åñòü b(α) ∈ Hn−1(X;Zm).
Êîãîìîëîãè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì Áîêøòåéíà β̃ : Hn(X;Zm) → Hn+1(X;Z) îïè-

ñûâàåòñÿ òàê. Äëÿ γ ∈ Hn(X;Zm) âûáåðåì ïðåäñòàâèòåëÿ c ∈ Cn(X;Zm). ¾Ïîä-
íèìåì¿ êîöåïü c ∈ Cn(X;Zm) äî êîöåïè c̃ ∈ Cn(X;Z), ñ÷èòàÿ å¼ çíà÷åíèÿ öå-
ëûìè ÷èñëàìè, à íå âû÷åòàìè. Òîãäà êîãðàíèöà dc̃ äåëèòñÿ íà m, è ìû èìååì

β̃(γ) = [ 1
m
dc̃] ∈ Hn+1(X;Z). Êðîìå òîãî, ïðèâåäåíèå êëàññà [ 1

m
dc̃] ïî ìîäóëþ m åñòü

β(γ) ∈ Hn+1(X;Zm). Ýòî âûðàæàåòñÿ êîììóòàòèâíîé äèàãðàììîé

Hn(X;Z)
ρ // Hn(X;Zm)

β̃ //

β

((

Hn+1(X;Z) ·m //

ρ

��

Hn+1(X;Z)

Hn+1(X;Zm)

ãäå ρ � ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ m.

5.3. Ôóíêòîðû Tor è Ext. Ìû îïðåäåëèì Tor è Ext äëÿ ìîäóëåé íàä ïðîèçâîëüíûì
êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R ñ åäèíèöåé, òàê êàê ýòî áîëåå åñòåñòâåííûé êîíòåêñò, õîòÿ
äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ àáåëåâûìè ãðóïïàìè (ò. å. Z-ìîäóëÿìè).
Íàïîìíèì, ÷òî ìîäóëåì íàä êîëüöîì R (èëè R-ìîäóëåì) íàçûâàåòñÿ àáåëåâà ãðóï-

ïà M ñ îïåðàöèåé · : R ×M → M , (r,m) 7→ r ·m, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(r1 + r2)m = r1m+ r2m, r(m1 +m2) = rm1 + rm2, (r1r2)m = r1(r2m) è 1 ·m = m äëÿ
ëþáûõ ri ∈ R è mi ∈ M . Ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ àáåëåâû ãðóïïû (ìîäóëè íàä Z) è
âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà (ìîäóëè íàä ïîëåì).
R-ìîäóëü F íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè îí èçîìîðôåí ïðÿìîé ñóììå

⊕
αRα, ãäå

êàæäûé Rα åñòü êîëüöî R, ðàññìàòðèâàåìîå êàê R-ìîäóëü.
Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ìîäóëåé M è N íàä R (îáîçíà÷àåòñÿ M ⊗R N) íàçûâà-

åòñÿ ôàêòîðìîäóëü ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ {(m,n) ∈M ×N}
ïî ïîäìîäóëþ, ïîðîæä¼ííîìó âñåâîçìîæíûìè ýëåìåíòàìè âèäà

(m+m′, n)− (m,n)− (m′, n), (m,n+ n′)− (m,n)− (m,n′),

(rm, n)− r(m,n), (m, rn)− r(m,n),

ãäå m,m′ ∈ M , n, n′ ∈ N , r ∈ R. Ãîìîìîðôèçìû R-ìîäóëåé M → N îáðàçóþò
R-ìîäóëü, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ HomR(M,N).
Ñâîáîäíîé ðåçîëüâåíòîé R-ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìî-

äóëåé

(13) . . . −→ F2 −→ F1 −→ F0 −→M −→ 0,

â êîòîðîé âñå ìîäóëè Fi ñâîáîäíû.
Ïóñòü N � äðóãîé R-ìîäóëü. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ôóíêòîðà − ⊗R N ê ñâîáîäíîé

ðåçîëüâåíòå (13) ïîëó÷àåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò íå áûòü òî÷íîé, íî ÿâëÿåòñÿ
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öåïíûì êîìïëåêñîì. Èñêëþ÷èâ èç ýòîãî êîìïëåêñà ÷ëåí M ⊗R N , ïîëó÷èì öåïíîé
êîìïëåêñ

. . . −→ F2 ⊗R N −→ F1 ⊗R N −→ F0 ⊗R N −→ 0.

Åãî n-ÿ ãðóïïà ãîìîëîãèé îáîçíà÷àåòñÿ TorRn (M,N), ò. å.

TorRn (M,N) =
Ker(Fn ⊗R N → Fn−1 ⊗R N)

Im(Fn+1 ⊗R N → Fn ⊗R N)
.

Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíèâ ôóíêòîð HomR(−, N) ê (13) è èñêëþ÷èâ ÷ëåí HomR(M,N),
ïîëó÷èì êîöåïíîé êîìïëåêñ

0 −→ HomR(F0, N) −→ HomR(F1, N) −→ HomR(F2, N) −→ . . .

Åãî n-ÿ ãðóïïà êîãîìîëîãèé îáîçíà÷àåòñÿ ExtnR(M,N), ò. å.

ExtnR(M,N) =
Ker

(
HomR(Fn, N)→ HomR(Fn+1, N)

)
Im

(
HomR(Fn−1, N)→ HomR(Fn, N)

) .
Âîò îñíîâíûå ñâîéñòâà Tor è Ext.

Òåîðåìà 5.5.

à) Ìîäóëè TorRn (M,N) è ExtnR(M,N) íå çàâèñÿò, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà,
îò âûáîðà ñâîáîäíîé ðåçîëüâåíòû (13).

á) TorRn (−, N), TorRn (M,−) è ExtnR(M,−) ÿâëÿþòñÿ êîâàðèàíòíûì ôóíêòîðàìè,
à ExtnR(−, N) ÿâëÿåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì.

â) TorR0 (M,N) =M ⊗R N è Ext0R(M,N) = HomR(M,N).
ã) TorRn (M,N) ∼= TorRn (N,M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ëèøü ïðèâåä¼ì îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâà, îñòàâëÿÿ äåòà-
ëè â êà÷åñòâå çàäà÷. Ñâîéñòâà à) è á) äîêàçûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî óòâåð-
æäåíèÿ. Ïóñòü F• � ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà ìîäóëÿ M , F ′

• � ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà
ìîäóëÿ M ′. Òîãäà ëþáîé ãîìîìîðôèçì R-ìîäóëåé f : M →M ′ ïðîäîëæàåòñÿ äî öåï-
íîãî îòîáðàæåíèÿ f• : F• → F ′

•:

. . . // F2
//

f2
��

F1
//

f1
��

F0
//

f0
��

M //

f
��

0

. . . // F ′
2

// F ′
1

// F ′
0

// M ′ // 0

ïðè÷¼ì ëþáûå äâà òàêèõ ïðîäîëæåíèÿ öåïíî ãîìîòîïíû. Ýòî óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿ-
åòñÿ äèàãðàììíûì ïîèñêîì.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ã) ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó F• ìîäóëÿ M è ñâîáîä-
íóþ ðåçîëüâåíòó G• ìîäóëÿ N . Òîãäà ìû èìååì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

�� �� �� ��
. . . // F2 ⊗R G2

//

��

F2 ⊗R G1
//

��

F2 ⊗R G0
//

��

F2 ⊗R N //

��

0

. . . // F1 ⊗R G2
//

��

F1 ⊗R G1
//

��

F1 ⊗R G0
//

��

F1 ⊗R N //

��

0

. . . // F0 ⊗R G2
//

��

F0 ⊗R G1
//

��

F0 ⊗R G0
//

��

F0 ⊗R N //

��

0

. . . // M ⊗R G2
//

��

M ⊗R G1
//

��

M ⊗R G0
//

��

M ⊗R N //

��

0

0 0 0 0

Ãîìîëîãèè ñàìîãî ïðàâîãî íåíóëåâîãî ñòîëáöà � ýòî Tor•R(M,N), à ãîìîëîãèè ñàìîé
íèæíåé íåíóëåâîé ñòðîêè èçîìîðôíû Tor•R(N,M). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ãîìîëîãèè
êàæäîãî èç ýòèõ öåïíûõ êîìïëåêñîâ èçîìîðôíû ãîìîëîãèÿì êîìïëåêñà, ñîñòàâëåí-
íîãî èç ìîäóëåé Hn =

⊕
p+q=n Fp ⊗R Gq. □

5.4. Ôîðìóëû óíèâåðñàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ìîäóëè íàä êîëüöîì R = Z �
ýòî àáåëåâû ãðóïïû. Ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó àáåëåâîé ãðóïïû G ìîæíî ïîñòðîèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå F0 ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó ñ áàçèñîì,
ýëåìåíòû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ëþáîìó íàáîðó îáðàçóþùèõ ãðóïïû G. Ìû èìå-
åì ýïèìîðôèçì F0 → G, ÿäðî êîòîðîãî ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç F1. Òîãäà F1 � òàêæå
ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà (ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû ñâîáîäíà, íî ïîäìî-
äóëü ñâîáîäíîãî R-ìîäóëÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò íå áûòü ñâîáîäíûì). Â ðåçóëüòàòå
ìû ïîëó÷àåì ¾êîðîòêóþ¿ ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó ãðóïïû G:

0 −→ F1 −→ F0 −→ G −→ 0.

Òàêèì îáðàçîì, íåòðèâèàëüíûìè Tor-ìîäóëÿìè ïðè R = Z ÿâëÿþòñÿ ëèøü
TorZ0 (G,H) = G⊗H è TorZ1 (G,H), êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ Tor(G,H). Ìû èìååì

(14) Tor(G,H) = Ker
(
F1 ⊗H → F0 ⊗H

)
.

Àíàëîãè÷íî, íåòðèâèàëüíûìè Ext-ìîäóëÿìè ïðèR = Z ÿâëÿþòñÿ ëèøü Ext0Z(G,H) =
Hom(G,H) è Ext1Z(G,H), êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ Ext(G,H). Ìû èìååì

(15) Ext(G,H) = Coker
(
Hom(F0, H)→ Hom(F1, H)

)
.

Êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R-ìîäóëåé 0→ A
i→ B

j→ C → 0 íàçûâàåòñÿ
ðàñùåïèìîé, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

1) ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì s : C → B, äëÿ êîòîðîãî js = id: C → C;
2) ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì q : B → A, äëÿ êîòîðîãî qi = id: A→ A.

Äëÿ ðàñùåïèìîé êîðîòêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååì èçîìîðôèçì A ⊕ C
∼=→ B,

(a, c) 7→ i(a) + s(c).
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Òåîðåìà 5.6 (ôîðìóëû óíèâåðñàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ). Äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóï-
ïû G è ëþáîãî n ⩾ 0 ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå ïî X ðàñùåïèìûå êîðîòêèå òî÷-
íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

à) 0→ Hn(X)⊗G→ Hn(X;G)→ Tor(Hn−1(X);G)→ 0,

á) 0→ Hn(X)⊗G→ Hn(X;G)→ Tor(Hn+1(X);G)→ 0,
åñëè G êîíå÷íî ïîðîæäåíà,

â) 0→ Ext(Hn−1(X), G)→ Hn(X;G)→ Hom(Hn(X), G)→ 0.

Çàìå÷àíèå. Ðàñùåïèìûå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûøå äàþò èçîìîðôèçìû

Hn(X;G) ∼= (Hn(X)⊗G)⊕ Tor(Hn−1(X), G),

Hn(X;G) ∼= (Hn(X)⊗G)⊕ Tor(Hn+1(X), G) (G êîíå÷íî ïîðîæäåíà),

Hn(X;G) ∼= Hom(Hn(X), G)⊕ Ext(Hn−1(X), G),

êîòîðûå, îäíàêî, íå ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè ïî X.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.6. Ïåðâûå äâå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëåãêî âûòå-
êàþò èç êîýôôèöèåíòíûõ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (11) è (12). Âûâåäåì òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü à). Ðàññìîòðèì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ðåçîëü-
âåíòó) 0→ F1 → F0 → G→ 0, ãäå F0, F1 � ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû. Èìååì

Hn(X;Fi) = Hn(X;⊕αZ) = ⊕αHn(X;Z) = Hn(X)⊗ Fi,

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà ãðóïï êîöåïåé Cn(X;⊕αZ) = Cn(X) ⊗
(⊕αZ) = ⊕αCn(X). Ðàññìîòðèì ôðàãìåíò òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (11):

−→ Hn(X;F1)
fn−→ Hn(X;F0) −→ Hn(X;G) −→ Hn−1(X;F1)

fn−1−→ Hn−1(X;F0) −→

Îòñþäà ïîëó÷àåì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ Coker fn −→ Hn(X;G) −→ Ker fn−1 −→ 0,

ãäå

Coker fn = Coker
(
Hn(X)⊗ F1 → Hn(X)⊗ F0

)
= Hn(X)⊗G,

Ker fn−1 = Ker
(
Hn−1(X)⊗ F1 → Hn−1(X)⊗ F0

)
= Tor(Hn−1(X), G),

ñì. (14). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ïðåäûäóùóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷àåì à).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà á) ðàññìîòðèì ðåçîëüâåíòó 0 → F1 → F0 → G → 0, ãäå
F0, F1 � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû. Òîãäà

Hn(X;Fi) = Hn(X;⊕αZ) = ⊕αHn(X;Z) = Hn(X)⊗ Fi,

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà Cn(X;⊕αZ) = Hom(Cn(X),⊕αZ) =
⊕αHom(Cn(X),Z) = ⊕αCn(X;Z) äëÿ êîíå÷íîé ïðÿìîé ñóììû ⊕αZ. Äàëåå èñïîëüçó-
åì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (12) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó à).

Îäíàêî ýòî ìåòîä íå ðàáîòàåò äëÿ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â). Ìû ïðèâåä¼ì
äðóãîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûé âìåñòî ðåçîëüâåíòû ãðóïïû G èñïîëüçóåò
ðåçîëüâåíòó ãðóïïû Hn(X).
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Áóäåì îáîçíà÷àòü Cn = Cn(X), Zn = Ker ∂n � öèêëû, Bn = Im ∂n+1 � ãðàíèöû,
Hn = Zn/Bn � ãîìîëîãèè. Ìû èìååì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ Zn −→ Cn
∂n−→ Bn−1 −→ 0,

êîòîðàÿ ðàñùåïëÿåòñÿ, òàê êàê â íåé âñå àáåëåâû ãðóïïû ñâîáîäíû. Ïðèìåíèâ
Hom(−, G), ïîëó÷èì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ Hom(Bn−1, G) −→ Hom(Cn, G) −→ Hom(Zn, G) −→ 0.

Ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü êîöåïíûõ êîìïëåêñîâ

0 −→ Hom(B•−1, G) −→ Hom(C•, G) −→ Hom(Z•, G) −→ 0,

ãäå Hom(B•−1, G) è Hom(Z•, G) � êîìïëåêñû ñ íóëåâûì äèôôåðåíöèàëîì. Ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãèé èìååò âèä

→ Hom(Zn−1, G)
i∗n−1−→ Hom(Bn−1, G)→ Hn(X;G)→ Hom(Zn, G)

i∗n−→ Hom(Bn, G)→

Ñâÿçûâàþùèì ãîìîìîðôèçìîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ i∗n : Hom(Zn, G) → Hom(Bn, G); îí
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî îãðàíè÷åíèå ãîìîìîðôèçìîâ Zn → G íà Bn ⊂ Zn. Èç
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìû ïîëó÷àåì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ Coker i∗n−1 −→ Hn(X;G) −→ Ker i∗n −→ 0

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî 0→ Bn
in→ Zn → Hn → 0 � ðåçîëüâåíòà ãðóïïû Hn, ïîýòîìó

Ker i∗n = Ker
(
Hom(Zn, G)→ Hom(Bn, G)

)
= Hom(Hn, G),

Coker i∗n−1 = Coker
(
Hom(Zn−1, G)→ Hom(Bn−1, G)

)
= Ext(Hn−1, G),

ñì. (15). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ïðåäûäóùóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷àåì â).
Äîêàæåì ðàñùåïèìîñòü òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â). Â íåé ãîìîìîðôèçì

h : Hn(X;G) → Hom(Hn(X), G) ñîïîñòàâëÿåò êëàññó êîãîìîëîãèé [c] êîöèêëà
c : Cn → G ãîìîìîðôèçì Hn = Zn/Bn → G, çàäàâàåìûé îãðàíè÷åíèåì c íà ãðóïïó
öèêëîâ Zn ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì ê ôàêòîðãðóïïå. Äëÿ h ñóùåñòâóåò ïðàâûé
îáðàòíûé s : Hom(Hn(X), G) → Hn(X;G), êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ãîìîìîðôèçì f : Hn → G çàäà¼ò ãîìîìîðôèçì f̃ : Zn → G, êîòîðûé ìîæíî ïðîäîë-

æèòü äî ãîìîìîðôèçìà f̃ ′ : Cn → G (òàê êàê Zn ⊂ Cn � ïðÿìîå ñëàãàåìîå). Òîãäà

ïîëîæèì s(f) = [f̃ ′]. Î÷åâèäíî, ÷òî hs = id, òàê ÷òî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â)
ðàñùåïèìà.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàñùåïèìîñòè òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè à) ðàññìîòðèì ðàñ-

ùåïëÿþùèå ãîìîìîðôèçìû Cn → Zn äëÿ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 0 → Zn →
Cn → Bn−1 → 0. Âçÿâ êîìïîçèöèþ ñ ôàêòîð-îòîáðàæåíèÿìè Zn → Hn, ïîëó÷èì ãîìî-
ìîðôèçìû Cn → Hn. Âìåñòå îíè îáðàçóþò öåïíîå îòîáðàæåíèå C• → H•, ãäå ñïðàâà
êîìïëåêñ ñ íóëåâûì ãðàíè÷íûì îòîáðàæåíèåì. Òåíçîðíî óìíîæèâ íà G, ïîëó÷èì
öåïíîå îòîáðàæåíèå C• ⊗ G → H• ⊗ G. Ïåðåéäÿ ê ãîìîëîãèÿì, ïîëó÷èì ðàñùåïëÿ-
þùèé ãîìîìîðôèçì q : Hn(X;G) → Hn(X) ⊗ G äëÿ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè à).
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè á) àíàëîãè÷íî. □
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Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

5.7. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà H1(X) íå ñîäåðæèò êðó÷åíèÿ.

5.8. Ïóñòü A,B ⊂ X � ïîäïðîñòðàíñòâà, âíóòðåííîñòè êîòîðûõ ïîêðûâàþò X. Âû-
âåäèòå êîãîìîëîãè÷åñêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà�Âèåòîðèñà:

. . . −→ Hn(X)
ψ∗
−→ Hn(A)⊕Hn(B)

φ∗
−→ Hn(A ∩B)

d−→ Hn+1(X) −→ . . .

è îïèøèòå ÿâíî êîãðàíè÷íîå îòîáðàæåíèå d : Hn(A ∩B)→ Hn+1(X).

5.9. Îïðåäåëèì dn : Hn(Xn, Xn−1;G) → Hn+1(Xn+1, Xn;G) êàê êîìïîçèöèþ îòîáðà-
æåíèé j∗ : Hn(Xn, Xn−1;G) → Hn(Xn;G) è d : Hn(Xn;G) → Hn+1(Xn+1, Xn;G) èç
êîãîìîëîãè÷åñêèõ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïàð. Äîêàæèòå, ÷òî êîöåïíûå êîì-
ïëåêñû {Hn(Xn, Xn−1;G), dn} è {Hom(Cn(X), G), ∂∗n} èçîìîðôíû.

5.10. Âû÷èñëèòå ãðóïïû öåëî÷èñëåííûõ êîãîìîëîãèé Hk(RP n) è Hk(RP∞).

5.11. Îïèøèòå ãîìîìîðôèçì Áîêøòåéíà β : Hk(RP∞;Z2)→ Hk+1(RP∞;Z2).

5.12. Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëè TorRn (M,N) è ExtnR(M,N) íå çàâèñÿò, ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà, îò âûáîðà ñâîáîäíîé ðåçîëüâåíòû ìîäóëÿ M .

5.13. Äîêàæèòå, ÷òî TorRn (−, N), TorRn (M,) è ExtnR(M,−) ÿâëÿþòñÿ êîâàðèàíòíûì
ôóíêòîðàìè, à ExtnR(−, N) ÿâëÿåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì.

5.14. Äîêàæèòå, ÷òî TorR0 (M,N) =M ⊗R N è Ext0R(M,N) = HomR(M,N).

5.15. Äîêàæèòå, ÷òî TorRn (M,N) ∼= TorRn (N,M).

5.16. Äîêàæèòå, ÷òî êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R-ìîäóëåé

0 −→M1 −→M2 −→M3 −→ 0

äà¼ò ñëåäóþùèå äëèííûå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

. . . −→ TorRi (M1, N) −→ TorRi (M2, N) −→ TorRi (M3, N) −→ . . .

. . . −→ TorR1 (M1, N) −→ TorR1 (M2, N) −→ TorR1 (M3, N) −→
−→ TorR0 (M1, N) −→ TorR0 (M2, N) −→ TorR0 (M3, N) −→ 0,

0 −→ Ext0R(M3, N) −→ Ext0R(M2, N) −→ Ext0R(M1, N) −→
−→ Ext1R(M3, N) −→ Ext1R(M2, N) −→ Ext1R(M1, N) −→ . . .

. . . −→ ExtiR(M3, N) −→ ExtiR(M2, N) −→ ExtiR(M1, N) −→ . . . ,

à êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R-ìîäóëåé

0 −→ N1 −→ N2 −→ N3 −→ 0

äà¼ò äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ Ext0R(M,N1) −→ Ext0R(M,N2) −→ Ext0R(M,N3) −→
−→ Ext1R(M,N1) −→ Ext1R(M,N2) −→ Ext1R(M,N3) −→ . . .

. . . −→ ExtiR(M,N1) −→ ExtiR(M,N2) −→ ExtiR(M,N3) −→ . . . .

5.17. Äîêàæèòå, ÷òî Tor(Zm,Zn) ∼= Zm⊗Zn ∼= Z(m,n), ãäå (m,n) � íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü m è n, à Tor(Zm,Z) = Tor(Z,Zm) = 0.
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5.18. Äîêàæèòå, ÷òî Ext(Zm,Zn) ∼= Z(m,n), Ext(Zm,Z) ∼= Zm è Ext(Z,Zm) = 0.

5.19. Ïîñòðîéòå ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó Z4-ìîäóëÿ Z2 è âû÷èñëèòå TorZ4
n (Z2,Z2) è

ExtnZ4
(Z2,Z2).

5.20. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ f : X → Y èíäóöèðóåò èçîìîð-

ôèçì f∗ : Hn(X)
∼=→ Hn(Y ) äëÿ ëþáîãî n, òî îíî èíäóöèðóåò èçîìîðôèçìû ãîìîëîãèé

è êîãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â ëþáîé ãðóïïå G. [Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå ôîð-
ìóëû óíèâåðñàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.]

6. Êîëüöî êîãîìîëîãèé

Äëÿ ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R ñ åäèíèöåé ìû îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ

⌣ : Hp(X;R)×Hq(X;R) −→ Hp+q(X;R),

êîòîðûå ïðåâðàùàþò ïðÿìóþ ñóììó H∗(X;R) =
⊕

p⩾0H
p(X;R) â àññîöèàòèâíîå,

ãðàäóèðîâàííî êîììóòàòèâíîå êîëüöî (R-àëãåáðó) ñ åäèíèöåé. Íàðÿäó ñ ãðóïïàìè
(êî)ãîìîëîãèé, ñòðóêòóðà ýòîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ãîìîòîïè÷åñêèì èíâàðè-
àíòîì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.

6.1. Ïðîèçâåäåíèå Êîëìîãîðîâà�Àëåêñàíäåðà. Îïðåäåëèì ⌣-ïðîèçâåäåíèå
(òàêæå èçâåñòíîå êàê ïðîèçâåäåíèå Êîëìîãîðîâà�Àëåêñàíäåðà) ñèíãóëÿðíûõ êîöå-
ïåé a ∈ Cp(X;R) è b ∈ Cq(X;R) êàê êîöåïü a ⌣ b ∈ Cp+q(X;R), çíà÷åíèå êîòîðîé íà
ñèíãóëÿðíîì ñèìïëåêñå σ : ∆p+q = [v0, . . . , vp+q]→ X çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

(16) (a ⌣ b)(σ) = a(σ|[v0,...,vp]) b(σ|[vp,...,vp+q ]).

Ëåììà 6.1. Äëÿ a ∈ Cp(X;R) è b ∈ Cq(X;R) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

d(a ⌣ b) = da ⌣ b+ (−1)pa ⌣ db,

ãäå d : C∗(X;R)→ C∗+1(X;R) � êîãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì (9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ σ : ∆p+q+1 = [v0, . . . , vp+q+1]→ X ìû èìååì

(da ⌣ b)(σ) =

p+1∑
i=0

(−1)ia(σ|[v0,...,v̂i,...,vp+1]) b(σ|[vp+1,...,vp+q+1]),

(−1)p(a ⌣ db)(σ) =

p+q+1∑
i=p

(−1)ia(σ|[v0,...,vp]) b(σ|[vp,...,v̂i,...,vp+q ]).

Ïðè ñëîæåíèè ýòè âûðàæåíèé ïîñëåäíèé ÷ëåí ïåðâîé ñóììû ñîêðàòèòñÿ ñ ïåðâûì
÷ëåíîì âòîðîé ñóììû, à îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû äàäóò d(a ⌣ b)(σ) = (a ⌣ b)(∂σ), òàê êàê

∂σ =

p+q+1∑
i=0

(−1)iσ|[v0,...,v̂i,...,vp+q+1]. □

Íàïîìíèì, ÷òî ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî � ýòî êîëüöî A, ïðåäñòàâëåííîå â âèäå ïðÿ-
ìîé ñóììû

⊕
i⩾0A

i ïîäãðóïï Ai òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè a ∈ Ai è b ∈ Aj, òî ab ∈ Ai+j.
Åñëè âñå Ai ÿâëÿþòñÿ ìîäóëÿìè íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R ñ åäèíèöåé è óìíî-
æåíèå â êîëüöå A ÿâëÿåòñÿ R-áèëèíåéíûì, òî A íàçûâàåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé àëãåá-
ðîé íàä êîëüöîì R (èëè êðàòêî R-àëãåáðîé). Ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî (èëè àëãåáðà)



58

A =
⊕

i⩾0A
i íàçûâàåòñÿ ãðàäóèðîâàííî êîììóòàòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ a ∈ Ai è

b ∈ Aj âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ab = (−1)ijba.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Òîãäà ⌣-ïðîèçâå-
äåíèå êîöåïåé çàäà¼ò íà H∗(X;R) =

⊕
p⩾0H

p(X;R) ñòðóêòóðó ãðàäóèðîâàííîé,
àññîöèàòèâíîé, ãðàäóèðîâàííî-êîììóòàòèâíîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé íàä R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 6.1 ñëåäóåò, ÷òî ⌣-ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîöèêëîâ ñíîâà
ÿâëÿåòñÿ êîöèêëîì, à ïðîèçâåäåíèå êîöèêëà è êîãðàíèöû (â ëþáîì ïîðÿäêå) ÿâëÿ-
åòñÿ êîãðàíèöåé. Ïîýòîìó ⌣-ïðîèçâåäåíèå êîöåïåé çàäà¼ò ⌣-ïðîèçâåäåíèå â êîãî-
ìîëîãèÿõ, ⌣ : Hp(X;R) × Hq(X;R) → Hp+q(X;R), êîòîðîå ïðåâðàùàåò H∗(X;R) =⊕

p⩾0H
p(X;R) â ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî (R-àëãåáðó). Åäèíèöåé ýòîãî êîëüöà ÿâëÿ-

åòñÿ êëàññ 0-ìåðíîãî êîöèêëà, ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèå 1 íà êàæäîì ñèíãóëÿðíîì
0-ñèìïëåêñå. Óìíîæåíèå â êîãîìîëîãèÿõ àññîöèàòèâíî, òàê êàê îíî àññîöèàòèâíî íà
óðîâíå êîöåïåé. Îäíàêî óìíîæåíèå êîöåïåé íå ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííî êîììóòàòèâ-
íûì, ïîýòîìó ãðàäóèðîâàííàÿ êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ â êîãîìîëîãèÿõ íóæäà-
åòñÿ â äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêå.
Ïóñòü ω : ∆n → ∆n � àôôèííûé àâòîìîðôèçì ñèìïëåêñà, îáðàùàþùèé ïîðÿäîê

âåðøèí. Äëÿ ñèíãóëÿðíîãî ñèìïëåêñà σ : [v0, . . . , vn] → X îáîçíà÷èì σ = σ ◦ ω, ò. å.
σ(vi) = σ(vn−i). Òåïåðü îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì

ρ : Cn(X)→ Cn(X), σ 7→ εnσ,

ãäå εn = (−1)n(n+1)/2 � îïðåäåëèòåëü îïåðàòîðà ω.
Äëÿ a ∈ Cp(X;R), b ∈ Cq(X;R) è ρ∗ : Cn(X)→ Cn(X) èìååì

(ρ∗a ⌣ ρ∗b)(σ) = a(εpσ|[vp,...,v0]) b(εqσ|[vp+q ,...,vp])

ρ∗(b ⌣ a)(σ) = εp+qb(σ|[vp+q ,...,vp]) a(σ|[vp,...,v0]).

Òàê êàê εp+q = (−1)pqεpεq, à êîëüöî R êîììóòàòèâíî, îòñþäà ïîëó÷àåì (ρ∗a ⌣ ρ∗b) =
(−1)pqρ∗(b ⌣ a). Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ρ � öåïíîå îòîáðàæåíèå, öåïíî ãîìîòîïíîå
òîæäåñòâåííîìó. Ïîýòîìó ïðè ïåðåõîäå ê êëàññàì êîãîìîëîãèé ρ∗ ìîæíî îïóñòèòü è
ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ ôîðìóëó [a] ⌣ [b] = (−1)pq[b] ⌣ [a].
Ïðîâåðèì, ÷òî ρ � öåïíîå îòîáðàæåíèå. Äëÿ σ : [v0, . . . , vn]→ X èìååì

∂ρ(σ) = εn
∑
i

(−1)iσ|[vn,...,v̂n−i,...,v0],

ρ∂(σ) = ρ
(∑

j

(−1)jσ|[v0,...,v̂j ,...,vn]
)
= εn−1

∑
i

(−1)n−iσ|[vn,...,v̂n−i,...,v0].

Òàê êàê εn = (−1)nεn−1, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå ∂ρ = ρ∂.
Îñòàëîñü ïîñòðîèòü öåïíóþ ãîìîòîïèþ ìåæäó ρ è id. Ýòî ïîñòðîåíèå ïîõîæå íà

ïîñòðîåíèå öåïíîé ãîìîòîïèè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.6. Òàì æå áûëà ïîñòðîåíà
òðèàíãóëÿöèÿ ïðèçìû ∆n × I ñ âåðøèíàìè v0, . . . , vn íà îñíîâàíèè ∆n × {0} è âåð-
øèíàìè w0, . . . , wn íà îñíîâàíèè ∆

n×{1}. Ñèìïëåêñû ýòîé òðèàíãóëÿöèè èìåþò âèä
[v0, . . . , vi, wi, . . . , wn], i = 0, . . . , n. Ïóñòü π : ∆n × I → ∆n � ïðîåêöèÿ. Îïðåäåëèì
ïðèçìåííûé îïåðàòîð P : Cn(X)→ Cn+1(X) ïî ôîðìóëå

P (σ) =
∑
i

(−1)iεn−i(σπ)|[v0,...,vi,wn,...,wi].
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×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ∂P + P∂ = ρ− id, ñíà÷àëà âû÷èñëèì ∂P , îïóñòèâ äëÿ êðàò-
êîñòè σ è σπ:

(17) ∂P =
∑
j⩽i

(−1)i(−1)jεn−i[v0, . . . , v̂j, . . . , vi, wn, . . . , wi]+

+
∑
j⩾i

(−1)i(−1)i+1+n−jεn−i[v0, . . . , vi, wn, . . . , ŵj, . . . , wi].

×ëåíû ñ j = i â ýòèõ äâóõ ñóììàõ äàþò

εn[wn, . . . , w0] +
∑
i>0

εn−i[v0, . . . , vi−1, wn, . . . , wi]+

+
∑
j<n

(−1)n+j+1εn−j[v0, . . . , vj, wn, . . . , wj+1]− [v0, . . . , vn].

Â ýòîì âûðàæåíèè äâå ñóììû ñîêðàùàþòñÿ, òàê êàê çàìåíà j íà i − 1 âî âòîðîé
ñóììå ïðèâîäèò ê íîâîìó çíàêó (−1)n+iεn−i+1 = −εn−i. Îñòàâøèåñÿ äâà ÷ëåíà äàþò
εn[wn, . . . , w0]− [v0, . . . , vn] = ρ(σ)−σ. Ïîýòîìó, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ∂P +P∂ = ρ− id,
îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ÷ëåíû ñ j ̸= i â (17) äàþò −P∂. Ìû èìååì

P∂ =
∑
i<j

(−1)i(−1)jεn−i−1[v0, . . . , vi, wn, . . . , ŵj, . . . , wi]+

+
∑
i>j

(−1)i−1(−1)jεn−i[v0, . . . , v̂j, . . . , vi, wn, . . . , wi].

Òàê êàê εn−i = (−1)n−iεn−i−1, ìû äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷àåì ∂P + P∂ = ρ− id. □

Ïðåäëîæåíèå 6.3. Îòîáðàæåíèå f : X → Y èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì êîëåö êî-
ãîìîëîãèé f ∗ : H∗(Y ;R)→ H∗(X;R), ò. å. f ∗(α ⌣ β) = f ∗(α) ⌣ f ∗(β).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ (16) ñëåäóåò, ÷òî óæå íà óðîâíå êî-
öåïåé èìååò ìåñòî ôîðìóëà f ∗(a ⌣ b) = f ∗(a) ⌣ f ∗(b). □

6.2. Îòíîñèòåëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ è ×-ïðîèçâåäåíèå. Ôîðìóëà
(a ⌣ b)(σ) = a(σ|[v0,...,vp]) b(σ|[vp,...,vp+q ])

äëÿ a ∈ Cp(X;R) è b ∈ Cq(X;R) òàêæå çàäà¼ò îòíîñèòåëüíûå ⌣-ïðîèçâåäåíèÿ

⌣ : Hp(X;R)×Hq(X,A;R) −→ Hp+q(X,A;R),

⌣ : Hp(X,A;R)×Hq(X,A;R) −→ Hp+q(X,A;R),

òàê êàê åñëè êîöåïè a ∈ Cp(X;R) è b ∈ Cq(X;R) îáðàùàþòñÿ â íóëü íà öåïÿõ â A,
òî ýòî âåðíî è äëÿ a ⌣ b.
Åñëè A è B � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà â X èëè (X,A) è (X,B) � êëåòî÷íûå ïàðû,

òî èìååòñÿ áîëåå îáùåå îòíîñèòåëüíîå ⌣-ïðîèçâåäåíèå

(18) ⌣ : Hp(X,A;R)×Hq(X,B;R) −→ Hp+q(X,A ∪B;R).

Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. ⌣-ïðîèçâåäåíèå êîöåïåé äà¼ò îòîáðàæåíèå

(19) Cp(X,A;R)× Cq(X,B;R) −→ Cp+q(X,A+B;R),

ãäå Cn(X,A+B;R) � ïîäãðóïïà â Cn(X;R), ñîñòîÿùàÿ èç êîöåïåé, îáðàùàþùèõñÿ
â íóëü íà ñóììàõ öåïåé â A è öåïåé â B. Âêëþ÷åíèÿ Cn(X,A ∪ B;R) → Cn(X,A +
B;R) èíäóöèðóþò èçîìîðôèçìû êîãîìîëîãèé; ýòî ñëåäóåò èç 5-ëåììû è ëåììû 2.19
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(èç êîãîìîëîãè÷åñêîãî âàðèàíòà ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå Cn(A ∪B)→
Cn(A+B) èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì â êîãîìîëîãèÿõ). Ñëåäîâàòåëüíî, ⌣-ïðîèçâåäåíèå
êîöåïåé (19) äà¼ò îòíîñèòåëüíîå ⌣-ïðîèçâåäåíèå êîãîìîëîãèé (18).
Îïðåäåëèì òàêæå àáñîëþòíîå è îòíîñèòåëüíîå ×-ïðîèçâåäåíèå (èëè âíåøíåå ïðî-

èçâåäåíèå)

× : Hp(X;R)×Hq(Y ;R) −→ Hp+q(X × Y ;R),

× : Hp(X,A;R)×Hq(Y,B;R) −→ Hp+q(X × Y,A× Y ∪X ×B;R)

ôîðìóëîé α× β = p∗X(α) ⌣ p∗Y (β), ãäå pX è pY � ïðîåêöèè X × Y íà X è íà Y .

6.3. Êëåòî÷íîå îïðåäåëåíèå óìíîæåíèÿ. Èìååòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ
óìíîæåíèÿ â êîãîìîëîãèÿõ, èñïîëüçóþùèé êëåòî÷íûå êîöåïè. Ìû èçëîæèì ýòîò ïîä-
õîä ñõåìàòè÷íî, îñòàâëÿÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé â êà÷åñòâå çàäà÷;
ýòè äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè â [ÔÔ] èëè [Õà].
Ïóñòü X, Y � êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå X × Y èìååò

êëåòî÷íóþ ñòðóêòóðó, êëåòêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ emα ×enβ êëåòîê emα ⊂
X è enβ ⊂ Y . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

(20) × : Cm(X)× Cn(Y )→ Cm+n(X × Y ), (emα , e
n
β) 7→ emα × enβ.

Ëåììà 6.4. Êëåòî÷íûé ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì ∂ : Ci(X × Y )→ Ci−1(X × Y ) óäî-
âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

(21) ∂(emα × enβ) = ∂emα × enβ + (−1)memα × ∂enβ.

Èç (21) ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ öèêëîâ � öèêë, à ïðîèçâåäåíèå öèêëà è
ãðàíèöû � ãðàíèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå â êëåòî÷íûõ ãîìîëî-
ãèÿõ (ñ êîýôôèöèåíòàìè â êîëüöå R)

(22) × : Hm(X;R)×Hn(Y ;R)→ Hm+n(X × Y ;R),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ (ãîìîëîãè÷åñêèì) ×-ïðîèçâåäåíèåì.
Òåïåðü ðàññìîòðèì êëåòî÷íûå êîöåïè. Ñóùåñòâóåò R-áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

(23) × : Cp(X;R)× Cq(Y ;R)→ Cp+q(X × Y ;R),

ïåðåâîäÿùåå ïàðó êîöåïåé (c1, c2) â êîöåïü c1 × c2, çíà÷åíèå êîòîðîé íà êëåòêå emα ×
enβ ðàâíî c1(e

m
α )c2(e

n
β). Òàê êàê êëåòî÷íûé äèôôåðåíöèàë d : Ci−1(X;R) → Ci(X;R)

çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèåì (dc)(en) = c(∂en), ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ñ èñïîëüçîâàíèåì (21)
ïîêàçûâàåò, ÷òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà

(24) d(c1 × c2) = dc1 × c2 + (−1)pc1 × dc2, c1 ∈ Cp(X;R), c2 ∈ Cq(Y ;R).

Îòñþäà ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå â êëåòî÷íûõ êîãîìîëîãèÿõ

(25) × : Hp(X;R)×Hq(Y ;R)→ Hp+q(X × Y ;R),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ (êîìîëîãè÷åñêèì êëåòî÷íûì) ×-ïðîèçâåäåíèåì.

Çàìå÷àíèå. Â íåêîòîðûõ ìîíîãðàôèÿõ è ó÷åáíèêàõ êëåòî÷íûé äèôôåðåíöèàë
d : Cp(X;R)→ Cp+1(X;R) çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèåì

⟨dc, en⟩ = (−1)p⟨c, ∂en⟩, c ∈ Cp(X;R),

à ×-ïðîèçâåäåíèå êîöåïåé çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèåì

⟨c1 × c2, emα × enβ⟩ = (−1)qmc1(emα )c2(enβ), c1 ∈ Cp(X;R), c2 ∈ Cq(Y ;R).
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Ïðè ýòîì ôîðìóëà (24) ïî-ïðåæíåìó èìååò ìåñòî.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êëåòî÷íîå ⌣-ïðîèçâåäåíèå êàê êîìïîçèöèþ

⌣ : Hp(X;R)×Hq(X;R)
×−→ Hp+q(X ×X;R)

∆∗
−→ Hp+q(X;R),

ãäå ∆∗ � îòîáðàæåíèå, èíäóöèðîâàííîå äèàãîíàëüþ ∆: X → X ×X.

Òåîðåìà 6.5. Êëåòî÷íûå ×- è ⌣-ïðîèçâåäåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ïðîèçâåäåíèÿìè,
îïðåäåë¼ííûìè ïðè ïîìîùè ñèíãóëÿðíûõ êîöåïåé. Â ÷àñòíîñòè, êëåòî÷íîå ⌣-
ïðîèçâåäåíèå íå çàâèñèò îò êëåòî÷íîé ñòðóêòóðû è ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì
èíâàðèàíòîì ïðîñòðàíñòâà.

Çàìå÷àíèå. Êëåòî÷íîå⌣-ïðîèçâåäåíèå íåëüçÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèòü äëÿ
êîöåïåé. Äåëî â òîì, ÷òî äèàãîíàëü∆: X → X×X íå ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì îòîáðàæå-
íèåì, è äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Cp+q(X ×X)→ Cp+q(X) íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê
êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè äèàãîíàëè. Îäíàêî íå ñóùåñòâóåò êîíñòðóêöèè êëåòî÷íîé
àïïðîêñèìàöèè ∆̃ : X → X×X, êîòîðàÿ áûëà áû ôóíêòîðèàëüíîé îòíîñèòåëüíî âñåõ
îòîáðàæåíèé X → Y . Èíîãäà ýòî ìîæíî ñäåëàòü îòíîñèòåëüíî âûäåëåííûõ êëàññîâ
ïðîñòðàíñòâ è îòîáðàæåíèé.

6.4. Ôîðìóëà Êþííåòà. Ïóñòü çàäàíû öåïíûå êîìïëåêñû C = {Cn, ∂n} è C ′ =
{C ′

n, ∂n} àáåëåâûõ ãðóïï èëè R-ìîäóëåé. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå C ⊗R C ′ îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê öåïíîé êîìïëåêñ, ñîñòîÿùèé èç ìîäóëåé

(C ⊗R C ′)n =
⊕
i

Ci ⊗R C ′
n−i

ñ ãðàíè÷íûì ãîìîìîðôèçìîì ∂ : (C ⊗R C ′)n → (C ⊗R C ′)n−1, çàäàííûì ôîðìóëîé

(26) ∂(c⊗ c′) = ∂c⊗ c′ + (−1)ic⊗ ∂c′, c ∈ Ci, c′ ∈ C ′
n−i.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ∂2 = 0:

∂2(c⊗c′) = ∂(∂c⊗c′+(−1)ic⊗∂c′) = ∂2c⊗c′+(−1)i−1∂c⊗∂c′+(−1)i∂c⊗∂c′+c⊗∂2c′ = 0.

Èç (26) ñëåäóåò, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ � öèêë, à òåíçîðíîå ïðîèçâåäå-
íèå öèêëà è ãðàíèöû � ãðàíèöà. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîð-
ôèçì ãîìîëîãèé Hi(C) ⊗R Hn−i(C

′) → Hn(C ⊗R C ′). Ïðîñóììèðîâàâ ïî i ïîëó÷àåì
ãîìîìîðôèçì

(27)
⊕
i

Hi(C)⊗R Hn−i(C
′)→ Hn(C ⊗R C ′).

Ôîðìóëà Êþííåòà îïèñûâàåò ýòîò ãîìîìîðôèçì ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà R
è C. Îñíîâíîå å¼ ïðèìåíåíèå � â ñëåäóþùåé òîïîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè.

Ïðèìåð 6.6. Ïóñòü C = {Cn(X), ∂n} è C ′ = {Cn(Y ), ∂n} � êëåòî÷íûå öåïíûå êîì-
ïëåêñû äëÿ X è Y . Áèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ (20) äàþò èçîìîðôèçì⊕

i

Ci(X)⊗ Cn−i(Y )→ Cn(X × Y ), eiα ⊗ en−iβ 7→ eiα × en−iβ

à ôîðìóëà (21) ïðåâðàùàåòñÿ â (26). Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì èçîìîðôèçì öåï-

íûõ êîìïëåêñîâ C•(X) ⊗ C•(Y )
∼=−→ C•(X × Y ), à ãîìîìîðôèçì (27) ïðåâðàùàåòñÿ â

ãîìîìîðôèçì ⊕
i

Hi(X)⊗Hn−i(Y )→ Hn(X × Y ).
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Òåîðåìà 6.7 (àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìóëà Êþííåòà). Ïóñòü R � îáëàñòü ãëàâíûõ
èäåàëîâ (íàïðèìåð, R = Z èëè ïîëå) è öåïíîé êîìïëåêñ C ñîñòîèò èç ñâîáîäíûõ
R-ìîäóëåé Ci. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ ðàñùåïèìàÿ êîðîòêàÿ
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→
⊕
i

Hi(C)⊗R Hn−i(C
′)→ Hn(C ⊗R C ′)→

⊕
i

TorR
(
Hi(C), Hn−1−i(C

′)
)
→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà âñå ãðàíè÷íûå îòîáðàæåíèÿ â
êîìïëåêñå C íóëåâûå, ò. å.Hi(C) = Ci. Òîãäà ∂(c⊗c′) = (−1)ic⊗∂c′ è öåïíîé êîìïëåêñ
C⊗RC ′ � ýòî ïðÿìàÿ ñóììà êîìïëåêñîâ Ci⊗RC ′, êàæäûé èç êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü,
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé êîìïëåêñîâ C ′, òàê êàê Ci � ñâîáîäíûé ìîäóëü. Ïîýòîìó

Hn(C ⊗R C ′) = Hn

(⊕
i

Ci ⊗R C ′
)
=

⊕
i

Hn(Ci ⊗R C ′) ∼=

∼=
⊕
i

Ci ⊗R Hn−i(C
′) =

⊕
i

Hi(C)⊗R Hn−i(C
′),

òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà âåðíà.
Â îáùåì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ïîäãðóïïû Bi ⊂ Zi ⊂ Ci ãðàíèö è öèêëîâ, êàê â äîêà-

çàòåëüñòâå ÷àñòè â) ôîðìóë óíèâåðñàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (òåîðåìà 5.6). Ìû èìååì
êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåïíûõ êîìïëåêñîâ 0→ Z• → C• → B•−1 → 0,
ñîñòîÿùóþ èç ðàñùåïèìûõ êîðîòêèõ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 0 → Zi → Ci →
Bi−1 → 0. Óìíîæàÿ òåíçîðíî íà C ′, ïîëó÷èì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ (Z ⊗R C ′)• −→ (C ⊗R C ′)• −→ (B ⊗R C ′)•−1 −→ 0

è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîëîãèé

. . .
in−→ Hn(Z ⊗R C ′) −→ Hn(C ⊗R C ′) −→ Hn−1(B ⊗R C ′)

in−1−→ Hn−1(Z ⊗R C ′) −→ . . .

Çäåñü ñâÿçûâàþùèì ãîìîìîðôèçìîì ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçì, èíäóöèðîâàííûé âëî-
æåíèåì i : B → Z. Òàê êàê B è Z � êîìïëåêñû ñ íóëåâûì ãðàíè÷íûì ãîìîìîðôèç-
ìîì, ÷àñòíûé ñëó÷àé, ðàçîáðàííûé â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà, ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçî-
âàòü ïðåäûäóùóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â

. . .
in−→

⊕
i

(
Zi ⊗R Hn−i(C

′)
)
−→ Hn(C ⊗R C ′) −→

⊕
i

(
Bi ⊗R Hn−1−i(C

′)
) in−1−→

in−1−→
⊕
i

(
Zi ⊗R Hn−1−i(C

′)
)
−→ . . .

Îòñþäà ïîëó÷àåì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ Coker in −→ Hn(C ⊗R C ′) −→ Ker in−1 −→ 0

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî 0→ Bi → Zi → Hi(C)→ 0 � ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà äëÿ Hi(C)
(çäåñü ìû èñïîëüçóåì òî, ÷òî R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè). Ïîýòîìó

Coker
(
Bi ⊗R Hn−i(C

′)
in−→ Zi ⊗R Hn−i(C

′)
)
= Hi(C)⊗R Hn−i(C

′),

Ker
(
Bi ⊗R Hn−1−i(C

′)
in−1−→ Zi ⊗R Hn−1−i(C

′)
)
= TorR

(
Hi(C), Hn−1−i(C

′)
)
.

Ñóììèðóÿ ïî i è ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ïðåäûäóùóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó-
÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû.
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Îñòàëîñü óñòàíîâèòü ðàñùåïèìîñòü òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ìû äîêàæåì ðàñ-
ùåïèìîñòü ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè, ÷òî öåïíîé êîìïëåêñ C ′ ñîñòîèò èç ñâîáîä-
íûõ R-ìîäóëåé C ′

i. Ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Òàê êàê
Zi ⊂ Ci � ïðÿìîå ñëàãàåìîå, ãîìîìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè Zi → Hi(C) ïðîäîëæàåòñÿ
äî Ci → Hi(C). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì C ′

i → Hi(C
′). Ðàññìàòðèâàÿ ãîìîëîãèè H(C ′)

è H(C ′) êàê öåïíûå êîìïëåêñû ñ íóëåâûì ãðàíè÷íûì ãîìîìîðôèçìîì, ïîëó÷àåì
öåïíîå îòîáðàæåíèå C ⊗R C ′ → H(C) ⊗R H(C ′). Ïåðåõîäÿ ê ãîìîëîãèÿì, ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå ðàñùåïëÿþùåå îòîáðàæåíèå Hn(C ⊗R C ′)→

⊕
i(Hi(C)⊗R Hn−i(C

′)). □

Òåïåðü ïðèìåíèì àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìóëó Êþííåòà â ñèòóàöèè èç ïðèìåðà 6.6.

Òåîðåìà 6.8 (òîïîëîãè÷åñêàÿ ôîðìóëà Êþííåòà). Ïóñòü X, Y � êëåòî÷íûå ïðî-
ñòðàíñòâà è R � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ (íàïðèìåð, Z èëè ïîëå). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
n ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ ðàñùåïèìàÿ êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→
⊕
i

Hi(X)⊗Hn−i(Y )→ Hn(X × Y )→
⊕
i

Tor
(
Hi(X), Hn−i−1(Y )

)
→ 0

(ãäå ìû îïóñòèëè êîëüöî êîýôôèöèåíòîâ R).

Äëÿ ïðèëîæåíèé âûäåëèì ñëåäóþùèé âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîòîðûé âêëþ÷àåò
è êîãîìîëîãè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó.

Òåîðåìà 6.9. Ïóñòü X, Y � êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà, R � îáëàñòü ãëàâíûõ èäå-
àëîâ, ïðè÷¼ì Hi(Y ;R) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì R-ìîäóëåì äëÿ ëþáîãî i (ýòî óñëîâèå
àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî, åñëè R � ïîëå). Òîãäà ãîìîìîðôèçìû⊕

i

Hi(X;R)⊗Hn−i(Y ;R) −→ Hn(X × Y ;R),⊕
i

H i(X;R)⊗Hn−i(Y ;R) −→ Hn(X × Y ;R),

çàäàâàåìûå ×-ïðîèçâåäåíèåì, ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ãîìîëîãèé ýòî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû 6.8, òàê
êàê â íàøåì ñëó÷àå Tor(Hi(X), Hn−1−i(Y )) = 0.
Äëÿ êîãîìîëîãèé çàìåòèì, ÷òî òðåáóåìûé ãîìîìîðôèçì ìîæíî ðàçëîæèòü â êîì-

ïîçèöèþ⊕
i

H i(X;R)⊗Hn−i(Y ;R)
∼=−→

⊕
i

H i(X,Hn−i(Y ;R)) −→ Hn(X × Y ;R),

ãäå ïåðâûé èçîìîðôèçì ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû óíèâåðñàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
(òåîðåìà 5.6 á)), òàê êàê Hn−i(Y ;R) � ñâîáîäíûé R-ìîäóëü. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî âòîðîé ãîìîìîðôèçì â êîìïîçèöèè âûøå � èçîìîðôèçì.
Ðàññìîòðèì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ôîðìóëû óíèâåðñàëüíûõ êî-

ýôôèöèåíòîâ (òåîðåìà 5.6 â)):

(28) 0 −→ Ext
(
Hn−1(X × Y ), R

)
−→ Hn(X × Y ;R) −→ Hom

(
Hn(X × Y ), R

)
−→ 0.
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Èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû

Hom
(
Hn(X × Y ), R

) ∼= Hom
(⊕

i

Hi(X)⊗Hn−i(Y ), R
) ∼=

∼=
⊕
i

Hom
(
Hi(X),Hom(Hn−i(Y ), R)

) ∼= ⊕
i

Hom
(
Hi(X), Hn−i(Y ;R)

)
.

Çäåñü â ïåðâîì èçîìîðôèçìå ìû âîñïîëüçîâàëèñü óæå äîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì
äëÿ ãîìîëîãèé, âòîðîé èçîìîðôèçì âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ Hom(A ⊗ B,C) ∼=
Hom(A,Hom(B,C)) (çàäà÷à), à òðåòèé ñëåäóåò èç ôîðìóëû óíèâåðñàëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ, òàê êàê Hn−i(Y ) � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Äàëåå, èìååì èçîìîðôèçìû

Ext
(
Hn−1(X × Y ), R

) ∼= Ext
(⊕

i

Hi(X)⊗Hn−1−i(Y ), R
) ∼=

∼=
⊕
i

Ext
(
Hi(X),Hom(Hn−1−i(Y ), R)

) ∼= ⊕
i

Ext
(
Hi(X), Hn−1−i(Y ;R)

)
,

ãäå âòîðîé èçîìîðôèçì âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ Ext(A⊗B,C) ∼= Ext(A,Hom(B,C))
äëÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû B (çàäà÷à). Èç ïîñëåäíèõ äâóõ èçîìîðôèçìîâ è òî÷-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (28) ïîëó÷àåì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ñ òî÷íûìè ñòðî-
êàìè

0 → Ext
(
Hn−1(X × Y ), R

) // Hn(X × Y ;R) // Hom
(
Hn(X × Y ), R

)
→ 0

0 →
⊕

i Ext
(
Hi(X), Hn−1−i(Y ;R)

) //

∼=

OO

⊕
i H

i
(
X,Hn−i(Y ;R)

) //

OO

⊕
i Hom

(
Hi(X), Hn−i(Y ;R)

)
→ 0

∼=

OO

Òîãäà èç 5-ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíÿÿ ñòðåëêà ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. □

6.5. Êîëüöà êîãîìîëîãèé òîðà è ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü R � êîì-
ìóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Íàïîìíèì, ÷òî R-àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ êîëüöî A,
êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì, ïðè÷åì óìíîæåíèå A × A → A ÿâëÿåòñÿ R-
áèëèíåéíûì.
Âíåøíåé àëãåáðîé ñ n îáðàçóþùèìè íàä êîëüöîì R íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíàÿ àë-

ãåáðà ñ 1, ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòàìè α1, . . . , αn, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíè-
ÿì α2

i = 0, αiαj = −αjαi. Âíåøíÿÿ àëãåáðà îáîçíà÷àåòñÿ ΛR[α1, . . . , αn] èëè ïðîñòî
Λ[α1, . . . , αn]. Âíåøíþþ àëãåáðó ìîæíî ñäåëàòü ãðàäóèðîâàííîé, ïîëîæèâ degαi = 1.
Ïðè ýòîì àëãåáðà Λ[α1, . . . , αn] ñòàíîâèòñÿ ãðàäóèðîâàííî êîììóòàòèâíîé, è ìû èìå-
åì Λ[α1, . . . , αn] =

⊕n
k=0 Λ

k, ãäå Λk � ñâîáîäíûé R-ìîäóëü, ïîðîæä¼ííûé ìîíîìàìè
αi1 . . . αik , ãäå 1 ⩽ i1 < . . . < ik ⩽ n.

Ïðåäëîæåíèå 6.10. Ïóñòü T n = S1×. . .×S1 � n-ìåðíûé òîð. Òîãäà èìååò ìåñòî
èçîìîðôèçì

H∗(T n) ∼= Λ[α1, . . . , αn],

ïðè êîòîðîì αi ∈ Λ[α1, . . . , αn] ïåðåõîäèò â p∗i (α) ∈ H1(T n), ãäå α ∈ H1(S1) ∼= Z �
îáðàçóþùàÿ, à pi : T

n → S1 � ïðîåêöèÿ íà i-é ñîìíîæèòåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî n. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ T n è äîêàæåì åãî äëÿ T n+1. Äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ãðóïïà Hk(T n+1) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ñ áàçèñîì
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èç ìîíîìîâ αi1 . . . αik , ãäå 1 ⩽ i1 < . . . < ik ⩽ n + 1. Èç òåîðåìû 6.9 ïîëó÷àåì
èçîìîðôèçì

Hk(T n)⊕ (Hk−1(T n)⊗H1(S1))
∼=−→ Hk(T n × S1) = Hk(T n+1),

ïðè êîòîðîì αi1 . . . αik +αj1 . . . αjk−1
⊗α, 1 ⩽ i1 < . . . < ik ⩽ n, 1 ⩽ j1 < . . . < jk−1 ⩽ n,

ïåðåõîäèò â αi1 . . . αik +αj1 . . . αjk−1
αn+1. Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. □

Íàðÿäó ñ âíåøíèìè àëãåáðàìè âàæíûé êëàññ ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö îáðàçóþò
êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ R[v1, . . . , vn]. Ãðàäóèðîâêà â êîëüöå R[v1, . . . , vn] çàäà¼òñÿ ñòå-
ïåíÿìè îáðàçóþùèõ, deg vi = di. Åñëè âñå ýëåìåíòû êîëüöà R èìåþò ïîðÿäîê 2,
òî êîëüöî R[v1, . . . , vn] áóäåò ãðàäóèðîâàííî êîììóòàòèâíûì ïðè ëþáûõ ñòåïåíÿõ
îáðàçóþùèõ. Åñëè æå â R èìåþòñÿ ýëåìåíòû ïîðÿäêà, îòëè÷íîãî îò 2, òî äëÿ ãðà-
äóèðîâàííîé êîììóòàòèâíîñòè êîëüöà R[v1, . . . , vn] íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå ñòåïåíè di
áûëè ÷¼òíûìè. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü deg vi = 2.
Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ¾óñå÷¼ííûå¿ êîëüöà R[v]/(vk), ñîñòîÿùèå èç ìíîãî÷ëåíîâ

ñòåïåíè ìåíüøå k.

Ïðåäëîæåíèå 6.11. Èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû

H∗(RP n;Z2) ∼= Z2[u]/(u
n+1), H∗(RP∞;Z2) ∼= Z2[u], deg u = 1,

H∗(CP n;Z) ∼= Z[v]/(vn+1), H∗(CP∞;Z) ∼= Z[v], deg v = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàçáåð¼ì ñëó÷àé RP n. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé áóäåì
ïèñàòü P n âìåñòî RP n è íå óêàçûâàòü ÿâíî êîýôôèöèåíòû Z2. Èìååì H i(P n) =
Z2 ïðè i ⩽ n. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå îáðàçóþùåé ãðóïïû H1(P n) íà
îáðàçóþùóþ ãðóïïû Hn−1(P n) äà¼ò îáðàçóþùóþ ãðóïïû Hn(P n), òî èçîìîðôèçì
H∗(P n) ∼= Z2[u]/(u

n+1) ïîëó÷èòñÿ èíäóêöèåé ïî n, òàê êàê âêëþ÷åíèå P n−1 → P n

èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ãðóïï H i ïðè i ⩽ n− 1.
Ìû äîêàæåì áîëüøå, à èìåííî, ÷òî ⌣ : H i(P n) ⊗ Hn−i(P n) → Hn(P n) � èçîìîð-

ôèçì. Âëîæèì P i è P n−i â P n â êà÷åñòâå ñëåäóþùèõ ïîäìíîæåñòâ:

{[x0 : . . . : xn] ∈ P n : xi+1 = . . . = xn = 0} ∼= P i,

{[x0 : . . . : xn] ∈ P n : x0 = . . . = xi−1 = 0} ∼= P n−i.

Òîãäà P i ∩ P n−i � îäíà òî÷êà p = [0 : . . . : 1 : . . . : 0], ãäå 1 ñòîèò íà i-ì ìåñòå.
Ïóñòü Ui ⊂ P n � i-ÿ àôôèííàÿ êàðòà, çàäàâàåìàÿ óñëîâèåì xi ̸= 0. Òîãäà Ui ∼= Rn,
è ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå p ∈ Ui ïåðåõîäèò â 0 ∈ Rn. Ìû èìååì äåôîðìàöèîííóþ
ðåòðàêöèþ P n \P n−i → P i−1; ãîìîòîïèÿ ìåæäó íåé è òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì
çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

ft : P
n \ P n−i → P n \ P n−i, [x0 : . . . : xn] 7→ [x0, . . . , xi−1, txi, . . . , txn].
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Òåïåðü ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

H i(P n)⊗Hn−i(P n)
⌣ // Hn(P n)

H i
(
P n, P n \ P n−i)⊗Hn−i(P n, P n \ P i

)
OO

��

⌣ // Hn
(
P n, P n \ {p}

)
OO

��

H i
(
Rn,Rn \ Rn−i)⊗Hn−i(Rn,Rn \ Ri

) ⌣ // Hn
(
Rn,Rn \ {0}

)
H i

(
Ri,Ri \ {0}

)
⊗Hn−i(Rn−i,Rn−i \ {0}

) × //

OO

Hn
(
Rn,Rn \ {0}

)
H i(I i, ∂I i)⊗Hn−i(In−i, ∂In−i)

OO

× // Hn(In, ∂In)

OO

H i(T i, Ṫ i)⊗Hn−i(T n−i, Ṫ n−i)
× //

OO

��

Hn(T n, Ṫ n)

OO

��
H i(T i)⊗Hn−i(T n−i)

× // Hn(T n)

Çäåñü ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçíûå âàðèàíòû îòíîñèòåëü-
íûõ ×- è ⌣-ïðîèçâåäåíèé (18), à Ṫ n îáîçíà÷àåò (n− 1)-ìåðíûé îñòîâ n-ìåðíîãî òîðà
ñî ñòàíäàðòíîé êëåòî÷íîé ñòðóêòóðîé. Ïåðâàÿ (ñâåðõó) ïàðà âåðòèêàëüíûõ ñòðåëîê
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìàìè, òàê êàê H i(P n, P n \ P n−i) ∼= H i(P n, P i−1) (ñì. âûøå), à
H i(P n) → H i(P n, P i−1) � èçîìîðôèçì (ýòî ñëåäóåò èç êëåòî÷íûõ êîãîìîëîãèé, òàê
êàê âñå êëåòî÷íûå äèôôåðåíöèàëû íóëåâûå). Âòîðàÿ ïàðà âåðòèêàëüíûõ ñòðåëîê
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìàìè ñîãëàñíî âûðåçàíèþ. Ëåâàÿ âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà èç òðå-
òüåé ïàðû èíäóöèðîâàíà ïðîåêöèÿìè Rn → Ri è Rn → Rn−i, ïîýòîìó òðåòèé êâàä-
ðàò êîììóòàòèâåí ïî îïðåäåëåíèþ ×-ïðîèçâåäåíèÿ. Êðîìå òîãî, òðåòüÿ è ÷åòâ¼ðòàÿ
ïàðû âåðòèêàëüíûõ ñòðåëîê ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè, òàê êàê òàì èìåþòñÿ î÷å-
âèäíûå äåôîðìàöèîííûå ðåòðàêöèè. Ïÿòàÿ ïàðà âåðòèêàëüíûõ ñòðåëîê ÿâëÿþòñÿ
èçîìîðôèçìàìè èíäóöèðîâàííûìè ôàêòîð-îòîáðàæåíèÿìè In → T n. Íèæíÿÿ ïàðà
âåðòèêàëüíûõ ñòðåëîê ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìàìè, òàê êàê âñå äèôôåðåíöèàëû â êëå-
òî÷íîì êîöåïíîì êîìïëåêñå òîðà íóëåâûå. Íàêîíåö, íèæíÿÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ñòðåëêà
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì áëàãîäàðÿ ïðåäëîæåíèþ 6.10. Èòàê, âåðõíÿÿ ãîðèçîíòàëü-
íàÿ ñòðåëêà � òàêæå èçîìîðôèçì, ÷òî çàâåðøàåò îïèñàíèå êîëüöà H∗(RP n;Z2).
Èçîìîðôèçì H∗(RP∞;Z2) ∼= Z2[u] ñëåäóåò èç êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ, òàê êàê âëî-

æåíèå RP n ↪→ RP∞ èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ãðóïï H i ïðè i ⩽ n.
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ CP n è CP∞ àíàëîãè÷íî, íàäî ëèøü ðàññìàòðèâàòü êîýôôè-

öèåíòû â Z è óäâîèòü ðàçìåðíîñòè ãðóïï è ïðîñòðàíñòâ. □

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.
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6.12. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ R-ìîäóëåé A,B,C ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé
èçîìîðôèçì

HomR(A⊗R B,C) ∼= HomR(A,HomR(B,C)).

6.13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè R � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ, òî äëÿ R-ìîäóëåé A,C è
ñâîáîäíîãî R-ìîäóëÿ B ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

ExtR(A⊗R B,C) ∼= ExtR(A,HomR(B,C)).

6.14. Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ ⌣- è ×-ïðîèçâåäåíèÿ:
(φ1 × ψ1) ⌣ (φ2 × ψ2) = (−1)q1p2(φ1 ⌣ φ2)× (ψ1 ⌣ ψ2)

äëÿ φ1 ∈ Hp1(X), ψ1 ∈ Hq1(Y ), φ2 ∈ Hp2(X), ψ2 ∈ Hq2(Y ).

6.15. Äîêàæèòå èçîìîðôèçìH∗(RP∞;Z) ∼= Z[v]/(2v), ãäå deg v = 2. Îïèøèòå êîëüöî
êîãîìîëîãèé H∗(RP n;Z).

6.16. Äîêàæèòå èçîìîðôèçì êîëåö H∗(CP∞ × CP∞) ∼= Z[v1, v2], deg v1 = deg v2 = 2.
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