
ÒÎÐÈ×ÅÑÊÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß È ÒÎÏÎËÎÃÈß

ËÈÑÒÎÊ 1: ÊÎÍÓÑÛ, ÂÅÅÐÛ, ÒÎÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëûé ïîëèýäðàëüíûé êîíóñ σ ̸= Rn èìååò (åäèíñòâåííóþ)
íàèìåíüøóþ ãðàíü σ ∩ (−σ), ïðè÷¼ì îíà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà σ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ìèíèìàëüíûé íàáîð îáðàçóþùèõ ñòðîãî âûïóêëîãî ïî-
ëèýäðàëüíîãî êîíóñà ñîñòîèò èç íåíóëåâûõ âåêòîðîâ âäîëü åãî îäíîìåðíûõ ãðàíåé
(ð¼áåð).

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëèýäðàëüíîãî êîíóñà σ ⊂ Rn åãî äâîéñòâåííûé

σv =
{
x ∈ Rn : ⟨x ,u⟩ ⩾ 0 äëÿ ëþáîãî u ∈ σ}.

ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðàëüíûì êîíóñîì, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (σv)v = σ, è σv ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãî âûïóêëûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dimσ = n.

4. Îïèøèòå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âååðó ñ 3 îäíîìåðíûì êî-
íóñàìè, ïîðîæä¼ííûìè âåêòîðàìè e1, e2 è −e1 − e2 (è áåç äâóìåðíûõ êîíóñîâ).

5. Ïóñòü Σ � ïîëíûé íåîñîáûé âååð â R2 ñ 3 îäíîìåðíûìè êîíóñàìè. Ïîêàæè-
òå, ÷òî òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå VΣ èçîìîðôíî êîìïëåêñíîìó ïðîåêòèâíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó CP 2.

6∗. Ïóñòü Σ � ïîëíûé íåîñîáûé âååð â R2 ñ 4 îäíîìåðíûìè êîíóñàìè. Ïîêàæèòå,
÷òî òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå VΣ èçîìîðôíî îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé Õèðöåáðóõà

Fk = CP (C⊕O(k)). Çäåñü CP (−) îáîçíà÷àåò ïðîåêòèâèçàöèþ êîìïëåêñíîãî âåê-
òîðíîãî ðàññëîåíèÿ, C îáîçíà÷àåò òðèâèàëüíîå îäíîìåðíîå ðàññëîåíèå íàä CP 1,
à O(k) = η̄⊗k îáîçíà÷àåò k-òåíçîðíóþ ñòåïåíü ñîïðÿæ¼ííîãî ê òàâòîëîãè÷åñêîìó
îäíîìåðíîìó ðàññëîåíèþ íàä CP 1, k ∈ Z.
7∗. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü Õèðöåáðóõà Fk ãîìåîìîðôíà S2×S2 ïðè ÷¼òíîì k
è ãîìåîìîðôíà CP 2 # CP 2 ïðè íå÷¼òíîì k, ãäå # îáîçíà÷àåò ñâÿçíóþ ñóììó
îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé, à CP 2 åñòü CP 2 ñ îáðàù¼ííîé îðèåíòàöèåé.

8. Ïóñòü U � äîïîëíåíèå äî ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé âèäà
{z : zi1 = . . . = zik = 0} â Cm. Äîêàæèòå, ÷òî U � íåîñîáîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðà-
çèå, îïèøèòå åãî ïîêðûòèå àôôèííûìè òîðè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè è ñîîòâåò-
ñòâóþùèé âååð Σ â Rm.

9. Ïóñòü N ∼= Zn � ðåø¼òêà, TN = N ⊗ZC× ∼= (C×)n � çàäàâàåìûé åé àëãåáðàè÷å-
ñêèé òîð,M = N∗ � ðåø¼òêà õàðàêòåðîâ òîðà è C[M ] ∼= C[x±1

1 , . . . , x±1
m ] � àëãåáðà

ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà òîðå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ⊂ C[M ] � ïîäïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ òîðà. Äîêàæèòå, ÷òî

A =
⊕
χm∈A

C · χm,

ò. å. A ïîðîæäåíî ñîäåðæàùèìèñÿ â í¼ì õàðàêòåðàìè òîðà.

Date: 19 ñåíòÿáðÿ 2022 ã.



ÒÎÐÈ×ÅÑÊÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß È ÒÎÏÎËÎÃÈß

ËÈÑÒÎÊ 2: ÌÍÎÃÎÃÐÀÍÍÈÊÈ È ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÂÅÅÐÛ

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Âûïóêëûé n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì, åñëè âñå åãî
ñîáñòâåííûå ãðàíè � ñèìïëåêñû, è íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè â êàæäîé åãî âåð-
øèíå ñõîäèòñÿ â òî÷íîñòè n ãèïåðãðàíåé. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n ⩾ 3 åñëè ìíîãî-
ãðàííèê ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ïðîñòûì è ñèìïëèöèàëüíûì, òî ýòî � ñèìïëåêñ.

2. Äëÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà P â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå MR îïðåäåëèì åãî
ïîëÿðíîå ìíîæåñòâî êàê

P ∗ = {u ∈M∗
R : ⟨u , x ⟩+ 1 ⩾ 0 äëÿ âñåõ x ∈ P}.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) P ∗ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì (â ÷àñòíîñòè, îãðàíè÷åíî) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 ∈ intP ;

á) (P ∗)∗ = conv(P,0), òàê ÷òî P ⊂ (P ∗)∗ è (P ∗)∗ = P , åñëè 0 ∈ P .

3. Äâà ìíîãîãðàííèêà íàçûâàþòñÿ êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìåæäó
èõ ãðàíÿì ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ñîõðàíÿþùåå îò-
íîøåíèå âêëþ÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî n-ìåðíûé ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê, âñå äâóìåð-
íûå ãðàíè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷åòûð¼õóãîëüíèêàìè, êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòåí
n-ìåðíîìó êóáó.

4. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé èç äâóõ ìíîãîãðàííèêîâ, ïîëó÷àåìûõ ðàçðåçàíèåì ñèì-
ïëåêñà∆n ãèïåðïëîñêîñòüþ, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíû, êîìáèíàòîðíî ýêâèâà-
ëåíòåí ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ñèìïëåêñîâ. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî êàæäûé n-ìåðíûé
ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê ñ n+ 2 ãèïåðãðàíÿìè êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòåí (è äàæå
ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòåí) ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ñèìïëåêñîâ.

5. Ïóñòü n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê P çàäàí êàê ïåðåñå÷åíèå ïîëóïðîñòðàíñòâ (ò. å.
ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ) â n-ìåðíîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå MR:

P = {x ∈MR : ⟨a i, x ⟩+ bi ⩾ 0, i = 1, . . . ,m},

ãäå a i ∈ M∗
R, bi ∈ R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè íåðàâåíñòâ ⟨a i, x ⟩ + bi ⩾ 0 íåò

ëèøíèõ, ò. å. óäàëåíèå ëþáîãî íåðàâåíñòâà èç ñèñòåìû èçìåíÿåò çàäàâàåìîå èìè
ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êàæäîå ìíîæåñòâî

Fi = {x ∈ P : ⟨a i, x ⟩+ bi = 0}

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðãðàíüþ ìíîãîãðàííèêà P .

6. Ïóñòü P � ìíîãîãðàííèê êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å (ïîëíîé ðàçìåðíîñòè, çà-
äàííûé áåç ëèøíèõ íåðàâåíñòâ). Äëÿ êàæäîé ãðàíè Q ⊂ P ðàññìîòðèì êîíóñ

σQ = {u ∈M∗
R : ⟨u , x ′⟩ ⩽ ⟨u , x ⟩ äëÿ ëþáûõ x ′ ∈ Q è x ∈ P},

äâîéñòâåííûé ê ìíîãîãðàííîìó óãëó ïðè ãðàíèQ (ïîðîæä¼ííîìó âñåìè âåêòîðàìè
x − x

′ èç x ′ ∈ Q â x ∈ P ). Äîêàæèòå, ÷òî êîíóñ σQ èìååò ìèíèìàëüíûé íàáîð
îáðàçóþùèõ, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ a i, äëÿ êîòîðûõ Q ⊂ Fi.

Date: 15 îêòÿáðÿ 2022 ã.
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2 ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

7. Äîêàæèòå, ÷òî íàáîð êîíóñîâ ΣP = {σQ : Q åñòü ãðàíü â P} ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
âååðîì â ïðîñòðàíñòâå NR = M∗

R, ïðè÷¼ì ýòîò âååð ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P � ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê.

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 0 ñîäåðæèòñÿ âî âíóòðåííîñòè P , òî âååð ΣP ñîñòîèò èç
êîíóñîâ íàä ãðàíÿìè ïîëÿðíîãî ìíîãîãðàííèêà P ∗.

9. Îïðåäåëèì îïîðíóþ ôóíêöèþ ψP : M
∗
R → R âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà P ∈ MR

ôîðìóëîé
ψP (u) = min

x∈P
⟨u , x ⟩.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ôóíêöèÿ ψP íåïðåðûâíà íà M∗
R è ëèíåéíà íà êîíóñàõ σ íîðìàëüíîãî âåå-

ðà ΣP , ò. å. ψP (u) = ⟨u ,mσ⟩ ïðè u ∈ σ äëÿ íåêîòîðîãî mσ ∈MR;
á) ôóíêöèÿ ψP ñòðîãî âûïóêëà â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëü-

íîãî (n-ìåðíîãî) êîíóñà σ ∈ ΣP ïðè u /∈ σ èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî
ψP (u) < ⟨u ,mσ⟩.



ÒÎÐÈ×ÅÑÊÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß È ÒÎÏÎËÎÃÈß

ËÈÑÒÎÊ 3: ÐÀÑÑËÎÅÍÈß È ÄÈÂÈÇÎÐÛ, ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÛÅ

ÒÎÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß, ÊÎÃÎÌÎËÎÃÈÈ

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Ïóñòü A � ïó÷îê ãëàäêèõ C-çíà÷íûõ ôóíêöèé íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M .
Äîêàæèòå, ÷òî H i(M ;A) = 0 ïðè i > 0. (Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå ðàçáèåíèå åäèíè-
öû.)

2. Ïóñòü O � ïó÷îê ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè. Äîêà-
æèòå, ÷òî

à) H i(CP n;O) = 0 ïðè i > 0;
á) H1(C/Γ;O) ∼= C, ãäå Γ ∼= Z2 � ðåø¼òêà â C, à C/Γ ∼= T 2 � êîìïëåêñíûé

òîð.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå D 7→ LD äèâèçîðó Êàðòüå îäíîìåðíîãî ðàññëîå-
íèÿ íà êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè M îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) åñëè D � äèâèçîð ãëîáàëüíîé ìåðîôîðìíîé ôóíêöèè íà M , òî LD = O �
òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå;

á) LD+D′ ∼= LD ⊗ LD′ . Â ÷àñòíîñòè, L−D
∼= L∗

D
∼= LD, ãäå L∗

D
∼= Hom(LD,O) �

äâîéñòâåííîå ðàññëîåíèå, à LD � êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîå ðàññëîåíèå.

4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O(1) îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå íàä CP n, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå äèâèçîðó-ãèïåðïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå η
(ðàññëîåíèå Õîïôà), ñëîåì êîòîðîãî íàä òî÷êîé z ∈ CP n ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðåä-
ñòàâëÿþùàÿ ýòó òî÷êó, èçîìîðôíî O(−1).

5. Çàïèøèòå ÿâíî ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå,
çàäàþùèõ êàæäóþ ïîâåðõíîñòü Õèðöåáðóõà Fk = CP (C⊕O(k)).

6. Îïèøèòå âëîæåíèå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé CP 1 â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, ñî-
îòâåòñòâóþùåå îäíîìåðíîìó ìíîãîãðàííèêó � îòðåçêó [0, k] â R1, ãäå k ∈ Z.
7. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïîëíîå äâóìåðíîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ïðîåêòèâíî.

8. Äîêàæèòå, ÷òî íà êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè Ãðàññìàíà Grk(Cn), ñîñòîÿùåì
èç k-ïëîñêîñòåé â Cn, ïðè 2 ⩽ k ⩽ n − 2 íåëüçÿ çàäàòü àëãåáðàè÷åñêîå äåéñòâèå
òîðà, ïðåâðàùàþùåå åãî â òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.

9. Äëÿ êàæäîé ïàðû öåëûõ ÷èñåë 0 ⩽ i ⩽ j ðàññìîòðèì ãèïåðïîâåðõíîñòü Ìèë-

íîðà

Hij = {(z0 : · · · : zi)× (w0 : · · · : wj) ∈ CP i × CP j : z0w0 + · · ·+ ziwi = 0}.
à) Äîêàæèòå, ÷òî Hij ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì ïðîåêòèâíûì àëãåáðàè÷åñêèì ìíî-

ãîîáðàçèåì.
á) Äîêàæèòå, ÷òî Hij ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì íåêî-

òîðîãî ðàññëîåíèÿ íàä CP i ñî ñëîåì CP j−1.
â)∗ Ïðè êàêèõ i, j íà ìíîãîîáðàçèè Hij ìîæíî çàäàòü äåéñòâèå òîðà, ïðåâðà-

ùàþùåå åãî â òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå?

Date: 7 íîÿáðÿ 2022 ã.
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ÒÎÐÈ×ÅÑÊÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß È ÒÎÏÎËÎÃÈß

ËÈÑÒÎÊ 4: ÒÎÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß ÊÀÊ

ÔÀÊÒÎÐÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Äëÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû (ðåø¼òêè) N ∼= Zn ðàñ-
ñìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé àëãåáðàè÷åñêèé òîð C×

N = N ⊗Z C× ∼= (C×)n. Ïóñòü
äàíà òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ àáåëåâûõ ãðóïï

0 −→ L −→ M −→ N −→ F −→ 0,

ãäå F � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, à L,M,N � ðåø¼òêè. Äîêàæèòå, ÷òî åé ñîîòâåòñòâóåò
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîììóòàòèâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï

1 −→ H −→ C×
M −→ C×

N −→ 1,

ãäå H ∼= C×
L × F .

2. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàçóþùèå îäíîìåðíûõ êîíóñîâ âååðà Σ ⊂ NR ëèíåéíî ïîðîæ-
äàþò ïðîñòðàíñòâî NR òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå VΣ

íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå VΣ′ × C×, ãäå VΣ′ � äðóãîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.

3. Äëÿ âååðà Σ ⊂ NR ñ ïðèìèòèâíûìè îáðàçóþùèìè a1, . . . ,am ðàññìîòðèì îòîá-
ðàæåíèå ðåø¼òîê A : Zm → N , e i 7→ a i, è ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå òîðîâ
expA : (C×)m → C×

N . Îïðåäåëèì ãðóïïó G èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1 −→ G −→ (C×)m −→ C×
N −→ 1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà G èìååò âèä

G =
{
(t1, . . . , tm) ∈ (C×)m :

m∏
i=1

t
⟨u ,a i⟩
i = 1 äëÿ ëþáîãî u ∈ N∗}.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè R⟨a1, . . . ,am⟩ ∼= NR, òî G ∼= (C×)m−n × F , ãäå F =
N/Z⟨a1, . . . ,am⟩ � êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âååð Σ ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí íåîñîáûé n-ìåðíûé
êîíóñ, òî G ∼= (C×)m−n.

ã) Äîêàæèòå, ëþáîé ëîðàíîâñêèé ìîíîì îò z1, . . . , zm, èíâàðèàíòíûé îòíîñè-

òåëüíî äåéñòâèÿ G íà Cm èìååò âèä
∏m

i=1 z
⟨u ,a i⟩
i äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ N∗.

4∗. Äëÿ êîíóñà σ ∈ Σ, ïîðîæä¼ííîãî âåêòîðàìè a i1 . . . ,a ik , ïîëîæèì g(σ) =
{i1, . . . , ik} ⊂ [m] è ðàññìîòðèì ìîíîì zσ̂ =

∏
j /∈g(σ) zj. Îïðåäåëèì

U(σ) = {z ∈ Cm : zσ̂ ̸= 0} = {z ∈ Cm : zj ̸= 0 ïðè j /∈ g(σ)}, U(Σ) =
⋃
σ∈Σ

U(σ).

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âååð Σ íå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì, òî äëÿ äåéñòâèÿ G íà
U(σ) (è íà U(Σ)) ñóùåñòâóåò íåçàìêíóòàÿ îðáèòà.

5. Äåéñòâèå òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïûH íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâåX íàçûâà-
åòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè îòîáðàæåíèå H×X → X×X, (h, x) 7→ (hx, x), ñîáñòâåííî,
ò. å. ïðîîáðàç êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà êîìïàêòåí. Äîêàæèòå, ÷òî

à) äåéñòâèå C× íà C2 \ {0}, çàäàííîå ôîðìóëîé (t, (z1, z2)) 7→ (tz1, tz2), ñîá-
ñòâåííî;
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á) äåéñòâèå C× íà C2 \ {0}, çàäàííîå ôîðìóëîé (t, (z1, z2)) 7→ (tz1, t
−1z2), íå

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì, õîòÿ âñå åãî îðáèòû çàìêíóòû.

6∗. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåë¼ííîå âûøå äåéñòâèå ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå U(Σ)
ñîáñòâåííî, åñëè âååð Σ ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì. (Óêàçàíèå: ðàññóæäåíèå àíà-
ëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó çàìêíóòîñòè îðáèò. À èìåííî, ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {z (k)} è {g (k)

z
(k)} èìåþò ïðåäåëû â U(Σ), òî è â {g (k)} ìîæíî

âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùóþ ïðåäåë â G.)

7. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X/G ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî õàóñäîðôîâà
ïðîñòðàíñòâà (â ÷àñòíîñòè, ìíîãîîáðàçèÿ) X ïî ñîáñòâåííîìó äåéñòâèþ ãðóïïû G
õàóñäîðôîâî. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî U(Σ)/G, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ñèìïëèöèàëüíîìó âååðó Σ, õàóñäîðôîâî. Ýòî äà¼ò àëüòåðíàòèâíîå òîïîëîãè-
÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî îòäåëèìîñòè òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, ïîëó÷àåìûõ ñêëåé-
êîé àôôèííûõ ÷àñòåé, â ñèìïëèöèàëüíîì ñëó÷àå.

8. Ïóñòü Σ � íåîñîáûé (ðåãóëÿðíûé) âååð, ïðè÷¼ì R⟨a1, . . . ,am⟩ ∼= NR. Óáå-
äèòåñü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî U(Σ) ÿâëÿåòñÿ 2-ñâÿçíûì. Äîêàæèòå, ðàññìîòðåâ òî÷-
íóþ ãîìîòîïè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàâíîãî G-ðàññëîåíèÿ U(Σ) → VΣ, ÷òî
íåîñîáîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå VΣ ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì, à ãðóïïà H2(VΣ;Z)
åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ÿäðîì îòîáðàæåíèÿ A : Zm → N . Ñëåäîâàòåëüíî,
H2(VΣ;Z) = Zm/N∗, ÷òî ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé Ïèêàðà ìíîãîîáðàçèÿ VΣ.



ÒÎÐÈ×ÅÑÊÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß È ÒÎÏÎËÎÃÈß
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1. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå ìîìåíòîâ µ : Cm → Rm äëÿ ïîêîîðäèíàòíîãî äåé-
ñòâèÿ òîðà Tm íà Cm ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé ω = i

∑m
k=1 dzk ∧ dzk èìååò âèä

µ(z1, . . . , zm) = (|z1|2, . . . , |zm|2).
2. Ïóñòü äàíî ãàìèëüòîíîâî äåéñòâèå òîðà T íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèèW
ñ ñîáñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ìîìåíòîâ µ : W → t∗. Ïóñòü u ∈ t∗ � ðåãóëÿðíîå
çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòîâ, ò. å. äèôôåðåíöèàë Dµ : TxW → t∗ ñþðúåêòèâåí
äëÿ ëþáîãî x ∈ µ−1(u). Äîêàæèòå, ÷òî

à) ìíîæåñòâî óðîâíÿ µ−1(u) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êîìïàêòíûì T -èíâàðèàíòíûì
ïîäìíîãîîáðàçèåì â W ;

á) äåéñòâèå òîðà T íà µ−1(u) ïî÷òè ñâîáîäíî (âñå ñòàáèëèçàòîðû êîíå÷íû).

3. Ïóñòü
P = {u ∈ N∗

R : ⟨a i,u⟩+ bi ⩾ 0, i = 1, . . . ,m}
� äåëüçàíîâ ìíîãîãðàííèê ñ âåðøèíàìè â ðåø¼òêåN∗ ∼= Zn, a1, . . . ,am � åãî âíóò-
ðåííèå ïðèìèòèâíûå íîðìàëè ãðàíåé, ΣP � ñîîòâåòñòâóþùèé íåîñîáûé íîðìàëü-
íûé âååð. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ðåø¼òîê A : Zm → N , e i 7→ a i, è ñîîòâåòñòâó-
þùèé ãîìîìîðôèçì (êîìïàêòíûõ) òîðîâ expA : Tm → TN , ãäå TN = N⊗ZS1 ∼= Tn.
Îïðåäåëèì ãðóïïó K èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1 −→ K −→ Tm −→ TN −→ 1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî K ∼= Tm−n.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòîâ

µP : Cm µ−→ Rm Γ−→ k∗

äëÿ äåéñòâèÿ òîðà K íà Cm, ïîëó÷àåìîãî îãðàíè÷åíèåì ãàìèëüòîíîâà äåéñòâèÿ
òîðà Tm, è ïîëîæèì b = (b1, . . . , bm)

t. Äîêàæèòå, ÷òî

á) u = Γb ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ µP ;
â) äåéñòâèå òîðà K íà µ−1(u) ñâîáîäíî;
ã) µ−1(u) ⊂ U(ΣP ), ãäå U(ΣP ) � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â Cm (äîïîëíåíèå

íàáîðà êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé), çàäàâàåìîå âååðîì ΣP , ñì. çàäà÷ó 4.4.

Ãëàäêîå (m + n)-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ZP = µ−1(u) íàçûâàåòñÿ ìîìåíò-óãîë-

ìíîãîîáðàçèåì, à MP = µ−1(u)/K � ãàìèëüòîíîâûì òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì,
ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîãîãðàííèêó P .

4. Ïóñòü Σ � ïîëíûé íåîñîáûé âååð â R2 c îäíîìåðíûìè êîíóñàìè, ïîðîæä¼ííûìè
âåêòîðàìè e1, e2, −e1+ ke2 è −e2, çàäàþùèé ïîâåðõíîñòü Õèðöåáðóõà Hk, k ∈ Z.

à) Óáåäèòåñü, ÷òî Σ � íîðìàëüíûé âååð äåëüçàíîâîãî ÷åòûð¼õóãîëüíêà P ñ
âåðøèíàìè (0, 0), (1, 0), (k + 1, 1) è (0, 1).

á) Çàïèøèòå ÿâíî â êîîðäèíàòàõ îòîáðàæåíèå ìîìåíòîâ µP è ïåðåñå÷åíèå
êâàäðèê, çàäàþùåå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå ZP .
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â) Äîêàæèòå, ÷òî ZP äèôôåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ S3 × S3, ãäå

S3 = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1|2 + |z2|2 = 1}
� åäèíè÷íàÿ ñôåðà â C2.

ã) Ïðåäñòàâüòå ïîâåðõíîñòü Õèðöåáðóõà Hk â âèäå ôàêòîðìíîãîîáðàçèÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ S3 × S3 ïî ÿâíî çàäàííîìó äâóìåðíîìó ïîäòîðó â T4.

5∗. Ïóñòü P � äåëüçàíîâ ïÿòèóãîëüíèê â R2 ñ âåðøèíàìè (0, 0), (2, 0), (2, 1), (1, 2)
è (0, 2). Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå ZP äèôôåî-
ìîðíî (S3×S4)#5 � ñâÿçíîé ñóììå ïÿòè ýêçåìïëÿðîâ ïðîèçâåäåíèÿ ñôåð S3×S4.




