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1. Ïóñòü Z � ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àåìîå èç Y ïðèêëåèâàíèåì n-ìåðíîé êëåòêè
ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ f : Sn−1 → Y :

Z = Y ∪f Dn = Y tDn/∼,
ãäå y ∼ s, åñëè y = f(s) è s ∈ Sn−1 = ∂Dn, ò.å. òî÷êè ãðàíè÷íîé ñôåðû
Sn−1 ⊂ Dn ïðèêëåèâàþòñÿ ê èõ îáðàçàì â Y ïðè îòîáðàæåíèè f . Äîêàæèòå,
÷òî åñëè Y õàóñäîðôîâî, òî Z òàêæå õàóñäîðôîâî.

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèè ïîëíîòîðèÿ D2 × S1 íà åãî ãðà-
íè÷íûé òîð S1 × S1.

á) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèè ëèñòà Ì¼áèóñàM íà åãî ãðàíè÷-
íóþ îêðóæíîñòü S1.

3. Íàéäèòå ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó k-ìåðíîãî îñòîâà n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ∆n

ïðè n > k > 1.

4. Íàéäèòå π1(RP 2 ∨ΩRP 2 ∨ΩRP 3).

5. Ïóñòü X = D3 ∨ D3 � áóêåò äâóõ òð¼õìåðíûõ øàðîâ (ñêëååííûõ â òî÷êàõ
èõ ãðàíèö). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå X → X èìååò
íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

6. Ïóñòü f : X ∨ X → X � îòîáðàæåíèå ¾ñêëàäûâàíèÿ¿, ïðè êîòîðîì êàæäîå
ñëàãàåìîå áóêåòà îòîáðàæàåòñÿ òîæäåñòâåííî.
à) Íàéäèòå ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé îòîáðàæåíèÿ f : CP∞ ∨ CP∞ → CP∞.
á) Âûðàçèòå ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé îòîáðàæåíèÿ f : X ∨ X → X ÷åðåç èç-

âåñòíûå âàì îïåðàöèè íàä òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè.
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ÐÅØÅÍÈß

1. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî f(Sn−1) ⊂ Y çàìêíóòî, òàê êàê Sn−1 êîìïàêò-
íî, à Y õàóñäîðôîâî. Ïðåäñòàâèì Z â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâ

Z = (Y \ f(Sn−1)) t f(Sn−1) t (Dn \ Sn−1),
èç êîòîðûõ ïåðâîå è òðåòüå îòêðûòû, à âòîðîå çàìêíóòî.
Ïóñòü z1, z2 ∈ Z � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî íè

îäíà èç íèõ íå ïîïàëà â f(Sn−1). Åñëè z1 ∈ (Y \ f(Sn−1)), òî â êà÷åñòâå U1

âîçüì¼ì ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå z1, öåëèêîì ëåæàùåå â Y
è íå ïåðåñåêàþùåå f(Sn−1). Åñëè z1 ∈ (Dn \ Sn−1), òî â êà÷åñòâå U1 âîçüì¼ì
ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå z1, öåëèêîì ëåæàùåå â Dn è íå ïå-
ðåñåêàþùåå Sn−1. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì U2. Åñëè æå z1 è z2 ïîïàëè â îäíî
ìíîæåñòâî (Y \ f(Sn−1) èëè Dn \ Sn−1), òî îêðåñòíîñòè U1 è U2 íóæíî äîïîë-
íèòåëüíî âûáðàòü íåïåðåñåêàþùèìèñÿ (Y è Dn õàóñäîðôîâû).
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà îäíà èç òî÷åê z1, z2 ïîïàëà â f(S

n−1).
Òîãäà îáå òî÷êè ëåæàò ëèáî â îáðàçå ïðîñòðàíñòâà Y , ëèáî â îáðàçå ïðî-
ñòðàíñòâà Dn ïðè îòîáðàæåíèè ïðîåêöèè íà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî Y tDn →
Z = Y t Dn/ ∼. Íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè òî÷åê z1, z2 ïîëó÷àþòñÿ èç
ðàññìîòðåíèÿ èõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé â Y èëè Dn.

2. à) Ðåòðàêöèÿ S1 × S1 i−→ D2 × S1 r−→ S1 × S1 äà¼ò ãîìîìîðôèçìû ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ãðóïï Z2 → Z → Z2, êîìïîçèöèÿ êîòîðûõ òîæäåñòâåííà, ÷òî
íåâîçìîæíî.
á) Ðåòðàêöèÿ S1 i−→ M

r−→ S1 äà¼ò ãîìîìîðôèçìû ôóíäàìåíòàëüíûõ

ãðóïï Z ·2−→ Z→ Z, êîìïîçèöèÿ êîòîðûõ òîæäåñòâåííà, ÷òî íåâîçìîæíî.

3. Ïðè k = 1 � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ C2
n+1−n îáðàçóþùèìè, ïðè k > 1 � íóëåâàÿ.

Ïðè k = 1 íóæíî ïîñòðîèòü ìàêñèìàëüíîå äåðåâî â ïîëíîì ãðàôå ñ n + 1
âåðøèíîé è ñòÿíóòü åãî. Ïðè k > 1 àêêóðàòíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î
êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè.

4. π1(RP 2 ∨ΩRP 2 ∨ΩRP 3) = π1(RP 2) ∗ π1(ΩRP 2) ∗ π1(ΩRP 3) =
= π1(RP 2) ∗ π2(RP 2) ∗ π2(RP 3) = π1(RP 2) ∗ π2(S2) ∗ π2(S3) = Z2 ∗ Z.

5. Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ ðåòðàêöèÿ D3 ∨ D3 i−→ D3 r−→ D3 ∨ D3 (íóæíî ïî-
ìåñòèòü áóêåò âíóòðü øàðà âäâîå áîëüøåãî ðàäèóñà). Ïîýòîìó åñëè îòîáðà-
æåíèå f : D3 ∨ D3 → D3 ∨ D3 íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî îòîáðàæåíèå
i◦f ◦r : D3 → D3 òàêæå íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Îäíàêî ýòî íåâîçìîæíî
ñîãëàñíî 3-ìåðíîé òåîðåìå Áðàóýðà. 2-ìåðíóþ òåîðåìó Áðàóýðà ìû äîêàçàëè
íà ëåêöèÿõ, èñïîëüçóÿ π1(S

1) = Z. 3-ìåðíàÿ òåîðåìà Áðàóýðà äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ π2(S

2) = Z (ýòî ìû òàêæå âûâåëè íà ëåêöèÿõ).
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6. Îòâåò â à) � S2, à â á) � ΣΩX. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêèé
ñëîé îòîáðàæåíèÿ f : X → X ∨X åñòü ïðîñòðàíñòâî F , âõîäÿùåå â äåêàðòîâ
êâàäðàò

F //

��

PX

��
X ∨X f // X

ãäå PX → X � ðàññëîåíèå ïóòåé. Ìû èìååì F ' PX ∪ΩX PX ' ΣΩX.


