
Ãîëîìîðôíûå ñëîåíèÿ íà êîìïëåêñíûõ

ìíîãîîáðàçèÿõ ñ äåéñòâèåì òîðà

Ò. Å. Ïàíîâ

ÌÃÓ & ÍÈÓ ÂØÝ

International conference "Algebraic topology and applications"

ÔÊÍ ÍÈÓ ÂØÝ 15�17 èþëÿ 2024

Ò. Å. Ïàíîâ (ÌÃÓ & ÂØÝ) Ãîëîìîðôíûå ñëîåíèÿ ÍÈÓ ÂØÝ 15 èþëÿ 1 / 25



Ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ

K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m] = {1, 2, . . . ,m}
I = {i1, . . . , ik} ∈ K � ñèìïëåêñ; âñåãäà ∅ ∈ K.

Ðàññìîòðèì m-ìåðíûé åäèíè÷íûé ïîëèäèñê:

Dm = {(z1, ..., zm) ∈ Cm : |zi |2 ⩽ 1 for i = 1, ...,m}.
Ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ

ZK :=
⋃
I∈K

(∏
i∈I

D×
∏
i /∈I

S
)
⊂ Dm,

ãäå S � ãðàíèöà äèñêà D.

Íà ZK äåéñòâóåò òîð Tm.
Åñëè K � ñèìïëèöèàëüíîå ðàçáèåíèå ñôåðû (íàïðèìåð, ãðàíèöà
ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà), òî ZK � òîïîëîãè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå, ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå.
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Ïðèìåð

1. K = s
s

s�
��

A
AA

(ãðàíèöà òðåóãîëüíèêà). Òîãäà

ZK = (D× D× S) ∪ (D× S× D) ∪ (S× D× D) = ∂(D3) ∼= S5.

2. K = s
s

s
s

(ãðàíèöà êâàäðàòà). Òîãäà ZK ∼= S3 × S3.

3. K = ss s
s s��@@

Òîãäà ZK ∼= (S3 × S4)# · · ·#(S3 × S4)︸ ︷︷ ︸
5

.

4. K = s
s

s (òðè òî÷êè). Òîãäà

ZK = (D× S× S) ∪ (S× D× S) ∪ (S× S× D) ≃ S3 ∨ S3 ∨ S3 ∨ S4 ∨ S4

(íå ìíîãîîáðàçèå).
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå U(K) ⊂ Cm:

U(K) :=
⋃
I∈K

(∏
i∈I

C×
∏
i /∈I

C×
)
, C× = C \ {0}.

Òîãäà U(K) � òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âååðó

ΣK = {R⩾⟨ei : i ∈ I ⟩ : I ∈ K},

ãäå ei îáîçíà÷àåò i-é ñòàíäàðòíûé áàçèñíûé âåêòîð â Rm.

Òåîðåìà

à) U(K) = Cm \
⋃

{i1,...,ik}/∈K

{zi1 = · · · = zik = 0}

(äîïîëíåíèå íàáîðà êîîðäèíàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ);

á) ñóùåñòâóåò Tm-äåôîðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ U(K)
≃−→ ZK.

Íàïðèìåð, K = s
s

s�
��

A
AA
, U(K) = C3 \ {z1 = z2 = z3 = 0} ≃−→ S5 = ZK
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Ñèìïëèöèàëüíûå âååðû, êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû

Ïóñòü K = KΣ � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ ïîëíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî
âååðà Σ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V .

Òîãäà äåôîðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ U(K) → ZK ìîæíî ðåàëèçîâàòü
êàê ïðîåêöèþ íà ïðîñòðàíñòâî îðáèò ãëàäêîãî è ñîáñòâåííîãî
äåéñòâèÿ íåêîìïàêòíîé ïîäãðóïïû R ⊂ (C×)m, èçîìîðôíîé Rm−n,
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Âûáåðåì îáðàçóþùèå a1, . . . , am îäíîìåðíûõ êîíóñîâ Σ. Ðàññìîòðèì
ëèíåéíóþ ïðîåêöèþ

q : Rm → V , ei 7→ ai .

Ïîëîæèì r = Ker q,

R = exp(r) = {er : r ∈ r} ⊂ (R×)m, H ′ = exp(ir) ⊂ Tm.

Ïîäãðóïïà H ′ ⊂ Tm íåçàìêíóòà, åñëè r ⊂ Rm íå ÿâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Òåîðåìà

Äåéñòâèå R íà U(K) ñâîáîäíî è ñîáñòâåííî, à ôàêòîðïðîñòðàíñòâî

U(K)/R ãîìåîìîðôíî ìîìåíòó-óãîë-êîìïëåêñó ZK.

Ïîäðóïïà H ′ ⊂ Tm äåéñòâóåò íà ZK = U(K)/R .
Äåéñòâèå H ′ íà ZK ïî÷òè ñâîáîäíî (êîíå÷íûå ñòàáèëèçàòîðû).
Ïîëó÷àåì ãëàäêîå ñëîåíèå íà ZK îðáèòàìè H ′.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dimZK = m + n ÷¼òíî.
Tm-èíâàðèàíòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ZK çàäà¼òñÿ äâóìÿ
äàííûìè:

� ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé âååð Σ = {K; a1, . . . , am} â V ,
çàäàâàåìûé êîìïëåêñîì K è îáðàçóþùèìè a1, . . . , am;

� êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà â ÿäðå ïðîåêöèè q : Rm → V , ei 7→ ai .

Âûáîð êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû â Ker q ýêâèâàëåíòåí âûáîðó
m−n
2

-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà h ⊂ Cm, òàêîãî ÷òî

à) êîìïîçèöèÿ h ↪→ Cm Re−→ Rm èíúåêòèâíà;

á) êîìïîçèöèÿ h ↪→ Cm Re−→ Rm q−→ V íóëåâàÿ.

Ðàññìîòðèì m−n
2

-ìåðíóþ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêóþ ïîäãðóïïó

H = exp(h) ⊂ (C×)m.

Îíà ãîëîìîðôíî äåéñòâóåò íà U(K).
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Òåîðåìà

Ïóñòü Σ � ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé âåð â V ∼= Rn, çàäàâàåìûé

îáðàçóþùèìè a1, . . . , am è ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì K.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m − n = 2ℓ. Òîãäà

à) ãîëîìîðôíîå äåéñòâèå ãðóïïû H ∼= Cℓ íà U(K) ñâîáîäíî è

ñîáñòâåííî, òåì ñàìûì ôàêòîðïðîñòðàíñòâî U(K)/H ÿâëÿåòñÿ

êîìïàêòíûì êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì;

à) èìååòñÿ Tm-ýêâèâàðèàíòíûé äèôôåîìîðôèçì U(K)/H ∼= ZK,
çàäàþùèé êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà ZK, â êîòîðîé òîð Tm

äåéñòâóåò ãîëîìîðôíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.
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Ïðèìåð (ãîëîìîðôíûå òîðû)

Ïóñòü K � ïóñòîé êîìïëåêñ íà 2 ýëåìåíòàõ (äâå ïðèçðà÷íûå âåðøèíû).
Èìååì n = 0, m = 2, ℓ = 1 è q : R2 → 0 � íóëåâîå îòîáðàæåíèå.

1-ìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäïðîñòðàíñòâî h ↪→ C2 çàäàíî êàê
z 7→ (γ1z , γ2z) äëÿ γ1, γ2 ∈ C, ò. å.

H =
{
(eγ1z , eγ2z)} ⊂ (C×)2.

Óñëîâèå á) âûøå ïóñòîå, à óñëîâèå à) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî γ1, γ2
ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä R. Òîãäà exp h = H → (C×)2 � âëîæåíèå
çàìêíóòîé ïîäãðóïïû è

(C×)2/H ∼= C/(γ1Z⊕ γ2Z) ∼= T 2.

Àíàëîãè÷íî, åñëè K � ïóñòîé êîìïëåêñ íà 2ℓ ýëåìåíòàõ (ò. å. n = 0,
m = 2ℓ), òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëþáîé êîìïëåêñíûé òîð T 2ℓ êàê
ôàêòîðïðîñòðàíñòâî (C×)2ℓ/H.
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Îáðàòíî, ïóñòü ZK äîïóñêàåò Tm-èíâàðèàíòíóþ êîìïëåêñíóþ
ñòðóêòóðó. Òîãäà äåéñòâèå Tm ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîëîìîðôíîãî
äåéñòâèÿ (C×)m íà ZK. Ïîäãðóïïà ãëîáàëüíûõ ñòàáèëèçàòîðîâ

H = {g ∈ (C×)m : g · x = x äëÿ âñåõ x ∈ ZK}.

h = Lie(H) � êîìïëåêñíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Lie(C×)m = Cm, ïðè÷¼ì

à) êîìïîçèöèÿ h ↪→ Cm Re−→ Rm èíúåêòèâíà;

á) q : Rm → Rm/Re(h) ïåðåâîäèò êîîðäèíàòíûé âååð ΣK â ïîëíûé
âååð q(ΣK) â Rm/Re(h).

Òåîðåìà (Èñèäà)

Ëþáîå êîìïëåêñíîå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå ZK áèãîëîìîðôíî

ôàêòîðìíîãîîáðàçèþ U(K)/H.

Èòàê, ZK äîïóñêàåò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó ⇔ K ïðîèñõîäèò èç
ïîëíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî âååðà (ò. å. ÿâëÿåòñÿ çâ¼çä÷àòîé ñôåðîé).
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Êàíîíè÷åñêîå ãîëîìîðôíîå ñëîåíèå íà ZK

Èìååì q : Rm → V , ei 7→ ai , r = Ker q,

R = exp(r) = {er : r ∈ r} ⊂ (R×)m, H ′ = exp(ir) ⊂ Tm.

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñèôèêàöèþ rC = Ker(qC : Cm → VC) è

RC = exp(rC) ⊂ (C×)m, RC/H ∼= H ′.

Ãîëîìîðôíîå ñëîåíèå F íà ZK = U(K)/H îðáèòàìè RC/H ∼= H ′.

Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî r ⊂ Rm ðàöèîíàëüíî, òî RC ⊂ (C×)m çàìêíóòà
(àëãåáðàè÷íà) è ïîëíûé âååð Σ := q(ΣK) ðàöèîíàëåí.
Ðàöèîíàëüíûé âååð Σ çàäà¼ò òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå

XΣ = ZK/H
′ = U(K)/RC.

Êàíîíè÷åñêîå ãîëîìîðôíîå ñëîåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â ãîëîìîðôíîå
ðàññëîåíèå Çåéôåðòà íàä òîðè÷åñêèì îðáèîáðàçèåì XΣ ñî ñëîåì
êîìïëåêñíûé òîð RC/H ∼= Tm−n.
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Ðàöèîíàëüíûé ñëó÷àé:

Cm ⊃ U(K)

RC ∼= (C×)2ℓ

��

H ∼= Cℓ

""
ZK

RC/H ∼= T 2ℓ||

ì-ó-ìíîãîîáðàçèå

òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå XΣ

Èððàöèîíàëüíûé ñëó÷àé:

Èìååì U(K)
H−→ ZK,

è ãîëîìîðôíîå ñëîåíèå F íà ZK îðáèòàìè RC/H = H ′ ⊂ Tm.

Ãîëîìîðôíîå ñëîåíèå (ZK,F) ìîäåëèðóåò ¾èððàöèîíàëüíûå
òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ¿.
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Êîãîìîëîãèè äå Ðàìà è Äîëüáî

Êîëüöî ãðàíåé (êîëüöî Ñòåíëè�Ðàéñíåðà)

C[K] := C[v1, ..., vm]/IK = C[v1, ..., vm]/(vi1 · · · vik : {i1, . . . , ik} /∈ K),

ãäå C[v1, ..., vm] � àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ, deg vi = 2,
IK � èäåàë Ñòåíëè�Ðàéñíåðà.

Ïðåäëîæåíèå

Êîëüöî Tm-ýêâèâàðèàíòíûõ êîãîìîëîãèé

H∗
Tm(ZK) = H∗

Tm(U(K)) ∼= C[K].
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Òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå XΣ ÿâëÿåòñÿ êýëåðîâûì (ýêâèâàëåíòíî,
ïðîåêòèâíûì) ⇔ âååð Σ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âååðîì íåîñîáîãî
ïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà ñ âåðøèíàìè â ðåø¼òêå.

Òåîðåìà (Äàíèëîâ)

Êîëüöî êîãîìîëîãèé Äîëüáî ïîëíîãî íåîñîáîãî XΣ åñòü

H∗,∗
∂̄

(XΣ) ∼= C[v1, ..., vm]/(IK + JΣ),

ãäå vi ∈ H1,1

∂̄
(XΣ), IK � èäåàë Ñòåíëè�Ðàéñíåðà,

JΣ � èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ëèíåéíûìè ôîðìàìè
∑m

k=1⟨ak , u⟩vk ,
ak = q(ek) � îáðàçóþùèå 1-ìåðíûõ êîíóñîâ Σ, u ∈ V ∗.

Íåíóëåâûå ÷èñëà Õîäæà ñóòü hp,p(XΣ) = hp,

ãäå h(Σ) = (h0, h1, . . . , hn) � h-âåêòîð âååðà Σ.
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Òåîðåìà (Áóõøòàáåð�Ï.)

Êîëüöî êîãîìîëîãèé äå Ðàìà ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿ ZK åñòü

H∗(ZK) ∼= TorC[v1,...,vm](C[K],C)
∼= H

(
Λ[u1, . . . , um]⊗ C[K], d

)
dui = vi , dvi = 0

∼= H
(
Λ[t1, . . . , tm−n]⊗ H∗(XΣ), d

)
Λ[t1, . . . , tm−n] = H∗(H ′)

∼=
⊕
I⊂[m]

H̃∗−|I |−1(KI ).
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Òåîðåìà (Ï.�Óñòèíîâñêèé)

Ïóñòü Σ � ðàöèîíàëüíûé âååð, ZK
T 2ℓ

−→ XΣ � ãîëîìîðôíîå ðàññëîåíèå

íà òîðû. Òîãäà êîëüöî êîãîìîëîãèé Äîëüáî ìíîãîîáðàçèÿ ZK åñòü

H∗,∗
∂̄

(ZK) ∼= H
(
Λ[ξ1, ..., ξℓ, η1, ..., ηℓ]⊗ H∗,∗

∂̄
(XΣ), d

)
,

ãäå Λ[ξ1, ..., ξℓ, η1, ..., ηℓ] = H∗,∗
∂̄

(T 2ℓ), ξj ∈ H1,0

∂̄
(T 2ℓ), ηj ∈ H0,1

∂̄
(T 2ℓ),

dvj = dηj = 0, dξj = c(ξj),

c : H1,0

∂̄
(T 2ℓ) → H1,1

∂̄
(XΣ) � îòîáðàæåíèå ïåðâîãî êëàññà ×æåíÿ.

Ñëåäñòâèå

à) ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Áîðåëÿ ãîëîìîðôíîãî

ðàññëîåíèÿ ZK
T 2ℓ

−→ XΣ (ñõîäÿùàÿñÿ ê êîãîìîëîãèÿì Äîëüáî

ìíîãîîáðàçèÿ ZK) âûðîæäàåòñÿ â ÷ëåíå E3;

á) ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôð¼ëèõåðà (ñ E1 = H∗,∗
∂̄

(ZK),
ñõîäÿùàÿñÿ ê H∗(ZK)) âûðîæäàåòñÿ â ÷ëåíå E2.
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Áàçèñíûå êîãîìîëîãèè

M � ìíîãîîáðàçèå ñ äåéñòâèåì ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè G , g = LieG .

Ω(M)bas,G = {ω ∈ Ω(M) : ιξω = Lξω = 0 äëÿ ëþáîãî ξ ∈ g},

H∗
bas,G (M) = H(Ω(M)bas,G , d) � áàçèñíûå êîãîìîëîãèè M.

S(g∗) � ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà íà g∗ ñ îáðàçóþùèìè ñòåïåíè 2.
Ìîäåëü Êàðòàíà

Cg(Ω(M)) = ((S(g∗)⊗Ω(M))g, dg),

ãäå (S(g∗)⊗Ω(M))g îáîçíà÷àåò ïîäàëãåáðó g-èíâàðèàíòîâ.

Ýëåìåíò ω ∈ Cg(Ω(M)) åñòü ¾g-ýêâèâàðèàíòîå ïîëèíîìèàëüíîå
îòîáðàæåíèå èç g â Ω(M)¿. Äèôôåðåíöèàë dg çàäà¼òñÿ êàê

dg(ω)(ξ) = d(ω(ξ))− ιξ(ω(ξ)).
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Òåîðåìà

H∗
bas,G (M) ∼= H

(
Cg(Ω(M)), dg

)
.

Åñëè ãðóïïà G êîìïàêòíà, òî

H∗
bas,G (M) ∼= H∗

G (M) = H∗(EG ×G M) ýêâèâàðèàíòíûå êîãîìîëîãèè.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ZK ñ äåéñòâèåì H ′ (ãîëîìîðôíîå ñëîåíèå F).

Òåîðåìà (Èñèäà�Êðóòîâñêèé�Ï.)

Èìååì èçîìîðôèçì àëãåáð:

H∗
bas,H′(ZK) ∼= C[v1, ..., vm]/(IK + JΣ),

ãäå IK � èäåàë Ñòåíëè�Ðàéñíåðà, ïîðîæä¼ííûé ìîíîìàìè

vi1 · · · vik , ãäå {i1, . . . , ik} /∈ K,

à JΣ � èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ëèíåéíûìè ôîðìàìè
m∑
i=1

⟨ai , u⟩vi , ãäå u ∈ V ∗.

Ýòî äîêàçûâàåò ãèïîòåçó [Battaglia and Za�ran] (arXiv:1108.1637).
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Åñëè H ′ çàìêíóòà (òîð), ò. å. âååð Σ ðàöèîíàëåí, òî èìååì

H∗
bas,H′(ZK) = H∗(ZK/H

′) = H∗(XΣ)

è òåîðåìà ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíîìó îïèñàíèþ êîãîìîëîãèé ïîëíûõ
íåîñîáûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé [Äàíèëîâ�Þðêåâè÷].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ðåçóëüòàòå î
ôîðìàëüíîñòè. Ïóñòü t = Lie(Tm) ∼= Rm è ðàññìîòðèì ìîäåëü Êàðòàíà

Ct(Ω(ZK)) =
(
(S(t∗)⊗Ω(ZK))

Tm
, dt

)
.

Òàê êàê Tm êîìïàêòåí, ïîëó÷àåì

H(Ct(Ω(ZK))) = H∗
Tm(ZK) = C[v1, ..., vm]/IK.

Ëåììà

ÄÃÀ Ct(Ω(ZK)) ôîðìàëüíà. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò çèãçàã

êâàçèèçîìîðôèçìîâ ÄÃÀ ìåæäó Ct(Ω(ZK)) è HTm(ZK), êîòîðûå
ñîõðàíÿþò ñòðóêòóðó S(t∗)-ìîäóëåé.
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Îáîáùåíèå: ìàêñèìàëüíûå äåéñòâèÿ òîðà

M ñâÿçíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ñ ýôôåêòèâíûì äåéñòâèåì
êîìïàêòíîãî òîðà T ãîëîìîðôíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

T -äåéñòâèå íà M ìàêñèìàëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò x ∈ M, òàêàÿ ÷òî

dimT + dimTx = dimM.

Åñëè T -äåéñòâèå ìàêñèìàëüíî, òî T � ìàêñèìàëüíûé òîð â ãðóïïå
äèôôåîìîðôèçìîâ M.

Ïðèìåðû ìàêñèìàëüíûõ äåéñòâèé òîðà: äåéñòâèå êîìïàêòíîãî òîðà íà
ãëàäêîì òîðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè è äåéñòâèå Tm íà êîìïëåêñíîì
ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèè ZK.
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Ïóñòü t = LieT è expT : t → T � ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå.
Ïóñòü tC = t⊗R C = t⊕ it è p : tC → t � ïåðâàÿ ïðîåêöèÿ.

Ìàêñèìàëüíîìó äåéñòâèþ (M,T ) ñîïîñòàâëÿþòñÿ äàííûå âååðà (Σ, h):

Σ � íåîñîáûé âååð â t ïî îòíîøåíèþ ê ðåø¼òêå Ker expT ;

h ⊂ tC � ïîäïðîñòðàíñòâî, òàêîå ÷òî p|h : h → t èíúåêòèâíî;
îáîçíà÷èì ÷åðåç q : t → t/p(h) ïðîåêöèþ íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâî;

Σ̃ := q(Σ) = {q(σ) ⊂ t/p(h) : σ ∈ Σ} � ïîëíûé âååð.

Êàòåãîðèÿ ãîëîìîðôíûõ ìàêñèìàëüíûõ äåéñòâèé (M,T ) ýêâèâàëåíòíà
êàòåãîðèè ïàð (Σ, h) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìîðôèçìàìè [Èñèäà].

×òîáû âîññòàíîâèòü ìàêñèàëüíîå äåéñòâèå èç (Σ, h), ïîëîæèì
M := XΣ/H, ãäå XΣ � òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, H � ïîäãðóïïà â
àëãåáðàè÷åñêîì òîðå TC, ñîîòâåòñòâóþùàÿ h ⊂ tC.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Σ � ïîäâååð â ñòàíäàðòíîì âååðå â t = Rm,
çàäàþùåì Cm, òî XΣ = U(K) è XΣ/H åñòü
ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå ZK, ãäå êîìïëåêñ K çàäà¼òñÿ âååðîì Σ.
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Òðàíñâåðñàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

(M,T ) � ìàêñèìàëüíîå äåéñòâèå òîðà, (Σ, h) � äàííûå âååðà,
p : tC → t. Ïîëîæèì h′ := p(h) ⊂ t è H ′ ⊂ T � ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïîäãðóïïà. Äåéñòâèå H ′ íà M ïî÷òè ñâîáîäíî.
Êàíîíè÷åñêîå ñëîåíèå FM íà M îðáèòàìè H ′-äåéñòâèÿ.

Äâà ãëàäêèõ (èëè ãîëîìîðôíûõ) ñëîåíèÿ (M1,F1) è (M2,F2)
òðàíñâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò ñëîåíèå (M0,F0) è
ñþðúåêòèâíûå ñóáìåðñèè fi : M0 → Mi , i = 1, 2, òàêèå ÷òî

f −1i (xi ) ñâÿçíî äëÿ ëþáîãî xi ∈ Mi è

ïðîîáðàç ïðè fi êàæäîãî ëèñòà Fi ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì F0

Ïðåäëîæåíèå

Åñëè ñëîåíèÿ (M1,F1), (M2,F2) òðàíñâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíû, òî

èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ÄÃÀ Ω∗
bas

(M1) ∼= Ω∗
bas

(M2).
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Ëåììà

Êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå M ñ ìàêñèìàëüíûì äåéñòâèåì òîðà è

êàíîíè÷åñêèì ãîëîìîðôíûì ñëîåíèåì FM òðàíñâåðñàëüíî

ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèþ ZK.

Òåîðåìà (Èñèäà�Êðóòîâñêèé�Ï.)

Áàçèñíûå êîãîìîëîãèè ìàêñèìàëüíîãî äåéñòâèÿ òîðà (M,T ) ñ
äàííûìè âååðà (Σ, h) è êàíîíè÷åñêèì ñëîåíèåì FM ñóòü

H∗
bas(M) ∼= C[v1, ..., vm]/(IK + JΣ),

ãäå IK � èäåàë Ñòåíëè�Ðàéñíåðà âååðà Σ, à JΣ � èäåàë, ïîðîæä¼ííûé

ëèíåéíûìè ôîðìàìè
m∑
i=1

⟨ai , u⟩vi äëÿ u ∈ V ∗.

Çäåñü V = t/h′ è ai = q(ei ), ãäå ei � ïðèìèòèâíàÿ îáðàçóþùàÿ i-ãî
êîíóñà â Σ.
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