
Ýêñïîíåíöèàëüíûå äåéñòâèÿ, äâîéñòâåííîñòü Ãåéëà è
ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿ

Ò. Å. Ïàíîâ

ÌÃÓ & ÍÈÓ ÂØÝ

Êîíôåðåíöèÿ �Àëãåáðàè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ è êîìïüþòåðíûé àíàëèç äàííûõ�

ÔÊÍ ÍÈÓ ÂØÝ 27�29 íîÿáðÿ 2024

Ò. Å. Ïàíîâ (ÌÃÓ & ÂØÝ) Ýêñïîíåíöèàëüíûå äåéñòâèÿ ÍÈÓ ÂØÝ 28 íîÿáðÿ 1 / 22



Êîíôèãóðàöèè âåêòîðîâ è ýêñïîíåíöèàëüíûå äåéñòâèÿ

V ∼= Rk � k-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
Γ = {γ1, . . . , γm} êîíôèãóðàöèÿ èç m âåêòîðîâ â V ∗.
Äîïóñêàþòñÿ ïîâòîðåíèÿ, íî âñåãäà γ1, . . . , γm ïîðîæäàåò V ∗.

Ýêñïîíåíöèàëüíîå äåéñòâèå V íà Rm:

V × Rm −→ Rm

(v , x) 7→ v · x =
(
e⟨γ1,v⟩x1, . . . , e

⟨γm,v⟩xm
)
.

Êëàññè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, âîñõîäÿùàÿ ê Ïóàíêàðå.
Ëèíåéíûå ñâîéñòâà êîíôèãóðàöèè Γ îïðåäåëÿþò òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà Rm îðáèòàìè äåéñòâèÿ.

Ò. Å. Ïàíîâ (ÌÃÓ & ÂØÝ) Ýêñïîíåíöèàëüíûå äåéñòâèÿ ÍÈÓ ÂØÝ 28 íîÿáðÿ 2 / 22



Ïðèëîæåíèÿ

Ýêñïîíåíöèàëüíûå äåéñòâèÿ V ×Rm → Rm è èõ ãîëîìîðôíûå àíàëîãè
âîçíèêàþò â ðÿäå âàæíûõ êîíñòóêöèé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è
òîïîëîãèè:

ïðîñòðàíñòâà ëèñòîâ ãîëîìîðôíûõ ñëîåíèé, ïåðåñå÷åíèÿ
âåùåñòâåííûõ è ýðìèòîâûõ êâàäðèê
(òîïîëîãèÿ è ãîëîìîðôíàÿ äèíàìèêà)

ôàêòîð-êîíñòðóêöèÿ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
(òîðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ)

ãëàäêèå è êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà
ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿõ è èõ ÷àñòè÷íûõ ôàêòîðàõ
(êîìïëåêñíàÿ ãåîìåòðèÿ è òîðè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ)
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Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì äâà äåéñòâèÿ V = R íà R2:

(v , (x1, x2)) 7→ (evx1, e
vx2), (1)

(v , (x1, x2)) 7→ (evx1, e
−vx2). (2)

0 ∈ R2 ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé,
è îáà äåéñòâèÿ ñâîáîäíû íà R2 \ {0}.

Ïðîñòðàíñòâî îðáèò (R2 \ {0})/R äåéñòâèÿ (1) åñòü îêðóæíîñòü
(ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå).

Ïðîñòðàíñòâî îðáèò (R2 \ {0})/R äåéñòâèÿ (2) íåõàóñäîðôîâî.

Äåéñòâèå (1) ñîáñòâåííî, (2) � íåò.
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Íåâûðîæäåííûå ëèñòû (ñâîáîäíûå îðáèòû)

Ðàññìîòðèì èíâàðèàíòíûå îòêðûòûå ïîäìîæåñòâà U ⊂ Rm, ñîñòîÿùèå
èç íåâûðîæäåííûõ ëèñòîâ ñëîåíèÿ, ò. å. äëÿ êîòîðûõ îãðàíè÷åíèå
äåéñòâèÿ V × Rm −→ Rm íà U ñâîáîäíî.

Ïðåäëîæåíèå

Îðáèòà V x òî÷êè x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm ïîä äåéñòâèåì

V × Rm −→ Rm ñâîáîäíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîäìíîæåñòâî

{γi : xi ̸= 0} ⊂ Γ ïîðîæäàåò ïðîñòðàíñòâî V ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü îðáèòà V x íåñâîáîäíà, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîé v ̸= 0, ÷òî

(x1e
⟨γ1,v⟩, . . . , xme

⟨γm,v⟩) = (x1, . . . , xm).

Òîãäà ⟨γi , v⟩ = 0 ïðè xi ̸= 0, ò. å. âåêòîðû γi , äëÿ êîòîðûõ xi ̸= 0, íå
ïîðîæäàþò V ∗. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå àíàëîãè÷íî.
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Ðàññìîòðèì [m] = {1, . . . ,m}. Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà
I = {i1, . . . , ip} ⊂ [m] ïîëîæèì

ΓI := {γi : i ∈ I} ⊆ Γ.

Ïîëîæèì Î := [m] \ I è

K(Γ) = {I ⊂ [m] : Γ
Î
ïîðîæäàåò V ∗}.

Ïðåäëîæåíèå

K(Γ) � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ ðàçìåðíîñòè m − k − 1, è âñå

ìàêñèìàëüíûå ñèìïëåêñû èìåþò òàêóþ ðàçìåðíîñòü.

Ò. Å. Ïàíîâ (ÌÃÓ & ÂØÝ) Ýêñïîíåíöèàëüíûå äåéñòâèÿ ÍÈÓ ÂØÝ 28 íîÿáðÿ 6 / 22



Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K íà [m] çàäà¼ò äîïîëíåíèå íàáîðà
êîîðäèíàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Rm:

U(K) = Rm \
⋃

{i1,...,ip}/∈K

{x : xi1 = · · · = xip = 0}.

Íàïðèìåð, åñëè K = {∅}, òî U(K) = (R×)m, ãäå R× = R \ {0}. Åñëè K
ñîñòîèò èç âñåõ ñîáñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ â [m], òî U(K) = Rm \ {0}.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü

K(Γ) = {I ⊂ [m] : Γ
Î
ïîðîæäàåò V ∗}.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîäêîìïëåêñà K ⊂ K(Γ) îãðàíè÷åíèå
ýêñïîíåíöèàëüíîãî äåéñòâèÿ V × Rm −→ Rm íà U(K) ñâîáîäíî.

Òàêèì îáðàçîì, U(K) ñîñòîèò èç íåâûðîæäåííûõ ëèñòîâ ñëîåíèÿ
îðáèòàìè äåéñòâèÿ V × Rm −→ Rm äëÿ ëþáîãî K ⊂ K(Γ).
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Ëèíåéíàÿ äâîéñòâåííîñòü Ãåéëà

Γ = (γ1, . . . , γm) çàäà¼ò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Γ : Rm → V ∗, e i 7→ γi .
Ïîëîæèì W := KerΓ è ðàññìîòðèì äâîéñòâåííûå òî÷íûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

0 −→ W −→ Rm Γ−→ V ∗ −→ 0,

0 −→ V
Γ ∗
−→ Rm A−→ W ∗ −→ 0,

ãäå Γ ∗
v = (⟨γ1, v⟩, . . . , ⟨γm, v⟩). Ïîëîæèì ai := A(e i ).

Êîíôèãóðàöèÿ âåêòîðîâ A = {a1, . . . , am} â W ∗ íàçûâàåòñÿ
äâîéñòâåííîé ïî Ãåéëó ê Γ = {γ1, . . . , γm}. Äâîéñòâåííàÿ ê A åñòü Γ.

Âûáðàâ áàçèñû â V è W , çàäàäèì îòîáðàæåíèå Γ ìàòðèöåé ðàçìåðà
k ×m ñî ñòîëáöàìè γ1, . . . , γm, à A ìàòðèöåé ðàçìåðà (m − k)×m ñî
ñòîëáöàìè a1, . . . , am. Òîãäà AΓ ∗ = 0, ò. å. ñòðîêè A îáðàçóþò áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó γ1, . . . , γm.
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Ñîáñòâåííûå äåéñòâèÿ

Íåïðåðûâíîå äåéñòâèå G × X → X , (g , x) 7→ g x òîïîëîãè÷åñêîé
ãðóïïû G íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ñîáñòâåííî, åñëè
îòîáðàæåíèå

h : G × X → X × X , (g , x) 7→ (g x , x)

ñîáñòâåííî, ò. å. h−1(C ) êîìïàêòíî äëÿ êîìïàêòíîãî C ⊆ X × X .

Ñîáñòâåííîñòü � êëþ÷åâîå ñâîéñòâî äëÿ äåéñòâèé íåêîìïàêòíûõ
ãðóïï:

îðáèòû ñîáñòâåííîãî äåéñòâèÿ G íà X çàìêíóòû, ñòàáèëèçàòîðû
êîìïàêòíû, à ïðîñòðàíñòâî îðáèò X/G õàóñäîðôîâî;

ïðîñòðàíñòâî îðáèò M/G ãëàäêîãî, ñâîáîäíîãî è ñîáñòâåííîãî
äåéñòâèÿ ãðóïïû Ëè G íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M èìååò
åäèíñòâåííóþ ãëàäêóþ ñòðóêòóðó, äëÿ êîòîðîé ïðîåêöèÿ
M → M/G ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ñóáìåðñèåé.
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Ñèìïëèöèàëüíûå êîíóñû è âååðû

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ I ⊂ [m]

AI ëèíåéíî íåçàâèñèìà â W ∗ ⇐⇒ Γ
Î
ïîðîæäàåò V ∗.

Ñèìïëèöèàëüíûé êîíóñ σ â W ∗ � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè íàáîðà
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ñèìïëèöèàëüíûé âååð � êîíå÷íûé íàáîð Σ = {σ1, . . . , σs}
ñèìïëèöèàëüíûõ êîíóñîâ, ãäå ãðàíü êàæäîãî êîíóñà èç Σ ëåæèò â Σ è
ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ êîíóñîâ èç Σ ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ êàæäîãî èç íèõ.

Ïóñòü a1, . . . , am � îáðàçóþùèå îäíîìåðíûõ êîíóñîâ (ð¼áåð) âååðà Σ.
Ïîäëåæàùèé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ

KΣ = {I ⊂ [m] : cone(ai : i ∈ I ) ∈ Σ}.
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Ñèìïëèöèàëüíûé âååð Σ çàäà¼òñÿ äâóìÿ äàííûìè:

ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K íà [m];

êîíôèãóðàöèÿ âåêòîðîâ A = {a1, . . . , am} â W ∗ òàêàÿ, ÷òî äëÿ
I ∈ K íàáîð AI = {ai : i ∈ I} ëèíåéíî íåçàâèñèì.

Îáðàòíî, íàáîð êîíóñîâ {coneAI : I ∈ K} ¾ñêëåèâàåòñÿ¿ â âååð Σ, åñëè
ëþáûå äâà êîíóñà coneAI è coneAJ ïåðåñåêàþòñÿ ïî îáùåé ãðàíè.
Â ýòîì ñëó÷àå ñêàæåì, ÷òî äàííûå {K,A} çàäàþò âååð Σ.
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Èìååòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé â òåðìèíàõ äâîéñòâåííîñòè Ãåéëà.

Òåîðåìà

Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m],
A = {a1, . . . , am} è Γ = {γ1, . . . , γm} � ïàðà äâîéñòâåííûõ ïî Ãåéëó

êîíôèãóðàöèé.

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) Äàííûå {K,A} çàäàþò âååð Σ;

á) relint cone(AI ) ∩ relint cone(AJ) = ∅ äëÿ ëþáûõ I , J ∈ K, I ̸= J;

â) relint cone(Γ
Î
) ∩ relint cone(Γ

Ĵ
) ̸= ∅ äëÿ ëþáûõ I , J ∈ K.
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Äëÿ ýêïîíåöèàëüíîãî äåéñòâèÿ

V × Rm −→ Rm

(v , x) 7→ v · x =
(
e⟨γ1,v⟩x1, . . . , e

⟨γm,v⟩xm
)
.

èìååì:

Òåîðåìà

Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m],
A = {a1, . . . , am} è Γ = {γ1, . . . , γm} � ïàðà äâîéñòâåííûõ ïî Ãåéëó

êîíôèãóðàöèé â V ∗ è W ∗. Òîãäà

1) äåéñòâèå V × U(K) → U(K) ñâîáîäíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

AI ëèíåéíî íåçàâèñèìà äëÿ ëþáîãî I ∈ K;

2) äåéñòâèå V × U(K) → U(K) ñîáñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äàííûå {K,A} çàäàþò âååð Σ.

3) ïðîñòðàíñòâî îðáèò U(K)/V ñîáñòâåííîãî äåéñòâèÿ êîìïàêòíî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âååð Σ ïîëíûé, ò. å. |Σ| = W ∗.
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Ïîëèýäðàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ

(X ,A) = {(X1,A1), . . . , (Xm,Am)} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð
ïðîñòðàíñòâ, Ai ⊂ Xi .
K � ñèìïëèöèaëüíûé êîìïëåêñ íà [m] = {1, 2, . . . ,m}, ∅ ∈ K.

Äëÿ I = {i1, . . . , ik} ⊂ [m] ïîëîæèì

(X ,A)I = Y1 × · · · × Ym, ãäå Yi =

{
Xi ïðè i ∈ I ,
Ai ïðè i /∈ I .

Ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå

(X ,A)K =
⋃
I∈K

(X ,A)I =
⋃
I∈K

(∏
i∈I

Xi ×
∏
j /∈I

Aj

)
⊂

m∏
i=1

Xi .

Èìååì (X ,A)K =
∏m

i=1 Ai äëÿ K = {∅} è (X ,A)K =
∏m

i=1 Xi , êîãäà
K � ïîëíûé ñèìïëåêñ ∆[m] íà m âåðøèíàõ.
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Ïðèìåð

U(K) = Rm \
⋃

{i1,...,ip}/∈K

{x : xi1 = · · · = xip = 0} = (R,R×)K,

ãäå R× = R \ {0}.

Ïðèìåð

Ïóñòü (X ,A) = (D1,S0), ãäå D1 = [−1, 1] � îòðåçîê, S0 = {1,−1} �
åãî ãðàíèöà. Âåùåñòâåííûé ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ

RK = (D1, S0)K =
⋃
I∈K

(D1, S0)I .

Ýòî êóáè÷åñêèé ïîäêîìïëåêñ â m-êóáå (D1)m = [−1, 1]m.

Åñëè K � m îòäåëüíûõ òî÷åê, òî RK � 1-ìåðíûé îñòîâ êóáà [−1, 1]m.

Åñëè K = ∂∆[m], òî RK = ∂[−1, 1]m.
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Òåîðåìà

Ïóñòü V × U(K) → U(K) � ýêñïîíåíöèàëüíîå äåéñòâèå, çàäàâàåìîå

ïîëíûì ñèìïëèöèàëüíûì âååðîì Σ = {K,A}. Òîãäà

U(K)/V ∼= RK.

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü K � ïîäëåæàùèé êîìïëåêñ ïîëíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî âååðà

(çâ¼çä÷àòàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ñôåðû). Òîãäà

1) âåùåñòâåííûé ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ RK = (D1,S0)K èìååò

ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ;

2) U(K) è RK èìåþò îäèíàêîâûé ãîìîòîïè÷åñêèé òèï.
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Íîðìàëüíûå âååðû è ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèê

Ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê

P = {w ∈ W : ⟨ai ,w⟩+ bi ⩾ 0, i = 1, . . . ,m}

Íîðìàëüíûé âååð ΣP :

íîðìàëè A = {a1, . . . , am} � îáðàçóþùèå îäíîìåðíûõ êîíóñîâ;

coneAI ∈ ΣP , åñëè ãèïåðãðàíè ñ íîðìàëÿìè ai , i ∈ I , èìåþò
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Íå ëþáîé ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé âååð ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âååðîì
ìíîãîãðàííèêà!
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Òåîðåìà

Ïóñòü A = {a1, . . . , am} è Γ = {γ1, . . . , γm} � äâîéñòâåííûå ïî Ãåéëó

êîíôèãóðàöèè. Ïóñòü Σ = {coneAI : I ∈ K} � ïîëíûé âååð.

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) Σ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âååðîì ìíîãîãðàííèêà;

á)
⋂

I∈K relint cone(Γ
Î
) ̸= ∅.

Ïðè ýòîì åñëè δ ∈
⋂

I∈K relint cone(Γ
Î
) ̸= ∅, òî Σ ÿâëÿåòñÿ

íîðìàëüíûì âååðîì ìíîãîãðàííèêà

P = {w ∈ W : ⟨ai ,w⟩+ bi ⩾ 0, i = 1, . . . ,m},

ãäå δ = b1γ1 + . . .+ bmγm.

Ò. å. äàííûå {K,A} çàäàþò âååð Σ, åñëè äâîéñòâåííûå ïî Ãåéëó
êîíóñû cone Γ

Î
, I ∈ K, èìåþò ïîïàðíûå íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ, è

çàäàþò íîðìàëüíûé âååð, åñëè èõ ñîâîêóïíîå ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî.
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Ïðèìåð

A =

1 0 −1 1 0 −1
0 1 −1 0 1 −1
1 1 1 −1 −1 −1

 , Γ =

1 −1 0 −1 1 0
0 1 −1 0 −1 1
1 1 1 1 1 1



a1

a2a3

a4

a5a6

0
γ1

γ2

γ3

γ4

γ5

γ6
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Ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèê

µΓ : Rm → V ∗, (x1, . . . , xm) 7→ x21γ1 + · · ·+ x2mγm.

Òåîðåìà

Ïóñòü Σ = {coneAI : I ∈ K} � íîðìàëüíûé âååð ìíîãîãðàííèêà P ,
Γ = {γ1, . . . , γm} � äâîéñòâåííàÿ ïî Ãåéëó êîíôèãóðàöèÿ.

Ïîëîæèì δ =
∑m

i=1 biγi . Òîãäà

δ ∈
⋂

I∈K relint cone Γ
Î
;

µ−1
Γ (δ) ⊂ U(K);

δ � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ µΓ;

ýêñïîíåíöèàëüíîå äåéñòâèå V × U(K) → U(K) ñâîáîäíî è

ñîáñòâåííî, à ïðîñòðàíñòâî îðáèò U(KP)/V äèôôåîìîðôíî

ìíîæåñòâó óðîâíÿ µ−1
Γ (δ), êîòîðîå åñòü ïåðåñå÷åíèå k êâàäðèê:

U(KP)/V ∼= {(x1, . . . , xm) ∈ Rm : γ1x
2
1 + · · ·+ γmx

2
m = δ}.
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Ãîëîìîðôíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå äåéñòâèÿ

V ∼= Cℓ êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî (ñíàáäèì V ∼= Rk êîìïëåêñíîé
ñòðóêòóðîé ïðè óñëîâèè, ÷òî k = 2ℓ ÷¼òíî).
Γ = {γ1, . . . , γm} êîíôèãóðàöèÿ âåêòîðîâ â V ∗.

Ãîëîìîðôíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå äåéñòâèå V íà Cm

V × Cm −→ Cm

(v , z) 7→ v · z =
(
e⟨γ1,v⟩z1, . . . , e

⟨γm,v⟩zm
)
.

Åñëè ãîëîìîðôíîå äåéñòâèå V × U(K) → U(K) ñâîáîäíî è ñîáñòâåííî
(óñëîâèå âååðà), òî ïðîñòðàíñòâî îðáèò U(K)/V ∼= ZK = (D2,S1)K

ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì (êîìïëåêñíîå
ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå).

Ïîëó÷àåì íîâîå ñåìåéñòâî íåêýëåðîâûõ êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé,
îáîáùàþùåå ñåðèè ìíîãîîáðàçèé Õîïôà è Êàëàáè�Ýêìàííà.
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