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Ìíîãîãðàííèêè è ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿ

Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â Rn � ïåðåñå÷åíèå m ïîëóïðîñòðàíñòâ:

P =
{
x ∈ Rn : 〈ai , x〉+ bi > 0 for i = 1, . . . ,m

}
,

ãäå ai ∈ Rn è bi ∈ R.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Fi = P ∩ {x : 〈ai , x〉+ bi = 0} åñòü ãèïåðãðàíü äëÿ
ëþáîãî i (âñåãî m ãèïåðãðàíåé).

Îïðåäåëèì àôôèííîå îòîáðàæåíèå

iP : Rn → Rm, iP(x) =
(
〈a1, x〉+ b1, . . . , 〈am, x〉+ bm

)
.

Òîãäà iP èíúåêòèâíî, è iP(P) ⊂ Rm åñòü ïåðåñå÷åíèå n-ìåðíîé
ïëîñêîñòè ñ Rm

> = {y = (y1, . . . , ym) : yi > 0}.
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Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ZP èç äèàãðàììû

ZP
iZ−−−−→ Cm (z1, . . . , zm)y yµ y

P
iP−−−−→ Rm

> (|z1|2, . . . , |zm|2)

Íà ZP èìååòñÿ äåéñòâèå òîðà Tm ñ ïðîñòðàíñòâîì îðáèò ZP/Tm = P .

P ïðîñòîé, åñëè â êàæäîé âåðøèíå ñõîäèòñÿ n = dimP ãèïåðãðàíåé.

Ïðåäëîæåíèå

Åñëè P � ïðîñòîé, òî ZP � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçì. m + n.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàïèøåì iP(Rn) (m− n) ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè îò (y1, . . . , ym) ∈ Rm.
Çàìåíèâ yk íà |zk |2, ïîëó÷èì çàäàíèå ZP êâàäðèêàìè.
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ZP íàç. ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèåì (ñîîòâåòñòâóþùèì P).

Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ

RP −−−−→ Rm (u1, . . . , um)y yµ y
P

iP−−−−→ Rm
> (u21 , . . . , u

2
m)

ïîëó÷èì âåùåñòâåííîå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå RP .

Ïðèìåð

P = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 > 0, x2 > 0, −γ1x1 − γ2x2 + 1 > 0}, γ1, γ2 > 0
(2-ñèìïëåêñ). Òîãäà

ZP = {(z1, z2, z3) ∈ C3 : γ1|z1|2 + γ2|z2|2 + |z3|2 = 1} (5-ñôåðà),
RP = {(u1, u2, u3) ∈ R3 : γ1|u1|2 + γ2|u2|2 + |u3|2 = 1} (2-ñôåðà).
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Ìíîãîãðàííèêè è ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ

Ïóñòü P � ìíîãîãðàííèê â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî Ln ñ
ïðÿìûìè óãëàìè ìåæäó ñìåæíûìè ãèïåðãðàíÿìè (ïðÿìîóãîëüíûé
n-ìíîãîãðàííèê).

RCP � ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ îòðàæåíèÿìè â ãèïåðãðàíÿõ P .
Ýòî � ïðÿìîóãîëüíàÿ ãðóïïà Êîêñåòåðà, çàäàâàåìàÿ êàê

RCP = 〈g1, . . . , gm | g2i = 1, gigj = gjgi , åñëè Fi ∩ Fj 6= ∅〉,

ãäå gi � îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ãèïåðãðàíè Fi .

Ãðóïïà RCP äåéñòâóåò íà Ln äèñêðåòíî ñ êîíå÷íûìè ñòàáèëèçàòîðàìè
è ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ P .
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Ëåììà

Ðàññìîòðèì ýïèìîðôèçì ϕ : RCP → Zk
2 . Ïîäãðóïïà Kerϕ ⊂ RCP íå

ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îáðàçû îòðàæåíèé â ëþáûõ 6 k ãèïåðãðàíÿõ ñ îáùåé âåðøèíîé

ëèíåéíî íåçàâèñèìû â Zk
2 .

Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà Kerϕ äåéñòâóåò íà Ln ñâîáîäíî.

N = Ln/Kerϕ åñòü ãèïåðáîëè÷åñêîå n-ìíîãîîáðàçèå. Îíî ñîñòàâëåíî
èç |Zk

2 | = 2k ýêçåìïëÿðîâ P è èìååò ðèìàíîâó ìåòðèêó ïîñòðîÿííîé
îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Êðîìå òîãî, ìíîãîîáðàçèå N àñôåðè÷íî
(ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ýéëåíáåðãà�Ìàêëåéíà K (Kerϕ, 1)), òàê êàê
åãî óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå Ln ñòÿãèâàåìî.
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Êàêèå êîìáèíàòîðíûå n-ìíîãîãðàííèêè ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ñ
ïðÿìûìè óãëàìè â Ln? Â ðàçìåðíîñòè 3 èìååòñÿ ïðîñòîé êðèòåðèé,
âîñõîäÿùèé ê ðàáîòå Ïîãîðåëîâà 1967 ã.:

Theorem (Ïîãîðåëîâ, Àíäðååâ)

Êîìáèíàòîðíûé 3-ìíîãîãðàííèê P 6= ∆3 äîïóñêàåò ïðÿìîóãîëüíóþ

ðåàëèçàöèþ â L3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðîñòîé è íå èìååò 3-
è 4-ïîÿñîâ èç ãðàíåé. Êðîìå òîãî, òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ åäèíñòâåííà ñ

òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòî êëàññ 3-ìíîãîãðàííèêîâ êëàññîì
Ïîãîðåëîâà P. Ìíîãîãðàííèê èç êëàññà P íå èìååò 3- è 4-óãîëüíûõ
ãðàíåé. Êëàññ Ïîãîðåëîâà ñîäåðæèò âñå ôóëëåðåíû (ïðîñòûå
3-ìíîãîãðàííèêè, èìåþùèå ëèøü 5- è 6-óãîëüíûå ãðàíè).

Àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ â L4
íåèçâåñòåí. Ïðè n > 5 ïðÿìîóãîëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ â Ln íå
ñóùåñòâóåò [Âèíáåðã].
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Ïóñòü äàí ïðÿìîóãîëüíûé ìíîãîãðàííèêà P . Êàê íàéòè ýïèìîðôèçì
ϕ : RCP → Zk

2 , äëÿ êîòîðîãî Kerϕ äåéñòâóåò íà Ln ñâîáîäíî?

Ìîæíî ðàññìîòðåòü àáåëåíèçàöèþ: RCP
ab−→ Zm

2 ; òîãäà
Ker ab = RC ′P � êîììóòàíò. Ñîîòâåòñòâóþùåå n-ìíîãîîáðàçèå
Ln/RC ′P åñòü â òî÷íîñòè âåùåñòâåííîå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå RP ,
îïèñàííîå â íà÷àëå äîêëàäà êàê ïåðåñå÷åíèå êâàäðèê.

Ñëåäñòâèå

Åñòü P � ïðÿìîóãîëüíûé ìíîãîãðàííèê â Ln, òî âåùåñòâåííîå

ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå RP èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó êàê

Ln/RC ′P , ãäå RC
′
P � êîììóòàíò ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîóãîëüíîé

ãðóïïû Êîêñåòåðà.

Ìíîãîîáðàçèå RP ñîñòàâëåíî èç 2m ýêçåìïëÿðîâ P .
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Áîëåå ¾ýêîíîìíûé¿ ñïîñîá: ðàññìîòðèì ϕ : RCP → Zn
2, ãäå n = dimP .

Òàêîé ϕ ðàñêëàäûâàåòñÿ êàê RCP
ab−→ Zm

2

Λ−→ Zn
2, ãäå Λ ëèíåéíî.

Ïîäãðóïïà Kerϕ äåéñòâóåò íà Ln ñâîáîäíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Λ-îáðàçû ëþáûõ n ãèïåðãðàíåé, èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíó, îáðàçóþò
áàçèñ â Zn

2.
Òàêîå Λ íàçûâàåòñÿ Z2-õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Ïðåäëîæåíèå

Ëþáîé 3-ìíîãîãðàííèê äîïóñêàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñó ãðàíåé P â 4 öâåòà è ñîïîñòàâèì
ãðàíÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ öâåòîâ âåêòîðû e1, e2, e3, e1 + e2 + e3.
Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå Λ : Zm

2 → Z32 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, òàê êàê
ëþáûå òðè èç ÷åòûð¼õ âåêòîðîâ e1, e2, e3, e1 + e2 + e3 îáðàçóþò áàçèñ
â Z3.
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Ìíîãîîáðàçèÿ N(P, Λ) = L3/Kerϕ, çàäàâàåìûå ìíîãîãðàííèêàìè
P ∈ P è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè Λ : Zm

2 → Z32 íàçûâàþòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèìè 3-ìíîãîîáðàçèÿìè òèïà Ë¼áåëÿ (À.Þ. Âåñíèí,
1987). Êàæäîå N(P, Λ) ñîñòàâëåíî èç |Z32| = 8 ýêçåìïëÿðîâ P .

Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ ïðàâèëüíàÿ 4-ðàñêðàñêà ïðÿìîóãîëüíîãî
3-ìíîãîãðàííèêà P äà¼ò ãèïåðáîëè÷åñêîå 3-ìíîãîîáðàçèå. Ë¼áåëü
ïåðâûì ïîñòðîèë ãèïåðáîëè÷åñêîå 3-ìíîãîîáðàçèå, ïðîèñõîäÿùåå èç
(åäèíñòâåííîé) 4-ðàñêðàñêè äîäåêàýäðà.
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Ðèñ.: ×åòûðå 4-ðàñêðàñêè ôóëëåðåíà-áî÷êè ñ 14 ãðàíÿìè.
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Ïàðû (P, Λ) è (P ′, Λ′) ýêâèâàëåíòíû, åñëè P è P ′ êîìáèíàòîðíî
ýêâèâàëåíòíû, à Λ,Λ′ : Zm

2 → Zn
2 îòëè÷àþòñÿ íà àâòîìîðôèçì Zn

2.

Òåîðåìà (Áóõøòàáåð-Åðîõîâåö-Ìàñóäà-Ïàíîâ-Ïàê)

Ïóñòü N = N(P, Λ) è N ′ = N(P ′, Λ′) � ãèïåðáîëè÷åñêèå

3-ìíîãîîáðàçèÿ òèïà Ë¼áåëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìîóãîëüíûì

ìíîãîãðàííèêàì P è P ′. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) ϕ : H∗(N;Z2)
∼=−→ H∗(N ′;Z2) (èçîìîðôèì êîëåö êîãîìîëîãèé);

á) N ∼= N ′ (äèôôåîìîðôèçì);

â) (P, Λ) ∼ (P ′, Λ′) (ýêâèâàëåíòíîñòü Z2-õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïàð).

Â ÷àñòíîñòè, ãèïåðáîëè÷åñêèå 3-ìíîãîîáðàçèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå
íåýêâèâàëåíòíûì 4-ðàñêðàñêàì P , íå äèôôåîìîðôíû.

Íåòðèâèàëüíà èìïëèêàöèÿ à)⇒â). Å¼ äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò
òåõíèêó òîðè÷åñêîé òîïîëîãèè.
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Ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñû è ïîëèýäðàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ

K � (àáñòðàêòíûé) ñèìïëèöèàíûé êîìïëåêñ íà [m] = {1, . . . ,m}.
I = {i1, . . . , ik} ∈ K � ñèìïëåêñ. Âñåãäà ∅ ∈ K.

Ðàññìîòðèì åäèíè÷íûé ïîëèäèñê â Cm:

Dm =
{

(z1, . . . , zm) ∈ Cm : |zi | 6 1, i = 1, . . . ,m
}
.

Äëÿ äàííîãî I ⊂ [m] ïîëîæèì

BI :=
{

(z1, . . . , zm) ∈ Dm : |zj | = 1 ïðè j /∈ I
}∼= ∏

i∈I
D2 ×

∏
i /∈I

S1.

Îïðåäåëèì ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ

ZK :=
⋃
I∈K

BI =
⋃
I∈K

(∏
i∈I

D2 ×
∏
i /∈I

S1
)
⊂ Dm

Íà ZK çàäàíî ïîêîîðäèíàòíîå äåéñòâèå òîðà Tm.
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Ïðèìåð

K = • • (2 òî÷êè), òîãäà ZK = D2 × S1 ∪ S1 × D2 ∼= S3.

K = 4 (ãðàíèöà òðåóãîëüíèêà), òîãäà
ZK = (D2 × D2 × S1) ∪ (D2 × S1 × D2) ∪ (S1 × D2 × D2) ∼= S5.

Ïóñòü òåïåðü (X ,A) � ïàðà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, A ⊂ X . Äëÿ
I ⊂ [m] ïîëîæèì

(X ,A)I =
{

(x1, . . . , xm) ∈
m∏
i=1

X : xj ∈ A ïðè j /∈ I
} ∼= ∏

i∈I
X ×

∏
i /∈I

A.

K-ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå ïàðû (X ,A) åñòü

(X ,A)K =
⋃
I∈K

(X ,A)I ⊂ Xm.

Èìååì ZK = (D2, S1)K.

RK = (D1, S0)K � âåùåñòâåííûé ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ.
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Òåîðåìà

Åñëè P � ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê, KP = ∂(P∗) � äâîéñòâåííûé

ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, òî ZKP
∼= ZP è RKP

∼= RP .

Â ÷àñòíîñòè, ZKP
è RKP

= (D1, S0)KP � ìíîãîîáðàçèÿ. Áîëåå îáùî,

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü |K| ∼= Sn−1 (òðèàíãóëÿöèÿ n-ñôåðû ñ m âåðøèíàìè). Òîãäà ZK
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè m + n.
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Êîãîìîëîãèè ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñîâ

Êîëüöî ãðàíåé (Ñòåíëè�Ðàéñíåðà) ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K

Z[K] := Z[v1, . . . , vm]
/(

vi1 · · · vik = 0 ïðè {i1, . . . , ik} /∈ K
)

ãäå deg vi = 2.

Theorem (Áóõøòàáåð-Ïàíîâ)

Èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû êîëåö

H∗(ZK) ∼= TorZ[v1,...,vm](Z[K],Z)

∼= H
[
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], d

]
, dui = vi , dvi = 0

∼=
⊕
I /∈K

H̃∗−|I |−1(KI ) KI = K|I
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(Êâàçè)òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ è ìàëûå íàêðûòèÿ

P � ïðîñòîé n-ìíîãîãðàííèê, F = {F1, . . . ,Fm} � ãèïåðãðàíè.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ � òàêîå îòîáðàæåíèå Λ : F → Zn, ÷òî
Λ(Fi1), . . . , Λ(Fin) � áàçèñ Zn, åñëè Fi1 , . . . ,Fin èìåþò îáùóþ âåðøèíó.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ çàäà¼ò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
Λ : ZF = Zm → Zn è ãîìîìîðôèçì òîðîâ Λ : Tm → T n.

Ïðåäëîæåíèå

Ïîäãðóïïà KerΛ ∼= Tm−n äåéñòâóåò íà ZP ñâîáîäíî.

M(P, Λ) = ZP/KerΛ � êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.
Ýòî ãëàäêîå 2n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ äåéñòâèåì n-ìåðíîãî òîðà
Tm/KerΛ ∼= T n è ïðîñòðàíñòâîì îðáèò P .
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Ðàññìàòðèâàÿ Z2-õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè Λ : Zm
2 → Zn

2, ïîëó÷àåì
ìàëûå íàêðûòèÿ íàä P êàê ôàêòîðìíîãîîáðàçèÿ RP/KerΛ.
Ìàëîå íàêðûòèå N(P, Λ) � ãëàäêîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ
äåéñòâèåì Zn

2 è ïðîñòðàíñòâîì îðáèò P .

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ òèïà Ë¼áåëÿ � ìàëûå íàêðûòèÿ íàä
3-ìåðíûìè ìíîãîãðàííèêàìè èç êëàññà Ïîãîðåëîâà P (äîïóñêàþùèìè
ïðÿìîóãîëüíóþ ðåàëèçàöèþ â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî L3).

Êàê ïîëó÷àòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè Λ : Zm → Zn?

à) Ïðîñòîé n-ìíîãîãðàííèê P äåëüçàíîâ, åñëè íîðìàëè ai1 , . . . , ain ê
ãèïåðãðàíÿì Fi1 , . . . ,Fin , èìåþùèì îáùóþ âåðøèíó, îáðàçóþò áàçèñ
ðåø¼òêè Zn. Äåëüçàíîâ ìíîãîãðàííèê çàäà¼ò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ Λ : Zm → Zn, Fi 7→ ai . Òîãäà M = ZP/KerΛ �
(ñèìïëåêòè÷åñêîå) òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.

á) Äëÿ 3-ìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ P , ïðàâèëüíàÿ 4-ðàñêðàñêà çàäà¼ò
õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ, êàê è â ñëó÷àå Z2.
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Òåîðåìà (Äàíèëîâ-Þðêåâè÷, Äýâèñ-ßíóøêåâè÷)

Ïóñòü M = M(P, Λ) � êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàä ïðîñòûì

n-ìíîãîãðàííèêîì P . Êîëüöî êîãîìîëîãèé H∗(M;Z) ïîðîæäåíî

äâóìåðíûìè êëàññàìè [vi ], äâîéñòâåííûìè ê õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

ïîäìíîãîîáðàçèÿì Mi , i = 1, . . . ,m, è èìååò âèä

H∗(M;Z) ∼= Z[v1, . . . , vm]/I, deg vi = 2,

ãäå I � èäåàë, ïîðîæä¼ííûé äâóìÿ òèïàìè ýëåìåíòîâ:

à) vi1 · · · vik , ãäå Fi1 ∩ · · · ∩ Fik = ∅ â P ;

á)
m∑
i=1

〈Λ(Fi ), x〉vi äëÿ ëþáîãî x ∈ Zn.

Êîëüöî Z2-êîãîìîëîãèé H∗(N;Z2) ìàëîãî íàêðûòèÿ N = N(P, Λ)
èìååò àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå, íî ñ îáðàçóþùèìè vi ñòåïåíè 1.
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Òåîðåìà (Áóõøòàáåð-Åðîõîâåö-Ìàñóäà-Ïàíîâ-Ïàê)

Ïóñòü M = M(P, Λ) è M ′ = M(P ′, Λ′) � êâàçèòîðè÷åñêèå

6-ìíîãîîáðàçèÿ, ãäå P � 3-ìíîãîãðàííèê èç êëàññà Ïîãîðåëîâà P.
Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) ϕ : H∗(M;Z)
∼=−→ H∗(M ′;Z) (èçîìîðôèçì êîëåö êîãîìîëîãèé);

á) M ∼= M ′ (äèôôåîìîðôèçì);

â) (P, Λ) ∼ (P ′, Λ′) (ýêâèâàëåíòíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïàð).

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà (îáåèõ òåîðåì).

Íåîáõîäèìî äîêàçàòü à)⇒â). Èçîìîðôèçì

ϕ : H∗(N;Z2)
∼=−→ H∗(N ′;Z2) âëå÷¼ò èçîìîðôèçì

ϕ : H∗(M;Z2)
∼=−→ H∗(M ′;Z2), êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü âëå÷¼ò

ψ : H∗(ZP ;Z2)
∼=−→ H∗(ZP′ ;Z2). Èñïîëüçóÿ êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà

ìíîãîãðàííèêîâ P ∈ P, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî P êîìáèíàòîðíî
ýêâèâàëåíòåí P ′, à Λ ýêâèâàëåíòíà Λ′.
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Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ æ¼ñòêîñòü

Ïðîáëåìà

Ïóñòü M = M(P, Λ) è M ′ = M(P ′, Λ′) � êâàçèòîðè÷åñêèå

ìíîãîîáðàçèÿ ñ èçîìîðôíûìè êîëüöàìè öåëî÷èñëåííûõ êîãîìîëîãèé.

Âåðíî ëè, ÷òî M è M ′ äèôôåîìîðôíû?

Íàø ðåçóëüòàò äà¼ò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò â ñëó÷àå êâàçèòîðè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé íàä ìíîãîãðàííèêàìè èç êëàññà Ïîãîðåëîâà.

6-ìåðíûå êâàçèòîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ M è M ′ äèôôåîìîðôíû,

åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ : H∗(M;Z)
∼=−→ H∗(M ′;Z),

ñîõðàíÿþùèé ïåðâûé êëàññ Ïîíòðÿãèíà, ò. å. ϕ(p1(M)) = p1(M ′).

Èìååì p1(M) = v21 + . . .+ v2m ∈ H4(M). Òàêèì îáðàçîì,
êîãîìîëîãè÷åñêàÿ æ¼ñòêîñòü 6-ìåðíûõ êâàçèòîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó ëèíåéíîé àëãåáðû. Îäíàêî ïîëó÷èòü
äîêàçàòåëüñòâî íà ýòîì ïóòè ïîêà íå óäà¼òñÿ...
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