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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

M � êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé ω,
dimRM = 2n.

Ïîãðóæåíèå i : N # M ìíîãîîáðàçèÿ N ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ
ëàãðàíæåâûì, åñëè i∗(ω) = 0. Åñëè i ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, òî i(N) åñòü
ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå â M.

Âåêòîðíîå ïîëå ξ íà M íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, åñëè 1-ôîðìà
ω( · , ξ) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Ëàãðàíæåâî ïîãðóæåíèå i : N # M íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâî
ìèíèìàëüíûì (H-ìèíèìàëüíûì), åñëè âàðèàöèè îáú¼ìà i(N) âäîëü
âñåõ ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì ðàâíû íóëþ, ò. å.

d

dt
vol(it(N))

∣∣
t=0

= 0,

ãäå it(N) � ãàìèëüòîíîâà äåôîðìàöèÿ ïîãðóæåíèÿ i(N) = i0(N).
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Îáçîð

ßâíûå ïðèìåðû Í-ìèíèìàëüíûõ ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â Cm

è CPm áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Yong-Geun Oh, Castro�Urbano,
H�elein�Romon, Amarzaya�Ohnita è äðóãèõ.

Â 2003 ã. À. Å. Ìèðîíîâ ïðåäëîæèë óíèâåðñàëüíóþ êîíñòðóêöèþ
H-ìèíèìàëüíûõ ëàãðàíæåâûõ ïîãðóæåíèé â Cm èç ïåðåñå÷åíèé
ñïåöèàëüíûõ âåùåñòâåííûõ êâàäðèê.

Òå æå ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèê èçâåñòíû â òîðè÷åñêîé ãåîìåòðèè è
òîïîëîãèè êàê (âåùåñòâåííûå) ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿ. Îíè
âîçíèêàþò, â ÷àñòíîñòè, êàê óðîâíè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòîâ â
êîíñòðóêöèè ãàìèëüòîíîâûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé íà îñíîâå
ñèìïëåêòè÷åñêîé ðåäóêöèè.

Ïðèìåíÿÿ êîíñòðóêöèþ Ìèðîíîâà ñîâìåñòíî ñ ìåòîäàìè òîðè÷åñêîé
òîïîëîãèè ìû ïîëó÷àåì íîâûå ïðèìåðû H-ìèíèìàëüíûõ ëàãðàíæåâûõ
âëîæåíèé ñ èíòåðåñíîé è ñëîæíîé òîïîëîãèåé.
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Ìíîãîãðàííèêè è ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿ

Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â Rn çàäà¼òñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå
ïîëóïðîñòðàíñòâ:

P =
{
x ∈ Rn : 〈ai , x〉+ bi > 0 ïðè i = 1, . . . ,m

}
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîå Fi = P ∩ {x : 〈ai , x〉+ bi = 0} åñòü
ãèïåðãðàíü (âñåãî m ãèïåðãðàíåé).

Îïðåäåëèì àôôèííîå îòîáðàæåíèå

iP : Rn → Rm, iP(x) =
(
〈a1, x〉+ b1, . . . , 〈am, x〉+ bm

)
.

Òîãäà iP èíúåêòèâíî, è iP(P) ⊂ Rm åñòü ïåðåñå÷åíèå íåêîòîðîé
n-ìåðíîé ïëîñêîñòè ñ Rm

> = {y = (y1, . . . , ym) : yi > 0}.
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Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ZP èç äèàãðàììû

ZP
iZ−−−−→ Cm (z1, . . . , zm)y yµ y

P
iP−−−−→ Rm

> (|z1|2, . . . , |zm|2)

Íà ZP èìååòñÿ äåéñòâèå òîðà Tm, ïðè÷¼ì ZP/Tm = P .

Ìíîãîãðàííèê P íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè â êàæäîé âåðøèíå
ñõîäèòñÿ â òî÷íîñòè n = dimP ãèïåðãðàíåé (èëè ð¼áåð).

Ïðåäëîæåíèå

Åñëè P � ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê, òî ZP � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïëîñêîñòü iP(Rn) çàäà¼òñÿ m − n ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿì îò
(y1, . . . , ym) ∈ Rm. Çàìåíèâ yk íà |zk |2, ïîëó÷èì çàäàíèå ìíîæåñòâà
ZP êâàäðèêàìè. Èìååì m − n êâàäðèê â Cm, ò. å. dimZP = m + n.

Òàðàñ Åâãåíüåâè÷ ÏÀÍÎÂ (ÌÃÓ) Ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû 6 ñåíòÿáðÿ 2016 5 / 19



ZP íàçûâàåòñÿ ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì P .

Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ äèàãðàììó

RP −−−−→ Rm (u1, . . . , um)y yµ y
P

iP−−−−→ Rm
> (u21 , . . . , u

2
m)

ïîëó÷àåì âåùåñòâåííîå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå RP .

Ïðèìåð

P = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 > 0, x2 > 0, −γ1x1 − γ2x2 + 1 > 0}, γ1, γ2 > 0
(òðåóãîëüíèê). Òîãäà

ZP = {(z1, z2, z3) ∈ C3 : γ1|z1|2 + γ2|z2|2 + |z3|2 = 1} (5-ñôåðà),
RP = {(u1, u2, u3) ∈ R3 : γ1|u1|2 + γ2|u2|2 + |u3|2 = 1} (2-ñôåðà).
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Äåéñòâèÿ òîðà

Èìååì ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèê

ZP = {z = (z1, . . . , zm) ∈ Cm : γ1|z1|2 + · · ·+ γm|zm|2 = c},
RP = {u = (u1, . . . , um) ∈ Rm : γ1u

2
1 + · · ·+ γmu

2
m = c}

ãäå γ1, . . . , γm è c � âåêòîðû â Rm−n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîãðàííèê P ðàöèîíàëåí. Èìååì äâå ðåø¼òêè:
Λ = Z〈a1, . . . , am〉 ⊂ Rn è L = Z〈γ1, . . . , γm〉 ⊂ Rm−n.

Ðàññìîòðèì (m − n)-òîð TP =
{(

e2πi〈γ1,ϕ〉, . . . , e2πi〈γm,ϕ〉
)
∈ Tm

}
,

ò. å. TP = Rm−n/L∗, è ïîëîæèì DP = 1
2
L∗/L∗ ∼= (Z2)m−n.

Ïðåäëîæåíèå

Òîð TP
∼= Tm−n äåéñòâóåò íà ZP ïî÷òè ñâîáîäíî.
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Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

f : RP × TP −→ Cm,

(u, ϕ) 7→ u · ϕ = (u1e
2πi〈γ1,ϕ〉, . . . , ume

2πi〈γm,ϕ〉).

Çàìåòèì, ÷òî f (RP ×TP) ⊂ ZP åñòü ìíîæåñòâî TP -îðáèò, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç RP ⊂ Cm. Èìååì m-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå

NP = RP ×DP
TP .

Ëåììà

f : RP × TP → Cm èíäóöèðóåò âëîæåíèå j : NP # Cm.

Òåîðåìà (Ìèðîíîâ)

Âëîæåíèå j : NP # Cm ÿâëÿåòñÿ H-ìèíèìàëüíûì ëàãðàíæåâûì.
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Âîïðîñ

Êîãäà j : NP # Cm ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì?

Ïðîñòîé ðàöèîíàëüíûé ìíîãîãðàííèê P íàçûâàåòñÿ äåëüçàíîâûì, åñëè
äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ P íàáîð âåêòîðîâ ai1 , . . . , ain , íîðìàëüíûõ ê
ñõîäÿùèìñÿ â v ãèïåðãðàíÿì, îáðàçóåò áàçèñ ðåø¼òêè
Λ = Z〈a1, . . . , am〉:

Z〈a1, . . . , am〉 = Z〈ai1 , . . . , ain〉 äëÿ ëþáîé v = Fi1 ∩ · · · ∩ Fin .

Òåîðåìà

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1 j : NP → Cm ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì H-ìèíèìàëüíîãî ëàãðàíæåâà

ïîäìíîãîîáðàçèÿ;

2 òîð TP
∼= Tm−n äåéñòâóåò íà ZP ñâîáîäíî.

3 ìíîãîãðàííèê P ÿâëÿåòñÿ äåëüçàíîâûì.
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Èòàê, ìû ïîëó÷àåì H-ìèíèìàëüíîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå NP â
Cm äëÿ ëþáîãî n-ìåðíîãî äåëüçàíîâà ìíîãîãðàííèêà P ñ m
ãèïåðãðàíÿìè.

ßâíûå êîíñòðóêöèè ñåìåéñòâ äåëüçàíîâûõ ìíîãîãðàííèêîâ èçâåñòíû â
òîðè÷åñêîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè:

ñèìïëåêñû è êóáû ëþáîé ðàçìåðíîñòè;

ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ è ñðåçêè ãðàíåé;

àññîöèàýäðû (ìíîãîãðàííèêè Ñòàøåâà), ïåðìóòàýäðû è èõ
îáîáùåíèÿ.
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð (îäíà êâàäðèêà)

Ïóñòü P = ∆m−1 (ñèìïëåêñ), ò. å. m − n = 1.
R∆m−1 çàäà¼òñÿ îäíîé êâàäðèêîé

γ1u
2
1 + · · ·+ γmu

2
m = c

ñ γi > 0, ò. å. R∆m−1
∼= Sm−1.

Òîãäà

N ∼= Sm−1 ×Z2 S
1 ∼=

{
Sm−1 × S1, åñëè τ ñîõð. îðèåíò. Sm−1,

Km, åñëè τ îáð. îðèåíò. Sm−1,

ãäå τ � èíâîëþöèÿ, à Km � m-ìåðíàÿ áóòûëêà Êëåéíà.

Òàðàñ Åâãåíüåâè÷ ÏÀÍÎÂ (ÌÃÓ) Ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû 6 ñåíòÿáðÿ 2016 11 / 19



Ïðåäëîæåíèå (îäíà êâàäðèêà)

H-ìèíèìàëüíîå ëàãðàíæåâî âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ

N∆m−1
∼= Sn−1 ×Z2 S

1 â Cm ïîëó÷àåòñÿ ïðè óñëîâèè γ1 = · · · = γm â

óðàâíåíèè êâàäðèêè γ1u
2
1 + · · ·+ γmu

2
m = c .

Òîïîëîãèÿ ìíîãîîáðàçèÿ N∆m−1 = N(m) çàâèñèò ëèøü îò ÷¼òíîñòè m:

N(m) ∼= Sm−1 × S1, åñëè m íå÷¼òíî,

N(m) ∼= Km åñëè m ÷¼òíî.

Áóòûëêà Êëåéíà Km ñ ÷¼òíûì m íå äîïóñêàåò ëàãðàíæåâûõ
âëîæåíèé â Cm [Íåìèðîâñêèé, Øåâ÷èøèí].
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Òåîðåìà (äâå êâàäðèêè)

Ïóñòü m − n = 2, ò. å. P ' ∆p−1 ×∆q−1.

Ìíîãîîáðàçèå RP äèôôåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ

R(p, q) ∼= Sp−1 × Sq−1, çàäàâàåìîìó óðàâíåíèÿìè

u21 + . . .+ u2k + u2k+1 + · · ·+ u2p = 1,

u21 + . . .+ u2k +u2p+1 + · · ·+ u2m = 2,

ãäå p + q = m, 0 < p < m è 0 6 k 6 p.

Åñëè NP → Cm � âëîæåíèå, òî NP äèôôåîìîðôíî

Nk(p, q) = R(p, q)×Z2×Z2 (S1 × S1),

ãäå äåéñòâèå äâóõ èíâîëþöèé íà R(p, q) çàäà¼òñÿ ôîðìóëàìè

ψ1 : (u1, . . . , um) 7→ (−u1, . . . ,−uk ,−uk+1, . . . ,−up, up+1, . . . , um),
ψ2 : (u1, . . . , um) 7→ (−u1, . . . ,−uk , uk+1, . . . , up,−up+1, . . . ,−um).

Èìååì ðàññëîåíèå Nk(p, q)→ Sq−1 ×Z2 S
1 = N(q) ñî ñëîåì N(p).
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Ïðèìåð (òðè êâàäðèêè)

Â ñëó÷àå m − n = 3 òîïîëîãèÿ ìíîãîîáðàçèé RP è ZP áûëà îïèñàíà
[Lopez de Medrano]. Êàæäîå òàêîå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíî
ïðîèçâåäåíèþ òð¼õ ñôåð èëè ñâÿçíîé ñóììå ïðîèçâåäåíèé ñôåð, ñ
äâóìÿ ñôåðàìè â êàæäîì ïðîèçâåäåíèè.

Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé n = 2 è m = 5: äåëüçàíîâ ïÿòèóãîëüíèê.

Â ýòîì ñëó÷àå RP åñòü îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà 5, à ZP

äèôôåîìîðôíî ñâÿçíîé ñóììå 5 ýêçåìïëÿðîâ S3 × S4.

Ïîëó÷àåì H-ìèíèìàëüíîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå NP ⊂ C5,
êîòîðîå ðàññëàèâàåòñÿ íàä T 3 íà ïîâåðõíîñòè ðîäà 5.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü P � m-óãîëüíèê. Òîãäà RP åñòü îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü

Sg ðîäà g = 1 + 2m−3(m − 4).

Ïîëó÷àåì H-ìèíèìàëüíîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå NP ⊂ Cm,
êîòîðîå ðàññëàèâàåòñÿ íàä Tm−2 íà ïîâåðõíîñòè Sg .

NP ÿâëÿåòñÿ àñôåðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì (ïðè m > 4) c
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1 −−−−→ π1(Sg ) −−−−→ π1(N) −−−−→ Zm−2 −−−−→ 1.

Ïðè n > 2 è m− n > 3 òîïîëîãèÿ ìíîãîîáðàçèé RP è ZP åù¼ ñëîæíåå.
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Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû

Îáùèé ôàêò: ïîñòðîåííûå íàìè H-ìèíèìàëüíûå ëàãðàíæåâû
ïîäìíîãîîáðàçèÿ N ⊂ Cm ÿâëÿþòñÿ ¾ñïåöèàëüíûìè¿ âûðîæäåíèÿìè
òîðîâ Ëèóâèëëÿ íåêîòîðûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

Èìååì R ⊂ N ⊂ Z, ãäå Z åñòü ïåðåñå÷åíèå m − n ýðìèòîâûõ êâàäðèê

H1 = · · · = Hm−n = 0,

à R åñòü ïåðåñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ âåùåñòâåííûõ êâàäðèê

HR
1 = · · · = HR

m−n = 0,

Òîãäà N çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè

H1 = · · · = Hm−n = 0, F1 = . . . = Fn = 0,

ãäå {Hi ,Hj} = {Hi ,Fk} = {Fk ,Fl} = 0
è F1, . . . ,Fn ñóòü ïîëèíîìèàëüíûå èíòåãðàëû.
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Ïðèìåð

Ïðèìåíèâ êîíñòðóêöèþ ê îäíîé êâàäðèêå x21 + x22 = 1, ïîëó÷àåì
âëîæåííûé H-ìèíèìàëüíûé ëàãðàíæåâ 2-òîð N = T 2 ⊂ C2.
Îí çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè

H = x21 + y21 + x22 + y22 = 1, F = x1y2 − x2y1 = 0

ñ {H,F} = 0.

Ýòîò òîð âêëþ÷àåòñÿ â ñåìåéñòâî ëèóâèëëåâûõ òîðîâ, çàäàâàåìûõ
óðàâíåíèÿìè

H = x21 + y21 + x22 + y22 = C , F = x1y2 − x2y1 = D,

êîòîðîå âûðîæäàåòñÿ â îêðóæíîñòü ïðè D = C/2.
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Ïðèìåð

Òåïåðü ïðèìåíèì êîíñòðóêöèþ ê îäíîé êâàäðèêå x21 + 2x22 = 1.
Ïîëó÷èì ïîãðóæ¼ííóþ H-ìèíèìàëüíóþ áóòûëêó Êëåéíà K # C2.
Îíà çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè

H = x21 + y21 + 2x22 + 2y22 = 1, F = x21y2 − y21 y2 − 2x1x2y1 = 0

ñ {H,F} = 0.

Ìû èìååì ñåìåéñòâî òîðîâ Ëèóâèëëÿ

H = x21 + y21 + x22 + y22 = C , F = x21y2 − y21 y2 − 2x1x2y1 = D,

êîòîðîå âûðîæäàåòñÿ â áóòûëêó Êëåéíà ïðè D = 0.
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