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1. Ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿ è ñèìïëèöèàëüíûå âååðû.

Σ � ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé âååð â Rn (âîçìîæíî, íå ðàöèîíàëüíûé!)

a1, . . . ,am ∈ Rn � îáðàçóþùèå 1-ìåðíûõ êîíóñîâ.

K = KΣ =
{
I ⊂ [m] : {ai : i ∈ I} ïîðîæäàåò êîíóñ èç Σ

}
àññîöèèðîâàííûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ äëÿ Σ.

ZK = (D2, S1)K =
⋃
I∈K

(∏
i∈I

D2 ×
∏
i/∈I

S1
)

⊂ (D2)m

ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå.

U(K) = Cm \
⋃

{i1,...,ik}/∈K
{z ∈ Cm : zi1 = . . . = zik = 0}

= (C,C×)K =
⋃
I∈K

(∏
i∈I

C×
∏
i/∈I

C×
)

äîïîëíåíèå íàáîðà êîîðäèíàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Óòâ.: ZK ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì U(K) äëÿ ëþáîãî K.
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Çàäàäèì îòîáðàæåíèå

A : Rm → Rn, ei 7→ ai,

ãäå e1, . . . ,em � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rm. Ïîëîæèì

Rm> = {(y1, . . . , ym) ∈ Rm : yi > 0},

è îïðåäåëèì

R := exp(KerA) =
{

(y1, . . . , ym) ∈ Rm> :
m∏
i=1

y
〈ai,u〉
i = 1 for all u ∈ Rn

}
,

R ⊂ Rm> äåéñòâóåò íà U(KΣ) ⊂ Cm ïîêîîðäèíàòíûì óìíîæåíèåì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Σ � ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé âååð â Rn ñ m ð¼áðàìè,

è ïóñòü K = KΣ � àññîöèèðîâàííûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Òîãäà

à) ãðóïïà R ∼= Rm−n äåéñòâóåò íà U(K) ñâîáîäíî è ñîáñòâåííî, ò.å.

U(K)/R ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì (m+ n)-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì;

á) U(K)/R ýêâèâàðèàíòíî ãîìåîìîðôíî ZK.

Òàêèì îáðàçîì, ZK èìååò êàíîíè÷åñêóþ ãëàäêóþ ñòðóêòóðó.
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2. Êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèå ñòðóêòóðû.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ÷¼òíîìåðíûå ì.-ó.-ìíîãîîáðàçèÿõ ZK, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïîëíûì ñèìïëèöèàëüíûì âååðàì, äîïóñêàþò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó.

Èäåÿ â òîì, ÷òîáû çàìåíèòü äåéñòâèå Rm−n> íà U(K) (ñ ôàêòîðïðîñòðàí-

ñòâîì ZK) íà ãîëîìîðôíîå äåéñòâèå C
m−n

2 íà òîì æå ïðîñòðàíñòâå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m − n ÷¼òíî. Ýòî âñåãäà äîñòèãàåòñÿ ôîðìàëüíûì

äîáàâëåíèåì ¾ïóñòîãî¿ 1-ìåðíîãî êîíóñà ê Σ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óìíî-

æåíèþ ZK íà îêðóæíîñòü.

Ïîëîæèì ` = m−n
2 .
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Êîíñòð 1. Âûáåðåì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Ψ: C` → Cm, äëÿ êîòîðîãî

à) Re ◦Ψ: C` → Rm åñòü ìîíîìîðôèçì.

(b) A ◦Re ◦Ψ = 0.

Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèå â âåðõíåé ñòðîêå åñòü íóëü:

C` Ψ−→ Cm Re−−→ Rm A−→ Rnyexp

yexp

yexp

(C×)m
|·|−→ Rm>

expA−−−−→ Rn>
ãäå | · | îáîçíà÷àåò îòîáðàæåíèå (z1, . . . , zm) 7→ (|z1|, . . . , |zm|). Ïîëîæèì

C = exp Ψ(C`) =
{(
e〈ψ1,w 〉, . . . , e〈ψm,w 〉

)
∈ (C×)m

}
ãäå w = (w1, . . . , w`) ∈ C`, à ψi � i-é ñòîëáåö m× `-ìàòðèöû Ψ = (ψij).

Òîãäà C ∼= C` åñòü êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêàÿ (íî íå àëãåáðàè÷åñêàÿ)

ïîäãðóïïà â (C×)m, äåéñòâóþùàÿ íà U(K) ãîëîìîðôíî.
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Ïðèìåð 1.Ïóñòü K � ïóñòîé êîìïëåêñ 2 ýëåìåíòàõ.

Òîãäà n = 0, m = 2, ` = 1 è A : R2 → 0 � íóëåâîå îòîáðàæåíèå.

Çàäàäèì Ψ: C→ C2 â âèäå z 7→ (z, αz), ãäå α ∈ C, ò.å.

C =
{

(ez, eαz)} ⊂ (C×)2.

Óñëîâèå á) èç Êîíñòðóêöèè 1 ïóñòî, à èç à) âûòåêàåò α /∈ R. Òîãäà

exp Ψ: C → (C×)2 åñòü âëîæåíèå, à ôàêòîðïðîñòðàíñòâî (C×)2/C åñòü

êîìïëåêñíûé òîð T2
C ñ ïàðàìåòðîì α ∈ C:

(C×)2/C ∼= C/(Z⊕ αZ) = T2
C(α).

Àíàëîãè÷íî, åñëè K � ïóñòîé íà 2` ýëåìåíòàõ (ò.å. n = 0, m = 2`), ìû

ïîëó÷àåì ëþáîé êîìïëåêñíûé òîð T2`
C êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî (C×)2`/C.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü Σ � ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé âååð â Rn ñ m îäíîìåð-

íûìè êîíóñàìè è K = KΣ � àññîöèèðîâàííûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m− n = 2`. Òîãäà

à) ãîëîìîðôíîå äåéñòâèå C ∼= C` íà U(K) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì è ñîá-

ñòâåííûì, à ôàêòîðïðîñòðàíñòâî U(K)/C èìååò ñòðóêòóðó êîìïàêò-

íîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè m− `;

á) èìååòñÿ Tm-ýêâèâàðèàíòíûé äèôôåîìîðôèçì U(K)/C ∼= ZK, çàäàþ-
ùèé êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà ZK ñ ãîëîìîðôíûì äåéñòâèåì Tm.
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Ïðèìåð 2 (Ìíîãîîáðàçèå Õîïôà). Ïóñòü Σ � ïîëíûé âååð â Rn ñ n + 1

îäíîìåðíûìè êîíóñàìè, ïîðîæä¼ííûìè âåêòîðàìè e1, . . . ,en,−e1−. . .−en.

Äîáàâèì ¾ïóñòîé¿ 1-ìåðíûé êîíóñ. Òîãäà m = n+ 2, ` = 1.

Îòîáðàæåíèå A : Rn+2 → Rn çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé (0 E −1), E � åäèíè÷íàÿ

n× n-ìàòðèöà, à 0, 1 � ñòîëáöû èç íóëåé è åäèíèö ñîîòâåòñòâåííî.

K � ãðàíèöà n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ñ n + 1 âåðøèíàìè è 1 ïðèçðà÷íîé

âåðøèíîé, ZK ∼= S1 × S2n+1 è U(K) = C× × (Cn+1 \ {0}).

Çàäàäèì Ψ: C→ Cn+2, z 7→ (z, αz, . . . , αz), ãäå α ∈ C, α /∈ R. Òîãäà

C =
{

(ez, eαz, . . . , eαz): z ∈ C
}
⊂ (C×)n+2,

è ZK ïðèîáðåòàåò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî U(K)/C:

C× ×
(
Cn+1 \ {0}

)/
{(t,w)∼ (ezt, eαzw)} ∼=

(
Cn+1 \ {0}

)/
{w ∼ e2πiα

w},

ãäå t ∈ C×, w ∈ Cn+1 \ {0}. Ýòî � êëàññè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Õîïôà.
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3. Ãîëîìîðôíûå ðàññëîåíèÿ íàä òîðè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Ìíîãîîáðàçèÿ ZK, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëíûì ðàöèîíàëüíûì ñèìïëèöè-

àëüíûì âååðàì ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè ãîëîìîðôíûõ ãëàâíûõ ðàññëî-

åíèé íàä òîðè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè ñî ñëîåì êîìïëåêñíûé òîð. Ýòî

ïîçâîëÿåò íàì âû÷èñëÿòü èíâàðèàíòû êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð íà ZK �

êîãîìîëîãèè Äîëüáî è ÷èñëà Õîäæà.

Òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå � ýòî íîðìàëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðà-

çèå X, íà êîòîðîì (C×)n äåéñòâóåò ñ ïëîòíîé îðáèòîé.

Òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ êëàññèôèöèðóþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè âååðàìè.

ïîëíûå âååðû ←→ êîìïàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ

íîðìàëüíûå âååðû ìíîãîãðàííèêîâ ←→ ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ

ðåãóëÿðíûå âååðû ←→ íåîñîáûå ìíîãîîáðàçèÿ

ñèìïëèöèàëüíûå âååðû ←→ îðáèîáðàçèÿ (îðáèôîëäû)
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Σ ïîëíûé, ñèìïëèöèàëüíûé, ðàöèîíàëüíûé âååð;

a1, . . . ,am ïðèìèòèâíûå öåëî÷èñëåííûå îáðàçóþùèå 1-ìåðíûõ êîíóñîâ;

ai = (ai1, . . . , ain) ∈ Zn.

Êîíñòð 2 (¾Êîíñòðóêöèÿ Êîêñà¿). Ðàññìîòðèì AC : Cm → Cn, ei 7→ ai,

expAC : (C×)m → (C×)n,

(z1, . . . , zm) 7→
( m∏
i=1

z
ai1
i , . . . ,

m∏
i=1

z
ain
i

)
Ïîëîæèì G = Ker expAC � àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â (C×)m.

Îíà äåéñòâóåò ïî÷òè ñâîáîäíî (ñ êîíå÷íûìè ñòàáèëèçàòîðàìè) íà U(KΣ).

Åñëè Σ � ðåãóëÿðíûé âååð, òî G ∼= (C×)m−n è äåéñòâèå ñâîáîäíî.

VΣ = U(KΣ)/G � òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ñîîòâåòñòâóþùåå Σ.

Ôàêòîð-òîð (C×)m/G ∼= (C×)n äåéñòâóåò íà VΣ ñ ïëîòíîé îðáèòîé.
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Çàìåòèì, ÷òî C` ∼= C ⊂ G ∼= (C×)m−n � êîìïëåêñíàÿ `-ìåðíàÿ ïîäãðóïïà.

Ïðåäë 1.

à) òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå VΣ ãîìåîìîðôíî ôàêòîðïðîñòðàíñòâó ZKΣ

ïî ãîëîìîðôíîìó äåéñòâèþ ãðóïïû G/C.

á) åñëè Σ � ðåãóëÿðíûé âååð, òî èìååòñÿ ãîëîìîðôíîå ãëàâíîå ðàññëîå-

íèå ZKΣ
→ VΣ ñî ñëîåì êîìïàêòíûé êîìïëåêñíûé `-ìåðíûé òîð G/C.

Çàìå÷àíèå 1.Äëÿ îñîáûõ ìíîãîîáðàçèé VΣ ïðîåêöèÿ ZKΣ
→ VΣ ÿâëÿåò-

ñÿ ãîëîìîðôíûì ãëàâíûì ðàññëîåíèåì Çåéôåðòà äëÿ ïîäõîäÿùåé ñòðóê-

òóðû îðáèîáðàçèÿ íà VΣ.
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4. Ïîäìíîãîîáðàçèÿ è àíàëèòè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà.

Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ZK çàäà¼òñÿ äâóìÿ äàííûìè:

� ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé âååð Σ ñ îáðàçóþùèìè a1, . . . ,am;

� `-ìåðíàÿ ãîëîìîðôíàÿ ïîäãðóïïà C ⊂ (C×)m.

Åñëè ýòè äàííûå îáùåãî ïîëîæåíèÿ (â ÷àñòíîñòè, âååð Σ íå ðàöèîíàëü-

íûé), òî ãîëîìîðôíîå ãëàâíîå ðàññëîåíèå ZK → VΣ îòñóòñòâóåò (òîðè-

÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå VΣ íå îïðåäåëåíî).

Òåì íå ìåíåå, èìååòñÿ ãîëîìîðôíîå `-ìåðíîå ñëîåíèå F ñ òðàíñâåðñàëü-

íî êýëåðîâîé ôîðìîé ωF . Íàëè÷èå òàêîé ôîðìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ îïèñàíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèé â ZK.
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Ðàññìîòðèì êîìïëåêñèôèöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå AC : Cm → Cn, ei 7→ ai

è çàäàäèì (m− n)-ìåðíóþ ïîäãðóïïó (C×)m:

G = exp(KerAC) =
{(
ez1, . . . , ezm

)
∈ (C×)m : (z1, . . . , zm) ∈ KerAC

}
.

Çàìåòèì, ÷òî C ⊂ G.

Ãðóïïà G äåéñòâóåò íà U(K), è å¼ îðáèòû çàäàþò ãîëîìîðôíîå ñëîå-

íèå íà U(K). Òàê êàê G ⊂ (C×)m, ýòî äåéñòâèå ñâîáîäíî íà îòêðûòîì

ïîäìíîæåñòâå (C×)m ⊂ U(K), òàê ÷òî îáùèé ëèñò ýòîãî ñëîåíèå èìååò

êîìïëåêñíóþ ðàçìåðíîñòü m− n = 2`.

`-ìåðíàÿ çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà C ⊂ G äåéñòâóåò íà U(K) ñâîáîäíî è ñîá-

ñòâåííî ïî òåîðåìå 2, òàê ÷òî ôàêòîð U(K)/C íåñ¼ò ãîëîìîðôíîå äåé-

ñòâèå ôàêòîðãðóïïû D = G/C.

F � ãîëîìîðôíîå ñëîåíèå íà U(K)/C ∼= ZK îðáèòàìè ãðóïïû D.
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Ïîäãðóïïà G ⊂ (C×)m çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èçî-

ìîðôíà (C×)2`; â ýòîì ñëó÷àå ïîäïðîñòðàíñòâî KerA ⊂ Rm ðàöèîíàëüíî.

Òîãäà âååð Σ òàêæå ðàöèîíàëåí VΣ � ôàêòîð U(K)/G. Ñëîåíèå F çàäà¼ò

ãîëîìîðôíîå ðàññëîåíèå π : ZK → VΣ ñî ñëîåì êîìïëåêñíûé òîð G/C.

Äëÿ êîíôèãóðàöèè íåíóëåâûõ âåêòîðîâ a1, . . . ,am îáùåãî ïîëîæåíèÿ,

ãðóïï G áèãîëîìîðôíà C2`, à ôàêòîðãðóïïà D = G/C áèãîëîìîðôíà C`.
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(1,1)-ôîðìà ωF íà êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè ZK íàç. òðàíñâåðñàëüíî

êýëåðîâîé ïî îòíîøåíèþ ê ñëîåíèþ F, åñëè
à) ωF çàìêíóòà, ò.å. dωF = 0;

á) ωF íåîòðèöàòåëüíà è å¼ íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî åñòü êàñàòåëüíîå

ïðîñòðàíñòâî ê F.

Ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé âååð Σ â Rn íàç. ñëàáî íîðìàëüíûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò (íå îáÿçàòåëüíî ïðîñòîé) n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê P òàêîé, ÷òî Σ

åñòü ñèìïëèöèàëüíîå ïîäðàçáèåíèå íîðìàëüíîãî âååðà ΣP .

Òåîðåìà 3.Ïóñòü Σ � ñëàáî íîðìàëüíûé âååð. Òîãäà ñóùåñòâóåò (1,1)-

ôîðìà ωF íà ZK = U(K)/C, êîòîðàÿ òðàíñâåðñàëüíî êýëåðîâà äëÿ ñëîå-

íèÿ F íà ïëîòíîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå (C×)m/C ⊂ U(K)/C.
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Äëÿ êàæäîãî J ⊂ [m] îïðåäåëèì êîîðäèíàòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ZK:

ZKJ = {(z1, . . . , zm) ∈ ZK : zi = 0 for i /∈ J}.

Ïîäìíîãîîáðàçèå ZKJ åñòü ôàêòîð

U(KJ) = {(z1, . . . , zm) ∈ U(K): zi = 0 for i /∈ J}

ïî äåéñòâèþ ãðóïïû C ∼= C`. Â ÷àñòíîñòè, U(KJ)/C � êîìïëåêñíîå ïîä-

ìíîãîîáðàçèå â ZK = U(K)/C.

Çàìåòèì, ÷òî çàìûêàíèå ëþáîé (C×)m-îðáèòû â U(K) èìååò âèä U(KJ)

äëÿ íåêîòîðîãî J ⊂ [m] (ïëîòíàÿ îðáèòà ñîîòâåòñòâóåò J = [m]).

Àíàëîãè÷íî, çàìûêàíèå ëþáîé (C×)m/C-îðáèòû â ZK ∼= U(K)/C èìååò

âèä ZKJ .
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Òåîðåìà 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ZK = U(K)/C

çàäà¼òñÿ äàííûì îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Òîãäà ëþáîé äèâèçîð íà ZK åñòü

îáúåäèíåíèå êîîðäèíàòíûõ äèâèçîðîâ.

Áîëåå òîãî, åñëè âååð Σ ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íîðìàëüíûì, òî ëþáîå êîìïàêò-

íîå íåïðèâîäèìîå àíàëèòè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ ZK ïîëîæèòåëüíîé

ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì.

Ñëåäñòâèå 1.Äëÿ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ZK îò-

ñóòñòâóþò íåïîñòîÿííûå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè.
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