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Момент-угол многообразия простых многогранников.

Rn — евклидово векторное пространства. Рассмотрим выпуклое
множество

P = {x ∈ Rn : (ai,x) + bi > 0 при 1 6 i 6 m}, ai ∈ Rn, bi ∈ R.

Предположим:

а) dimP = n;

б) нет лишних неравенств (никакое неравенство нельзя убрать,
не изменив P );

в) P ограничено;

г) граничные гиперплоскости Hi = {(ai,x) + bi = 0}, 1 6 i 6 m,
пересекаются в общем положении в каждой вершине.
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Тогда P является n-мерным выпуклым простым многогранником
с m гипергранями

Fi = {x ∈ P : (ai,x) + bi = 0} = P ∩Hi

и нормальными векторами ai, for 1 6 i 6 m.

Грани многогранника P образуют частично упорядоченное мно-
жество по вложению. Два многогранника называются комбина-
торно эквивалентными, если их частично упорядоченные множе-
ства граней изоморфны. Классы комбинаторной эквивалентности
называются комбинаторными многогранниками.
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Многогранник P можно задать одним матричным неравенством

P = {x : APx + bP > 0},
где AP = (aij) матрица размера m × n со строками ai, а bP —
вектор-столбец из чисел bi.

Аффинное отображение

iP : Rn −→ Rm, x 7→ APx + bP

вкладывает P в Rm
> = {y ∈ Rm : yi > 0}.

Теперь определим пространство ZP из коммутативной диаграммы

ZP
iZ−→ Cmy y

P
iP−→ Rm

(z1, . . . , zm)y
(|z1|2, . . . , |zm|2)

Тогда iZ задаёт некоторое Tm-эквивариантное вложение.
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Предл 1. ZP является гладким Tm-многообразием с тривиализо-
ванным нормальным расслоением вложения iZ : ZP → Cm.

Идея доказательства.

1) Запишем образ iP (Rn) ⊂ Rm как множество общих решений
m− n линейных уравнений

∑m
k=1 cjk(yk − bk) = 0, 1 6 j 6 m− n;

2) заменив каждое yk на |zk|2, получим представление множества
ZP в виде пересечения m− n вещественных квадрик:

m∑
k=1

cjk
(
|zk|2 − bk

)
= 0 при 1 ≤ j ≤ m− n.

3) проверим, что пересечение в 2) является невырожденным,
т.е. градиенты линейно независимы в каждой точке множе-
ства ZP .

ZP называется момент-угол многообразием, соответствующим
многограннику P .
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Исходная конструкция Девиса–Янушкевича.

Для каждого y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm
> положим

T (y) = {t = (t1, . . . , tm) ∈ Tm : ti = 1, если yi = 0} ⊂ Tm.

Отождествим Cm с факторпространством Rm
> × Tm/∼, где

(y , t) ∼= (y ′, t ′) при y = y ′ and t−1t ′ ∈ T (y).

Тогда iZ : ZP → Cm вкладывает ZP как подпространство P ×Tm/∼
in Rm

> × Tm/∼.

Сл 1.Топологический тип многообразия ZP зависит лишь от ком-
бинаторного типа многогранника P .

На самом деле Tm-эквивариантная гладкая структура на ZP так-
же единственна [Bosio–Meersseman].
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Симплициальные комплексы.

K — (абстрактный) симплициальный комплекс на множестве
[m] = {1, . . . ,m}.

σ = {i1, . . . , ik} ∈ K — симплекс; всегда предполагаем ∅ ∈ K.

Прим 1. Для простого многогранника P положим

KP =
{
σ = {i1, . . . , ik} : Fi1 ∩ . . . ∩ Fik ̸= ∅ в P

}
— граничный комплекс двойственного (или полярного) много-
гранника. Тогда |KP | ∼= Sn−1.
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Момент-угол комплексы.
D2 ⊂ C — единичный диск. Для данного ω ⊂ {1, . . . ,m} положим

Bω := {(z1, . . . , zm) ∈ (D2)m : |zi| = 1 при i /∈ ω}
∼= (D2)|ω| × (S1)m−|ω|.

Момент-угол комплекс

ZK :=
∪

σ∈K
Bσ ⊂ (D2)m.

Предл 2. На ZK имеется действие тора Tm:

ZK −→ (D2)my y
coneK′ −→ Im

,

где K′ — барицентрическое подразбиение;

σ = {i1, . . . , ik} 7→ eσ = (ε1, . . . , εm),

где εi = 0 при i ∈ σ и εi = 1 при i /∈ σ.
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Если K = KP для простого многогранника P , то coneK′ можно
отождествить с P , а ZKP

с ZP !

Более того,
Предл 3. a) Пусть |K| ∼= Sn−1 (триангуляция сферы с m верши-
нами). Тогда ZK является (m+ n)-многообразием;

б) Пусть K — триангуляция многообразия. Тогда ZK \ Z∅ есть
открытое многообразие, где Z∅ ∼= Tm.

Прим 2. Z∂∆n
∼= S2n+1. При n = 1 имеем

S3 = D2 × S1 ∪ S1 ×D2 ⊂ D2 ×D2.
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Первые итоги.

Мы имеем

• полное пересечение вещественных квадрик, задаваемое мно-
гогранником P ;

• факторпространства P × Tm/∼ и | coneK′| × Tm/∼;

• подпространство в полидиске
∪
σ∈K Bσ ⊂ (D2)m.
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Эти три пространства совпадают при K = KP , но квадратичное
описание для ZK отсутствует для «немногогранных» триангуля-
ций K.

Вопрос 1. Имеется ли схожее описание для ZK в случае, когда
K является триангуляцией сферы, не происходящей ни из какого
многогранника?

Несмотря на то, что ZP определяется как вещественное пол-
ное пересечение, оно является комплексным многообразием (ес-
ли размерность нечётна, надо сначала умножить на S1). Таким
образом получается семейство некэлеровых комплексных много-
образий, обобщающее известные серии Хопфа и Калаби–Экмана
[Bosio–Meersseman].
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Дополнения конфигураций координатных подпространств.

Координатное подпространство в Cm имеет вид

Lω = {(z1, . . . , zm) ∈ Cm : zi1 = . . . = zik = 0},

где ω = {i1, . . . , ik}. Конфигурации координатных подпространств
в Cm параметризуются симплициальными комплексами K на m

вершинах. Их дополнения имеют вид

U(K) = Cm \
∪

ω/∈K
Lω.

Предл 4. Имеется Tm-эквивариантная деформ. ретракция

U(K)
≃−→ ZK.
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Кольцо граней.

K — симплициальный комплекс на m вершинах.

Z[K] = Z[v1, . . . , vm]
/(

vi1· · · vik : {i1, . . . , ik} /∈ K
)

— кольцо граней (или кольцо Стенли–Риснера) комплекса K,
deg vi = 2.
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Вычисление когомологий.

Теор 1. [Бухштабер-П.] Имеется изоморфизм (би)градуирован-
ных алгебр

H∗(ZK;Z) ∼= Tor∗,∗Z[v1,...,vm](Z[K],Z)

∼= H
[
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K]; d

]
,

где dui = vi, dvi = 0 и 1 6 i 6 m. В частности,

Hp(ZK) ∼=
∑

−i+2j=p

Tor−i,2j
Z[v1,...,vm](Z[K],Z).

Сл 2. Для биградуированных компонент когомологий имеем

H−i,2j(ZK,Z) ∼=
⊕

|ω|=j

H̃j−i−1(Kω),

где Kω — полный подкомплекс (ограничение K на подмножество
ω ⊂ {1, . . . ,m}).
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Предыдущие формулы можно переписать в терминах P :

Сл 3.

H−i,2j(ZP ) = Tor−i,2j
Z[v1,...,vm](Z[P ],Z) ∼=

⊕
|ω|=j

H̃j−i−1(Pω),

где Pω =
∪
i∈ω Fi — объединение гиперграней из множества ω.

Сл 4. [Goresky–MacPherson]

H̃i

(
U(K)

)
=

⊕
ω∈K̂

H̃2m−2|ω|−i−2(link
K̂

ω),

где K̂ = {ω : [m]\ω /∈ K} – комплекс, двойственный по Александеру.
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Прим 3. Пусть K = m точек. Тогда

U(K) = Cm
\ ∪

16i<j6m

{zi = zj = 0}

— дополнение к набору всех координатных плоскостей коразмер-
ности 2, а

H∗(U(K)) = H∗
( m∨
k=2

(Sk+1)∨(k−1)(mk)
)
.

Прим 4. Пусть P — m-угольник, т.е. KP — граница m-угольника.
Тогда

U(KP ) = Cm
\ ∪

i−j ̸=0,1 mod m

{zi = zj = 0};

ZP является (m+2)-мерным многообразием, а

H∗(ZP ) = H∗(U(KP )) = H∗
(m−2
#
k=2

(Sk+1 × Sm−k+1)#(k−1)(m−2
k )

)
.
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Предупреждение. Вообще говоря, топология многообразий ZP

значительно сложнее, чем в предыдущих примерах. Например, ес-
ли P является 3-мерным многогранником Сташеффа (или ассо-
циаэдром), то в когомологиях многообразия ZP имеются нетри-
виальные тройные произведения Масси [Баскаков].
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