
Òîðè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ

Ïàíîâ Òàðàñ Åâãåíüåâè÷

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ô-ò ÌÃÓ

ñîâìåñòíî ñ Â.Ì. Áóõøòàáåðîì è
äðóãèìè ÷ëåíàìè åãî òîïîëîãè÷åñêîé

ãðóïïû

1



Ïëàí

1. Òðèàíãóëÿöèè è êîëüöà ãðàíåé.

2. Ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñû.

3. Äðóãèå òîðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

4. Îò êîìáèíàòîðíîé ê òîðè÷åñêîé òîïîëîãèè.

5. Àëãåáðû êëåòî÷íûõ êîöåïåé.

6. Êîãîìîëîãèè òîðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

7. Êîìáèíàòîðíàÿ ãîìîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà.

8. Ïðîèçâåäåíèÿ Ìàññè è ôîðìàëüíîñòü.

9. Ãèïîòåçà î òîðè÷åñêîì ðàíãå.
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1. Ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû è êîëüöà
ãðàíåé.

K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìí-âå âåðøèí
V = {v1, . . . , vm}.

σ ∈ K � ñèìïëåêñ.

R[v1, . . . , vm] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íà V íàä R,
deg vi = 2. Äëÿ äàííîãî ω ⊆ V ïîëîæèì vω :=∏

i∈ω vi. Êîëüöî Ñòåíëè�Ðàéñíåðà (èëè êîëüöî
ãðàíåé) êîìïëåêñà K îïðåäåëÿåòñÿ êàê

R[K] := R[v1, . . . , vm]/(vω : ω /∈ K).

Ïðèì. 1
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R[K] = R[v1, . . . , v5]/(v1v5, v3v4, v1v2v3, v2v4v5).
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2. Ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñû.

D2 ⊂ C � åäèíè÷íûé äèñê.

Bω := {(z1, . . . , zm) ∈ (D2)m : |zi| = 1 ïðè vi /∈ ω}.
Ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñ

ZK :=
⋃

σ∈K

Bσ ⊂ (D2)m.

Ïðåäë. 2 Íà ZK äåéñòâóåò òîð Tm ñ ïðîñòðàí-
ñòâîì îðáèò coneK′:

ZK −→ (D2)m
y

y
coneK′ −→ Im

,

ãäå K′ � áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçáèåíèå K,

σ = {vi1, . . . , vik} 7→ eσ = (ε1, . . . , εm),

ãäå εi = 0 åñëè vi ∈ σ è εi = 1 åñëè vi /∈ σ.

∅ 7→ e∅ = (1, . . . ,1).
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Ïðèì. 3 Âëîæåíèå coneK′ ↪→ Im:
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K = ∂∆2

Ïðåäë. 4 à) Ïóñòü |K| ∼= Sn−1 (òðèàíãóëÿöèÿ
ñôåðû ñ m âåðøèíàìè). Òîãäà ZK � ìíîãîîáðà-
çèå ðàçìåðíîñòè (m + n);
á) Ïóñòü K � òðèàíãóëèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå.
Òîãäà ZK \ Z∅ � îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå, ãäå
Z∅ = Tm.

Ïðèì. 5 Z∂∆n
∼= S2n+1. Ïðè n = 1,

S3 = D2 × S1 ∪ S1 ×D2 ⊂ D2 ×D2.
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3. Äðóãèå òîðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

à) Èñõîäíàÿ êîíñòðóêöèÿ Äýâèñà�ßíóøêèåâè÷à.

ZK
∼= Tm × | coneK|

/
∼,

ãäå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïðè ïîìîùè äâîéñòâåííîãî êëåòî÷íîãî ðàç-
áèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà |K|:

Ãðàíè |K| èìåþò âèä

Fi := starK′ vi.

Äëÿ x ∈ | coneK| ïîëîæèì

T (x) := {(t1, . . . , tm) ∈ Tm : ti = 1 åñëè x /∈ Fi}.
Òîãäà ïîëîæèì (t, x) ∼ (s, x) åñëè t−1s ∈ T (x).

Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé: coneK = Pn, ïðîñòîé
âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê.
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á) ZK êàê ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé.

Ïðîñòðàíñòâî Äýâèñà�ßíóøêèåâè÷à îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè Áîðåëÿ:

DJ(K) := ETm ×Tm ZK = ETm ×ZK/∼,

ãäå (e, z) ∼ (et−1, tz).

Ïðåäë. 6 Èìååòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ ãîìîòîïè÷å-
ñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

DJ(K)
'−→

⋃

σ∈K

BTσ ⊆ BTm = (CP∞)m.

Òàêèì îáðàçîì, DJ(K) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê êàíîíè÷åñêèé êëåòî÷íûé ïîäêîìïëåêñ â ïðî-
èçâåäåíèè (CP∞)m.

Ñë. 7 à) ZK ' hofibre
( ⋃

σ∈K

BTσ ↪→ BTm
)
;

á) H∗(DJ(K);R) ∼= H∗
Tm(ZK;R) ∼= R[K].
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â) Äîïîëíåíèÿ êîíôèãóðàöèé ïîäïðîñòðàíñòâ.

Êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Cm åñòü
Lω = {(z1, . . . , zm) ∈ Cm : zi1 = · · · = zik = 0},

ãäå ω = {i1, . . . , ik}. Êîíôèãóðàöèè êîîðäèíàò-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïàðàìåòðèçóþòñÿ ñèìïëè-
öèàëüíûìè êîìïëåêñàìè K íà m âåðøèíàõ.

U(K) = Cm \
⋃

σ/∈K

Lσ

åñòü äîïîëíåíèå êîíôèãóðàöèè.

Ïðåäë. 8 Èìååòñÿ Tm-ýêâèâàðèàíòíàÿ äåôîð-
ìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ

U(K)
'−→ ZK.

Äîê-âî: Çàïèøåì
U(K) =

⋃

σ∈K

Uσ, ZK =
⋃

σ∈K

Bσ,

ãäå
Uσ := {(z1, . . . , zm) ∈ Cm : zi 6= 0 for i /∈ σ}.

Òîãäà èìååì ãîìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè
Cσ × (C \ 0)V \σ ∼= Uσ

'−→ Bσ
∼= (D2)σ × (S1)V \σ.
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Ïðèì. 9 1. K = ∂∆m−1. Òîãäà U(K) = Cm \ 0.

2. Ïóñòü K = {v1, . . . , vm} (m òî÷åê). Òîãäà

U(K) = Cm \
⋃

16i<j6m

{zi = zj = 0},

äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà âñåõ êîîðäèíàòíûõ
ïëîñêîñòåé êîðàçìåðíîñòè 2.

3. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè K � i-ìåðíûé îñòîâ
ñèìïëåêñà ∆m−1, òî U(K) � äîïîëíåíèå ìíî-
æåñòâà âñåõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé êî-
ðàçìåðíîñòè (i + 2).
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ã) (Êâàçè)òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü s = s(K) � ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü,
äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà

T s ⊂ Tm,

äåéñòâóþùàÿ íà ZK ñâîáîäíî.

×èñëî s(K) ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíûì èíâàðèàí-
òîì êîìïëåêñà K. Ìû èìååì

1 6 s(K) 6 m− n.

Ïóñòü K � òðèàíãóëÿöèÿ ñ m âåðøèíàìè ñôå-
ðû Sn−1 (íàïð., ãðàíèöà ñèìïëèöèàëüíîãî ìíî-
ãîãðàííèêà), è äîïóñòèì s(K) = m − n. Òîãäà
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî

M2n := ZK/Tm−n

íàçûâàåòñÿ êâàçèòîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì.

Âñå êîìïàêòíûå íåîñîáûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîá-
ðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ êâàçèòîðè÷åñêèìè ìíîãîîáðà-
çèÿìè. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà ìíîãîîáðàçèÿ ZK

ïî ïîëóñâîáîäíûì äåéñòâèÿì òîðà äàþò òîðè-
÷åñêèå îðáèîáðàçèÿ.
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4. Îò êîìáèíàòîðíîé ê òîðè÷åñêîé òîïîëî-
ãèè.

Ïóñòü K1, K2 � ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû íà
V = {v1, . . . , vm1} and W = {w1, . . . , wm2}

ñîîòâåòñòâåííî. Ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå
ϕ : K1 → K2 èíäóöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì âåð-
øèí ϕ : V → W òàêèì, ÷òî

ϕ(σ) ∈ K2 äëÿ âñåõ σ ∈ K1.

Òàêîå ϕ èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå
ψ : (D2)m1 → (D2)m2,

(z1, . . . , zm1) 7→ (y1, . . . , ym2)

ãäå

yj =





1 åñëè ϕ−1(wj) = ∅,
∏

vi∈ϕ−1(wj)
zi èíà÷å.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå
ϕ : ZK1

→ ZK2
.

Èòàê, ñîîòâåòñòâèå K 7→ ZK çàäà¼ò ôóíêòîð èç
êàòåãîðèè ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ è îòîá-
ðàæåíèé â êàòåãîðèþ ïðîñòðàíñòâ ñ äåéñòâèåì
òîðà è ýêâèâàðèàíòíûõ îòîáðàæåíèé.
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Áèãðàäóèðîâàííîå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå D2:
'

&

$

%

u1T
D

êëåòêè

[1]

[T ]

[D]





îáðàçóþùèå
êëåòî÷íûõ
öåïåé

Ââåäåì áèñòåïåíü (bdg) îáðàçóþùèõ êàê
bdg[1] = (0,0), bdg[T ] = (−1,2), bdg[D] = (0,2);

∂[1] = 0, ∂[T ] = 0, ∂[D] = [T ].

Òîãäà

C∗((D2)m; ∂) =
m⊗

i=1

C∗(D2; ∂),

è ZK ⊂ (D2)m ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì ïîäêîìïëåê-
ñîì!

Èòàê, îïðåäåëåíû êëåòî÷íûå öåïè C∗(ZK).

Ôóíêòîð K 7→ ZK èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì èç
ñòàíäàðòíîãî êîìïëåêñà ñèìïëèöèàëüíûõ öåïåé
K â áèãðàäóèðîâàííûé êîìïëåêñ êëåòî÷íûõ öå-
ïåé ZK.
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5. Àëãåáðû êëåòî÷íûõ êîöåïåé.

Îòîáðàæåíèå ∆̃: D2 → D2×D2, çàäàâàåìîå êàê

ρeiϕ 7→




(
1 + ρ(e2iϕ − 1),1

)
ïðè ϕ ∈ [0, π],

(
1,1 + ρ(e2iϕ − 1)

)
ïðè ϕ ∈ [π,2π),

ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì êëåòî÷íûì îòîáðàæåíèåì,
ïåðåâîäÿùèì ∂D2 â ∂D2 × ∂D2, è ãîìîòîïíûì
äèàãîíàëè ∆: D2 → D2×D2 â êëàññå òàêèõ îòîá-
ðàæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì êàíîíè÷å-
ñêóþ êëåòî÷íóþ äèàãîíàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ

∆̃: ZK → ZK ×ZK.

Òåîð. 10 Áèãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà êëåòî÷-
íûõ êîöåïåé C∗(ZK;R) èìååò âèä

C∗(ZK;R) = Λ[u1, . . . , um]⊗R[K]
/
(uivi = v2

i = 0),

ãäå ui = [Ti]
∗, vi = [Di]

∗ � äâîéñòâåííûå îáðà-
çóþùèå êëåòî÷íûõ êîöåïåé áèñòåïåíè (−1,2) è
(0,2) ñîîòâåòñòâåííî.
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6. Êîãîìîëîãèè òîðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîð. 11 Èìååò ìåñòî èçîìîðôèì áèãðàäóèðî-
âàííûõ àëãåáð

H∗(ZK;Z) ∼= Tor∗,∗Z[v1,...,vm](Z[K],Z)
∼= H

[
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K]; d

]
,

ãäå dui = vi, dvi = 0. Â ÷àñòíîñòè,
Hp(ZK) ∼=

∑

−i+2j=p

Tor−i,2j
Z[v1,...,vm](Z[K],Z).

Äâà ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà:

à) Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Ýéëåíáåðãà�Ìóðà ðàññëîåíèÿ

ZK −→ ETm
y

y
DJ(K) −→ BTm

.

Ýòî äà¼ò Tor-÷àñòü îòâåòà.

á) Èñïîëüçóåì ïðåäûäóùèå âû÷èñëåíèÿ ñ êëå-
òî÷íûìè êîöåïÿìè (ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
(uivi, v

2
i ; i = 1, . . . , m) � àöèêëè÷íûé èäåàë).

à) è á) ñâÿçàíû ïðè ïîìîùè êîìïëåêñà Êîøóëÿ!
14



Ïðèì. 12 1. K = ∂∆m−1. Òîãäà
Z[K] = Z[v1, . . . , vm]/(v1 · · · vm).

Ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ZK = S2m−1 ïðåäñòàâ-
ëåí êîöèêëîì áèñòåïåíè (−1,2m):

u1v2v3 · · · vm ∈ Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K].

2. Ïóñòü K � ãðàíèöà 5-óãîëüíèêà. Òîãäà
Z[K] = Z[v1, . . . , v5]/(v1v3, v2v4, v3v5, v4v1, v5v2).

H3(ZK) = H−1,4(ZK) èìååò 5 îáðàçóþùèõ
uivi+2 ∈ Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], i = 1, . . . ,5.

H4(ZK) = H−2,6(ZK) èìååò 5 îáðàçóþùèõ
uiui+1vi+3, i = 1, . . . ,5.

H7(ZK) = H−3,10(ZK) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì
u1u2u3v4v5. Èòàê, ZK åñòü 7-ìåðíîå ìíîãîîáðà-
çèå ñ âåêòîðîì Áåòòè

(1,0,0,5,5,0,0,1).

Àíàëîãè÷íî, åñëè K � ãðàíèöà m-óãîëüíèêà, òî
dimH∗(ZK) = (m− 4)2m−2 + 4.
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3. Ïóñòü K = {v1, . . . , vm} (m òî÷åê). Òîãäà

Z[K] = Z[v1, . . . , vm]/(vivj, i 6= j).

Êîöèêëû â Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K] èìåþò âèä

vi1ui2ui3 · · ·uik, k > 2 è ip 6= iq ïðè p 6= q.

Êîãðàíèöû:
d(ui1 · · ·uik).

Ñëåäîâàòåëüíî,

dimH0
(
U(K)

)
= 1,

dimH1
(
U(K)

)
= H2

(
U(K)

)
= 0,

dimHk+1
(
U(K)

)
= m

(
m−1
k−1

)
−

(
m
k

)
= (k − 1)

(
m
k

)
,

2 6 k 6 m,

è óìíîæåíèå â êîãîìîëîãèÿõ òðèâèàëüíî.
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7. Êîìáèíàòîðíàÿ ãîìîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà.

Ïóñòü ω = {vi1, . . . , vik} ⊆ V è Kω � ïîëíûé ïîä-
êîìïëåêñ â K. Òîãäà èìååì êàíîíè÷åñêóþ ðå-
òðàêöèþ

ZKω

i
↪→ ZK

p−→ ZKω,

ãäå âëîæåíèå i èíäóöèðîâàíî âëîæåíèåì Kω ⊆
K, à p � ïðîåêöèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ îòîáðàæå-
íèåì coneK → coneKω, ïåðåâîäÿùèì ëèøíèå
âåðøèíû â âåðøèíó êîíóñà.

Áîëåå òîãî, äëÿ äàííîãî ïîäêîìïëåêñà L ⊆ K

ïîäêîìïëåêñ ZL ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ZK òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà L � ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ.

C∗,∗(ZK) =
⊕

ω⊆V

C∗,2ω(ZK) (ìóëüòèãðàäóèðîâêà),

ãäå C∗,2ω(ZK) ïîðîæäàåòñÿ ìîíîìàìè uω\σvσ,
σ ⊆ ω, σ ∈ K. Òîãäà

H−i,2j(ZK) =
⊕

ω⊆V : |ω|=j

H−i,2ω(ZK),

ãäå H−i,2ω(ZK) = H[C−i,2ω(ZK)].
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Îïðåäåëèì äæîéí êîìïëåêñîâ K1 íà V è K2 íà
W êàê ñëåäóþùèé êîìïëåêñ íà V tW :

K1∗K2 = {ω ⊆ V tW : ω = σ1∪σ2, σ1 ∈ K1, σ2 ∈ K2}.

Ââåäåì óìíîæåíèå íà
⊕

p>−1
ω⊆V

H̃p(Kω)

(ãäå H̃−1(∅) = Z).

Ïóñòü a ∈ H̃p(Kω1), b ∈ H̃q(Kω2).

Äîïóñòèì ω1 ∩ ω2 = ∅. Òîãäà èìååì
i : Kω1tω2 = Kω1 tKω2 ↪→ Kω1 ∗Kω2,

f : C̃p(Kω1)⊗ C̃q(Kω2)
∼=−→ C̃p+q+1(Kω1 ∗Kω2).

Òåïåðü îïðåäåëèì

a·b =





0, åñëè ω1 ∩ ω2 6= ∅,

i∗f(a⊗ b) ∈ H̃p+q+1(Kω1tω2), ω1 ∩ ω2 = ∅.

18



Òåîð. 13 (Áàñêàêîâ, 2003) Äëÿ âñåõ p è ω ⊆ V

èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû

H̃p(Kω)
∼=−→ Hp+1−|ω|,2ω(ZK),

èíäóöèðóþùèå èçîìîðôèçì êîëåö

γ :
⊕

p>−1
ω⊆V

H̃p(Kω)
∼=−→ H∗,∗(ZK).

Ñë. 14

H−i,2j(ZK) =
⊕

ω⊆V : |ω|=j

H̃j−i−1(Kω).

Ñë. 15 (Õîõñòåð, 1975)

Tor−i,∗
k[v1,...,vm](k[K],k) ∼=

⊕

ω⊆V

H̃ |ω|−i−1(Kω;k).

(àääèòèâíî è ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå).
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8. Ïðîèçâåäåíèÿ Ìàññè è ôîðìàëüíîñòü.

Äëÿ σ ∈ K çâåçäíîå ïîäðàçáèåíèå K â σ åñòü
K̂ = ζσ(K) =

(
K \ starK σ

)
∪

(
cone ∂ starK σ

)
.

Ïóñòü Ki � òðèàíãóëÿöèÿ ñôåðû Sni−1 ñ |Vi| = mi
âåðøèíàìè, i = 1,2,3.

Ïîëîæèì m = m1 + m2 + m3, n = n1 + n2 + n3,

Kn−1 = K
n1−1
1 ∗K

n2−1
2 ∗K

n3−1
3 ,

ZK = ZK1
×ZK2

×ZK3
.

Âûáåðåì ìàêñèìàëüíûå ñèìïëåêñû
σ1 ∈ K1, σ′2, σ′′2 ∈ K2, σ′2 ∩ σ′′2 = ∅, σ3 ∈ K3.

Ïîëîæèì ̂̂
K = ζσ1∪σ′2

(
ζσ′′2∪σ3

(K)
)
. Òîãäà ̂̂

K � òðè-
àíãóëÿöèÿ ñôåðû Sn−1 ñ m + 2 âåðøèíàìè.

Ðàññìîòðèì îáðàçóþùèå
ai ∈ H̃ni−1(

̂̂
KVi

),

è ïîëîæèì
bi = γ(ai) ∈ Hni−mi,2mi(Z ̂̂

K
) ⊂ Hmi+ni(Z ̂̂

K
).
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Òîãäà

a1a2 ∈ H̃n1+n2−1
(̂̂
KV1tV2

)

∼= H̃n1+n2−1(Sn1+n2−1 \ pt) = 0,

b1b2 = γ(a1a2) = 0.

Àíàëîãè÷íî, b2b3 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëå-
íî ïðîèçâåäåíèå Ìàññè 〈b1, b2, b3〉 ∈ Hm+n−1(Z ̂̂

K
).

Òåîð. 16 Â êîãîìîëîãèÿõ (m + n + 2)-ìåðíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ Z ̂̂

K
èìåþòñÿ íåòðèâèàëüíûå ïðî-

èçâåäåíèÿ Ìàññè (íàïð., 〈b1, b2, b3〉).

Ñë. 17 Ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî íåôîðìàëüíûõ 2-
ñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Äâîéñòâåííûé êëàññ ãîìîëîãèé D〈b1, b2, b3〉 ∈
H3(Z ̂̂

K
) ïðåäñòàëåí âëîæåíèåì S3 ⊂ Z ̂̂

K
ñîîò-

âåòñòâóþùèì äâóì âåðøèíàì, äîáàâëåííûì ê
K = K1 ∗K2 ∗K3 ïðè çâ¼çäíûõ ïîäðàçáèåíèÿõ.
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9. Ãèïîòåçà î òîðè÷åñêîì ðàíãå.

Äåéñòâèå T k íà X íàçûâàåòñÿ ïîëóñâîáîäíûì,
åñëè âñå ñòàöèîíàðíûå ïîäãðóïïû êîíå÷íû. Òî-
ðè÷åñêèé ðàíã ïðîñòðàíñòâà X (îáîçíà÷àåòñÿ
trk(X)) åñòü íàèáîëüøåå k, äëÿ êîòîðîãî ñóùå-
ñòâóåò ïîëóñâîáîäíîå äåéñòâèå òîðà T k íà X.

Ïðåäë. 18 Åñëè K � (n − 1)-ìåðíûé êîìïëåêñ
íà m âåðøèíàõ, òî trkZK > m− n.

Â 1985 Ñ. Ãàëüïåðèí ñôîðìóëèðîâàë ãèïîòåçó:

dimH∗(X;Q) > 2trk(X)

äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî X.

Ñë. 19 Åñëè ãèïîòåçà î òîðè÷åñêîì ðàíãå âåð-
íî, òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

dim
⊕

ω⊆[m]

H̃∗(Kω;Q) > 2m−n.

Ïðèì. 20 K� ãðàíèöà m-óãîëüíèêà. Òîãäà

dimH∗(ZK) = (m− 4)2m−2 + 4 > 2m−2.
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