
Торусна топологиjа

Тарас Панов

Московски Државни Универзитет

заjеднички рад са Виктором

Бухштабером и осталим члановима

наше групе из алгебарске топологиjе на

Московском Државном Универзитету

1



План

1. Триjангулациjе и прстенови грана.

2. Комплекси момента-угла.

3. Други важни торусни простори.

4. Од комбинаторне до торусне топологиjе.

5. Алгебре ћелиjских коланаца.

6. Кохомологиjе торусних простора.

7. Комбинаторна хомолошка алгебра.

8. Массиjеви производи и формалност.

9. Хипотеза о торусном рангу.

2



1. Симплициjални комплекси и прстенови
грана.

K – симплициjални комплекс над V = {v1, . . . , vm}.

σ ∈ K – симплекс.

R[v1, . . . , vm] – алгебра полинома на V са кое-
фициjентима у R, deg vi = 2. За сваки подскуп
ω ⊆ V нека jе vω :=

∏
i∈ω vi. Стенли–Раjснерова

алгебра (или прст грана) за K jе

R[K] := R[v1, . . . , vm]/(vω : ω /∈ K).

Прим. 1
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4 5K:

R[K] = R[v1, . . . , v5]/(v1v5, v3v4, v1v2v3, v2v4v5).
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2. Комплекси момента-угла.

D2 ⊂ C – jединични диск.

Bω := {(z1, . . . , zm) ∈ (D2)m : |zi| = 1 за vi /∈ ω}.

Комплекс момента-угла

ZK :=
∪
σ∈K

Bσ ⊂ (D2)m.

Твр. 2 ZK jе простор са деjством тора Tm, чиjи
количник jе coneK′:

ZK −→ (D2)my y
coneK′ −→ Im

,

где jе K′ барицентрична потподела K,

σ = {vi1, . . . , vik} 7→ eσ = (ε1, . . . , εm),

где jе εi = 0 ако vi ∈ σ и εi = 1 ако vi /∈ σ.

∅ 7→ e∅ = (1, . . . ,1).
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Прим. 3 Улагање coneK′ ↪→ Im:
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K = 3 тачке
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K = ∂∆2

Твр. 4 а) Нека jе |K| ∼= Sn−1 (триjангулaциjа
сфере са m темена). Тада jе ZK многострукост
димензиjе (m+ n);

б) Нека jе K триjангулисана многострукост.
Тада jе ZK \ Z∅ отворена многострукост, где
jе Z∅ = Tm.

Прим. 5 Z∂∆n ∼= S2n+1. За n = 1,

S3 = D2 × S1 ∪ S1 ×D2 ⊂ D2 ×D2.
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3. Други важни торусни простори.

а) Изворна конструкциjа Девиса–Jанушкиjевића.

ZK ∼= Tm × | coneK|
/
∼,

где jе релациjа еквиваленциjе ∼ дефинисана по-
моћу дуалне ћелиjске декомпозициjе од |K|:

Хипергране од |K| су облика

Fi := starK′ vi.

За дато x ∈ | coneK| ставимо

T (x) := {(t1, . . . , tm) ∈ Tm : ti = 1 если x /∈ Fi}.

Тада се релациjа ∼ дефинише са

(t, x) ∼ (s, x) ако t−1s ∈ T (x).

Важан специjалан случаj:
coneK = Pn – прост конвексан политоп.
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б) ZK као хомотопски слоj.

Простор Девис Jанушкиjевић -а добиjа се Боре-
ловом конструкциjом:

DJ(K) := ETm ×Tm ZK = ETm ×ZK/∼,

где jе (e, z) ∼ (et−1, tz).

Твр. 6 Постоjи канонска хомотопска еквива-
лентност

DJ(K)
≃−→

∪
σ∈K

BTσ ⊆ BTm = (CP∞)m.

тако се DJ(K) може посматрати као канонски
ћелиjски подкомплекс у производу (CP∞)m.

Послед. 7 а) ZK ≃ hofibre
( ∪
σ∈K

BTσ ↪→ BTm
)
;

б) H∗(DJ(K);R) ∼= H∗
Tm(ZK;R) ∼= R[K].
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в) Комплементи аранжмана потпростора.

Координатни потпростор у Cm дат jе са

Lω = {(z1, . . . , zm) ∈ Cm : zi1 = · · · = zik = 0},
где jе ω = {i1, . . . , ik}. Аранжмани координатних
потпростора параметризуjу се симплициjалним
комплексима K са m темена. Тада jе

U(K) = Cm \
∪
σ/∈K

Lσ

комплемент аранжмана.

Твр. 8 Постоjи Tm-еквивариjантна деформаци-
она ретракциjа

U(K)
≃−→ ZK.

Доказ. Имамо

U(K) =
∪
σ∈K

Uσ, ZK =
∪
σ∈K

Bσ,

где

Uσ := {(z1, . . . , zm) ∈ Cm : zi ̸= 0 for i /∈ σ}.
Тада постоjе хомотопске еквиваленциjе

Cσ × (C \ 0)V \σ ∼= Uσ
≃−→ Bσ

∼= (D2)σ × (S1)V \σ.
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Прим. 9 1. K = ∂∆m−1. Тада jе U(K) = Cm \0.

2. Нека jе K = {v1, . . . , vm} (m тачака). Тада jе

U(K) = Cm \
∪

16i<j6m
{zi = zj = 0},

комплемент скупа свих координатних равни
кодимензиjе 2.

3. Уопштено, ако jе K i-скелет од ∆m−1, то jе
U(K) комплемент скупа свих координатних
равни кодимензиjе (i+2).
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г) (Квази)торусне многострукости.

Дефинишимо s = s(K) као максималну димен-
зиjу торуса

T s ⊂ Tm,

коjи делуjе слободно на ZK.

Оваj броj s(K) jе комбинаторна инварианта
за K. Имамо

1 6 s(K) 6 m− n.

Нека jе K симплициjална потподела са m теме-
на сфере Sn−1 (напр., граница симплициjалног
политопа), и претпоставимо да jе s(K) = m− n.
Тада се количник

M2n := ZK/Tm−n

назива квазиторусна многострукост.

Сви компактни несингуларни торусни вариjете-
ти су квазиторусне многострукости. Колични-
ци од ZK по полуслободним торусним деjствима
даjу торусне орбифолде.
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4. Од комбинаторне до торусне топологиjе.

Нека су K1, K2 симплициjални комплекси над

V = {v1, . . . , vm1} и W = {w1, . . . , wm2}
редом. Симплициjално пресликавање φ : K1 →
K2 jе индуковано пресликавањем скупова теме-
на φ : V →W таквим да jе

φ(σ) ∈ K2 за све σ ∈ K1.

Такво φ индукуjе пресликавање

ψ : (D2)m1 → (D2)m2,

(z1, . . . , zm1) 7→ (y1, . . . , ym2)

где jе

yj =


1 ако φ−1(wj) = ∅,∏
vi∈φ−1(wj)

zi иначе.

Оно се рестрикуjе на пресликавање

φ : ZK1
→ ZK2

.

На таj начин кореспонденциjа K 7→ ZK даjе
функтор из категориjе симплициjалних комплек-
са и пресликавања у категориjу простора са то-
русним деjствима и еквивариjантним преслика-
вањима.
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Биградуисана ћелиjска декомпозициjа од D2:
'

&

$

%

u1T
D

ћелиjе

[1]

[T ]

[D]


генератори
ћелиjских
ланаца

Дефинишимо бистепен (bdg) генератора са

bdg[1] = (0,0), bdg[T ] = (−1,2), bdg[D] = (0,2);

∂[1] = 0, ∂[T ] = 0, ∂[D] = [T ].

Тада

C∗((D2)m; ∂) =
m⊗
i=1

C∗(D2; ∂),

и ZK ⊂ (D2)m jе ћелиjски подкомплекс!

На таj начин су дефинисани ћелиjски ланци
C∗(ZK).

Функтор K 7→ ZK индукуjе хомоморфизам из-
међу стандартног симплициjалног комплекса за
K и биградуисаног ћелиjског ланчастог ком-
плекса за ZK.
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5. Алгебре ћелиjске коланаца.

Пресликавање ∆̃: D2 → D2 ×D2, дато са

ρeiφ 7→


(
1+ ρ(e2iφ − 1),1

)
за φ ∈ [0, π],(

1,1+ ρ(e2iφ − 1)
)

за φ ∈ [π,2π),

jе ћелиjске пресликавање коjе слика ∂D2 у ∂D2×
∂D2 и хомотопно диjагонали ∆: D2 → D2 × D2

у класи таквих пресликавањ. Тако добиjамо ка-
нонску ћелиjску диjагоналну апроксимациjу

∆̃: ZK → ZK ×ZK.

Теор. 10 Биградуисана ћелиjска ланчаста ал-
гебра C∗(ZK;R) дата jе са

C∗(ZK;R) = Λ[u1, . . . , um]⊗R[K]
/
(uivi = v2i = 0),

где су ui = [Ti]
∗, vi = [Di]

∗ дуални ћелиjским
генераторима бистепена (−1,2) и (0,2) редом.
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6. Кохомологиjе торусних простора.

Теор. 11 Постоjи изоморфизам биградуисаних
алгебри

H∗(ZK;Z) ∼= Tor∗,∗Z[v1,...,vm](Z[K],Z)
∼= H

[
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K]; d

]
,

где jе dui = vi, dvi = 0. Специjално,

Hp(ZK) ∼=
∑

−i+2j=p

Tor−i,2jZ[v1,...,vm](Z[K],Z).

Два начина доказа:
а) Применимо спектрални низ Еjленберга–Мура
на раслоjење

ZK −→ ETmy y
DJ(K) −→ BTm

.

То даjе Tor-део одговора.

б) Применимо претходна израчунавања са ће-
лиjским коланцима (приметимо да jе
(uivi, v

2
i ; i = 1, . . . ,m) – ациклични идеал).

а) и б) су повезани преко Кошулевог (Koszul)
комплекса!
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Прим. 12 1. K = ∂∆m−1. Тада jе

Z[K] = Z[v1, . . . , vm]/(v1 · · · vm).

Фундаментална класа за ZK = S2m−1 jе пред-
стављена следећим коциклом бистепена (−1,2m):

u1v2v3 · · · vm ∈ Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K].

2. Нека jе K граница пентагона. Тада jе

Z[K] = Z[v1, . . . , v5]/(v1v3, v2v4, v3v5, v4v1, v5v2).
H3(ZK) = H−1,4(ZK) има 5 генератора

uivi+2 ∈ Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], i = 1, . . . ,5.

H4(ZK) = H−2,6(ZK) има 5 генератора

uiui+1vi+3, i = 1, . . . ,5.

H7(ZK) = H−3,10(ZK) генерисана jе са u1u2u3v4v5.
Значи ZK jе 7-димензиона многострукост са Бе-
ти вектором

(1,0,0,5,5,0,0,1).

Слични израчунавања показуjу да ако jе K гра-
ница m-тагона, тада jе

dimH∗(ZK) = (m− 4)2m−2 +4.
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3. Нека jе K = {v1, . . . , vm} (m тачака). Тада jе

Z[K] = Z[v1, . . . , vm]/(vivj, i ̸= j).

Коциклови у Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K] су облика

vi1ui2ui3 · · ·uik, k > 2 и ip ̸= iq за p ̸= q.

Когранице су:

d(ui1 · · ·uik).

Зато jе

dimH0
(
U(K)

)
= 1,

dimH1
(
U(K)

)
= H2

(
U(K)

)
= 0,

dimHk+1
(
U(K)

)
= m

(
m−1
k−1

)
−

(
m
k

)
= (k − 1)

(
m
k

)
,

2 6 k 6 m,

и производ у кохомологиjама jе тривиjалан.
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7. Комбинаторна хомолошка алгебра.

Нека jе ω = {vi1, . . . , vik} ⊆ V и Kω jе комплетни
подкомплекс у K. Тада постоjи канонска ретрак-
циjа

ZKω
i
↪→ ZK

p−→ ZKω,

где jе i индуковано улагањем Kω ⊆ K и p jе
проjекциjа индукована контракциjом coneK →
coneKω коjа остала темена слика у врх конуса.

Шта више, ако jе дат подкомплекс L ⊆ K, под-
комплекс ZL jе ретракт од ZK ако и само ако jе
L комплетан.

C∗,∗(ZK) =
⊕
ω⊆V

C∗,2ω(ZK) (мултиградуисање),

где jе C∗,2ω(ZK) генерисан са uω\σvσ, σ ⊆ ω,
σ ∈ K. Тада jе

H−i,2j(ZK) =
⊕

ω⊆V : |ω|=j
H−i,2ω(ZK),

где jе H−i,2ω(ZK) = H[C−i,2ω(ZK)].
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За дате симплициjалне комплексе K1 над V и K2

над W дефинишимо њихов джоjн као следећи
комплекс над V ⊔W :

K1∗K2 = {ω ⊆ V ⊔W : ω = σ1∪σ2, σ1 ∈ K1, σ2 ∈ K2}.

Уводимо множење на⊕
p>−1
ω⊆V

H̃p(Kω)

(овде jе H̃−1(∅) = Z).

Узмимо a ∈ H̃p(Kω1), b ∈ H̃q(Kω2).

Претпоставимо ω1 ∩ ω2 = ∅. Тада имамо

i : Kω1⊔ω2 = Kω1 ⊔Kω2 ↪→ Kω1 ∗Kω2,

f : C̃p(Kω1)⊗ C̃q(Kω2)
∼=−→ C̃p+q+1(Kω1 ∗Kω2).

Сада дефинишимо

a·b =

 0, ако ω1 ∩ ω2 ̸= ∅,

i∗f(a⊗ b) ∈ H̃p+q+1(Kω1⊔ω2), ω1 ∩ ω2 = ∅.
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Теор. 13 (Баскаков, 2003) За све p и све
ω ⊆ V постоjе изоморфизми

H̃p(Kω)
∼=−→ Hp+1−|ω|,2ω(ZK),

коjи индукуjу изоморфизам прстенова

γ :
⊕
p>−1
ω⊆V

H̃p(Kω)
∼=−→ H∗,∗(ZK).

Послед. 14

H−i,2j(ZK) =
⊕

ω⊆V : |ω|=j
H̃j−i−1(Kω).

Послед. 15 (Хохстер, 1975)

Tor−i,∗k[v1,...,vm](k[K],k) ∼=
⊕
ω⊆V

H̃ |ω|−i−1(Kω;k).

(адитивно и са коефициjентима у пољу).
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8. Массиjеви производи и формалност.

За дато σ ∈ K, звездаста потподела за K у σ jе

K̂ = ζσ(K) =
(
K \ starK σ

)
∪

(
cone ∂ starK σ

)
.

Нека jе Ki – триjангулациjа сфере Sni−1 са |Vi| =
mi темена, i = 1,2,3.

Ставимо m = m1 +m2 +m3, n = n1 + n2 + n3,

Kn−1 = K
n1−1
1 ∗Kn2−1

2 ∗Kn3−1
3 ,

ZK = ZK1
×ZK2

×ZK3
.

Изаберимо максималне симплексе

σ1 ∈ K1, σ′2, σ
′′
2 ∈ K2, σ

′
2 ∩ σ′′2 = ∅, σ3 ∈ K3.

Ставимо ̂̂
K = ζσ1∪σ′2

(
ζσ′′2∪σ3

(K)
)
. Тада jе ̂̂

K

триjангулациja сферe Sn−1 са m+2 темена.

Размотримо генераторе

ai ∈ H̃ni−1(
̂̂
KVi),

и поставимо

bi = γ(ai) ∈ Hni−mi,2mi(Z ̂̂
K
) ⊂ Hmi+ni(Z ̂̂

K
).
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Тада jе

a1a2 ∈ H̃n1+n2−1
(̂̂
KV1⊔V2

)
∼= H̃n1+n2−1(Sn1+n2−1 \ pt) = 0,

b1b2 = γ(a1a2) = 0.

Слично, b2b3 = 0. Значи Массиjев производ
⟨b1, b2, b3⟩ ∈ Hm+n−1(Z ̂̂

K
) jе дефинисан.

Теор. 16 Кохомологиjе (m+n+2)-димензионе
многострукости Z ̂̂

K
имаjу нетривиjалне Массиjе-

ве производе (напр., ⟨b1, b2, b3⟩).

Послед. 17 Добиjамо фамилиjу неформалних
2-повезаних многострукости.

Дуална хомолошка класа D⟨b1, b2, b3⟩ ∈ H3(Z ̂̂
K
)

представљена jе улагањем S3 ⊂ Z ̂̂
K
, коjе одго-

вара пару темена додатих у K = K1∗K2∗K3 при
звездастоj потподели.
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9. Хипотеза о торусном рангу.

T k-деjство на простору X jе полуслободно уко-
лико су све изотропне подгрупе коначне.
Торусни ранг за X (коjи означавамо са trk(X))
jе наjвеће k за коjе постоjи полуслободно T k-
деjствиjе на X.

Твр. 18 Ако jе K (n− 1)-димензиони комплекс
над m темена, тада jе trkZK > m− n.

С. Халперин jе 1985 поставио хипотезу да jе

dimH∗(X;Q) > 2trk(X)

за сваки коначно-димензиони простор X.

Послед. 19 Претпостављаjући да jе хипотеза
о торусном рангу тачна, долазимо до следеће
неjеднакости:

dim
⊕

ω⊆[m]

H̃∗(Kω;Q) > 2m−n.

Прим. 20 Нека jе K граница m-тагона. Тада jе

dimH∗(ZK) = (m− 4)2m−2 +4 > 2m−2.
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