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Дано доказательство изоморфизма алгебры целочисленных когомологий момент-угол ком-
плекса ZK [3] и Tor-алгебры кольца граней симплициального комплекса K. В основе его лежит
построение клеточной аппроксимации диагонального отображения ∆: ZK → ZK × ZK . В кле-
точных коцепях отсутствует функториальное ассоциативное умножение, так как в общем случае
нельзя выбрать соответствующую клеточную аппроксимацию диагонали. Конструкция момент-
угол комплекса является функтором из категории симплициальных комплексов в категорию
пространств с действием тора. Мы показываем, что в данном специальном случае предлагаемая
клеточная аппроксимация диагонали ассоциативна и функториальна относительно отображений
момент-угол комплексов, индуцированных симплициальными отображениями. Кольцом граней
комплекса K на множестве вершин [m] = {1, . . . , m} называется градуированное факторкольцо
Z[K] = Z[v1, . . . , vm]/(vω : ω /∈ K) с deg vi = 2 и vω = vi1 · · · vik , где ω = {i1, . . . , ik} ⊆ [m]. Пусть
BT m – классифицирующее пространство для m-мерного тора со стандартным клеточным раз-
биением. Вводится клеточный подкомплекс DJ (K) :=

⋃
σ∈K BT σ ⊆ BT m, где BT σ = {x =

(x1, . . . , xm) ∈ BT m : xi = pt при i /∈ σ}. Используя данную клеточную структуру доказывается
изоморфизм колец H∗(DJ (K)) ∼= Z[K] (см. [2, Лемма 2.8]).

Пусть D2 ⊂ C – единичный диск; положим Bω := {(z1, . . . , zm) ∈ (D2)m : |zj | = 1 при j /∈ ω}.
Момент-угол комплексом называется T m-инвариантное подпространство

ZK :=
⋃

σ∈K

Bσ ⊆ (D2)m.

Как показано в [3, Ch. 6], пространства DJ (K) и ZK гомотопически эквивалентны простран-
ствам, введённым в [4], что объясняет наши обозначения. Момент-угол комплексы ZK дают важ-
ный класс действий тора. Пространство ZK является гомотопическим слоем вложения DJ (K) ↪→
BT m; оно возникает также как поверхность уровня отображения моментов при построении то-
рических многообразий на основе симплектической редукции и как дополнение конфигурации
координатных подпространств, определяемой комплексом K, см. [3, §8.2].

Теорема 1. Имеет место функториальный по K изоморфизм алгебр

H∗(ZK ;Z) ∼= H
[
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], d

] ∼= TorZ[v1,...,vm]

(
Z[K],Z

)
,

где в центре стоит алгебра когомологий дифференциальной градуированной алгебры с deg ui =
1, deg vi = 2, dui = vi, dvi = 0.

В случае рациональных коэффициентов эта теорема была доказана в [1] применением тех-
ники спектральных последовательностей (см. также [3, Th. 7.6, Prob. 8.14]). Наш новый метод
доказательства использует построение алгебры клеточных коцепей. Недавно мы узнали, что
другое доказательство теоремы 1 было независимо получено М. Францем [5, Th. 1.2].

Доказательство теоремы 1. Мы докажем лишь первый изоморфизм, так как второй вытекает
стандартным образом из рассмотрения резольвенты Кошуля (детали см. в [3]). Введём дополни-
тельную градуировку, положив bideg ui = (−1, 2), deg vi = (0, 2), и рассмотрим факторалгебру
R∗(K) := Λ[u1, . . . , um] ⊗ Z[K]

/
(v2

i = uivi = 0, i = 1, . . . , m). Пусть % : Λ[u1, . . . , um] ⊗ Z[K] →
R∗(K) — каноническая проекция. Используя аддитивный базис из мономов вида uωvσ, где
ω ⊆ [m], σ ∈ K и ω ∩ σ = ∅ в алгебре R∗(K), зададим аддитивное вложение ι : R∗(K) →
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Λ[u1, . . . , um] ⊗ Z[K], удовлетворяющее соотношению % · ι = id. Покажем, что % индуциру-
ет изоморфизм когомологий. Для этого построим оператор коцепной гомотопии s, такой что
ds + sd = id − ι · %. В случае K = ∆m−1 (полный симплекс) алгебра Λ[u1, . . . , um] ⊗ Z[K] при-
нимает вид E = Em = Λ[u1, . . . , um] ⊗ Z[v1, . . . , vm], а алгебра R∗(∆m−1) изоморфна алгебре
R(∆0)⊗m, где R(∆0) = Λ[u] ⊗ Z[v]/(v2 = uv = 0). Непосредственно проверяется, что для m = 1
отображение s1 : E0,∗ = k[v] → E−1,∗, определённое по формуле s1(a0 + a1v + . . . + ajv

j) =
(a2v + a3v

2 + . . .+ ajv
j−1)u, является необходимой коцепной гомотопией. Далее по индукции мы

можем предположить, что для m = k − 1 оператор коцепной гомотопии sk−1 : Ek−1 → Ek−1

уже построен. Так как Ek = Ek−1 ⊗ E1, %k = %k−1 ⊗ %1 и ιk = ιk−1 ⊗ ι1, отображение
sk = sk−1 ⊗ id + ιk−1%k−1 ⊗ s1 является коцепной гомотопией между id и ιk%k. В случае про-
извольного комплекса K алгебры Λ[u1, . . . , um] ⊗ Z[K] и R∗(K) получаются дополнительной
факторизацией алгебр Em и R∗(∆m−1) по мономиальному идеалу. Оператор s выдерживает эту
факторизацию и определяет искомую коцепную гомотопию.

Рассмотрим клеточное разбиение полидиска (D2)m, при котором каждый диск D2 имеет клет-
ки 1, T и D размерностей 0, 1 и 2. Таким образом, клетки из (D2)m параметризуются словами
T ∈ {D, T, 1}m. Сопоставим каждой паре σ, ω ⊆ [m], σ∩ω = ∅ слово T (σ, ω), имеющее букву D на
позициях с номерами из σ и букву T на позициях с номерами из ω. По построению, T (σ, ω) задаёт
клетку из ZK ⊂ (D2)m тогда и только тогда, когда σ ∈ K. Комплекс клеточных коцепей C∗(ZK)
имеет аддитивный базис из коцепей вида T (σ, ω)∗. Отсюда видно, что размерности градуиро-
ванных компонент в C∗(ZK) и R∗(K) совпадают. Более того, отображение g : R∗(K) → C∗(ZK),
uωvσ 7→ T (σ, ω)∗ является изоморфизмом дифференциальных градуированных модулей и инду-
цирует аддитивный изоморфизм H[R∗(K)] ∼= H∗(ZK). Для завершения доказательства постро-
им клеточную аппроксимацию ∆̃K диагонального отображения ∆: ZK → ZK × ZK такую, что
индуцированное умножение на клеточных коцепях совпадает с умножением в алгебре R∗(K) в
силу изоморфизма g. В случае K = ∆0 имеем ZK = D2. Положим z = ρeiϕ ∈ D2 и определим
∆̃ : D2 → D2 ×D2 по формуле

∆̃(z) =

{ (
1 + ρ(e2iϕ − 1), 1

)
при ϕ ∈ [0, π],(

1, 1 + ρ(e2iϕ − 1)
)
при ϕ ∈ [π, 2π).

Легко видеть, что ∆̃ есть клеточное отображение, переводящее ∂D2 в ∂D2 × ∂D2 и гомотопное
∆ в классе таких отображений. Для соответствующего умножения в клеточных коцепях имеет
место мультипликативный изоморфизм R∗(∆0) → C∗(D2). Следовательно, для K = ∆m−1 наше
отображение ∆̃ : (D2)m → (D2)m × (D2)m задаёт мультипликативный изоморфизм:

f : R∗(∆m−1) = Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[v1, . . . , vm]
/
(v2

i = uivi = 0) −→ C∗
(
(D2)m)

.

Из конструкции комплекса ZK непосредственно вытекает, что ограничение отображения ∆̃ на
ZK даёт клеточное отображение ∆̃K : ZK → ZK ×ZK . Следовательно, имеет место мультипли-
кативное отображение q : C∗((D2)m) → C∗(ZK). Рассмотрим коммутативную диаграмму

R∗(∆m−1)
f−−−−−→ C∗

(
(D2)m

)

p

y
yq

R∗(K)
g−−−−−→ C∗(ZK).

Используя, что p, f и q – кольцевые гомоморфизмы, а p – эпиморфизм, мы получаем, что g
является кольцевым гомоморфизмом. Cледовательно, g – мультипликативный изоморфизм. ¤
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