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О когомологиях факторпространств момент-угол-комплексов

Т.Е. Панов

Мы описываем когомологии факторпространства ZK /H момент-угол-комплек-
са ZK по свободно действующему подтору H ⊂ T m путем установления изоморфизма
между H∗(ZK /H, R) и соответствующей Tor-алгеброй кольца граней R[K ] с коэффи-
циентами в произвольном коммутативном кольце R с единицей. Этот результат был
сформулирован в [2; п. 7.37] для поля R, но доказательство было недостаточно пол-
ным в случае нетривиальной группы H и конечной характеристики. Мы доказываем
вырождение соответствующей спектральной последовательности Эйленберга–Мура,
используя естественность функтора Tor по отношению к более широкому классу
“сильно гомотопически мультипликативных” отображений в категории DASH [6]. Наш
результат о вырождении не вытекает из общих результатов работ [4] и [6].

Пусть K – симплициальный комплекс на множестве [m] = {1, . . . , m}. Для сим-
плекса I = {i1, . . . , ik} ∈ K положим (D2, S1)I = {(x1, . . . , xm) ∈ (D2)m : xi ∈ S1 =
∂D2 при i /∈ I}. Момент-угол-комплексом называется полиэдральное произведение

ZK = (D2, S1)K =
⋃

I∈K

(D2, S1)I ⊂ (D2)m.

ZK является многообразием, когда K – триангулированная сфера, и имеет гладкую
структуру, когда K является границей многогранника или звездчатой сферой (т. е.
происходит из полного симплициального веера). Определим также

BT K = (CP∞, pt)K =
⋃

I∈K

BT I ⊂ BT m = (CP∞)m.

Кольцо когомологий пространства BT K (с коэффициентами в R) есть кольцо граней
комплекса K :

H∗(BT K ) ∼= R[K ] = R[v1, . . . , vm]/(vi1 · · · vik : {i1, . . . , ik} /∈ K ), deg vi = 2,

и имеется гомотопическое расслоение ZK → BT K → BT m. Более подробное изло-
жение этих конструкций можно найти в [3; гл. 4].

Тор T m действует на ZK покоординатно, и мы рассматриваем свободно действу-
ющие подторы H ⊂ T m. Многообразия ZK /H недавно привлекли внимание тем,
что они допускают комплексно-аналитические структуры (как правило, некэлеровы)
с интересной геометрией [1], [5], [7].

Мы превратим R[K ] в модуль над кольцом многочленов H∗(B(T m/H)) при помо-
щи гомоморфизма H∗(B(T m/H))→ H∗(BT m) = R[v1, . . . , vm]→ R[K ].

Теорема 1. Для любого коммутативного кольца R с единицей имеет место изо-
морфизм градуированных алгебр H∗(ZK /H; R) ∼= TorH∗(B(T m/H);R)(R[K ], R).

Доказательство. Спектральная последовательность Эйленберга–Мура расслое-
ния ZK /H → BT K → B(T m/H) имеет член E2 = TorH∗(B(T m/H))(R[K ], R) и схо-
дится к H∗(ZK /H) = TorC∗(B(T m/H))(C

∗(BT K ), R). Мы установим изоморфизм
алгебр TorH∗(B(T m/H))(R[K ], R) → TorC∗(B(T m/H))(C

∗(BT K ), R); это также влечет
вырождение спектральной последовательности.

Для тора T k рассмотрим отображение R-модулей ϕ : H∗(BT k) = (H∗(BT 1))⊗k i−→
(C∗(BT 1))⊗k ×−→ C∗(BT k), где C∗ обозначает функтор нормализованных сингуляр-
ных коцепей, а отображение i : R[v] = H∗(BT 1) → C∗(BT 1) переводит v в любую
представляющую коцепь. Отображение ϕ индуцирует изоморфизм в когомологиях.
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Заметим, что R[K ] = H∗(BT K ) = limI∈K H∗(BT I), где H∗(BT I) – кольцо много-
членов от |I| переменных, а (обратный) предел берется в категории градуированных
алгебр для диаграммы, состоящей из проекций H∗(BT I)→ H∗(BT J), соответствую-
щих вложениям J ⊂ I ∈ K [3; п. 3.5.1]. Теперь рассмотрим диаграмму

R ←− H∗(B(T m/H)) −→ lim
I∈K

H∗(BT I) = R[K ] = H∗(BT K )

∥ ⇓ ⇓
R ←− C∗(B(T m/H)) −→ lim

I∈K
C∗(BT I)

∥ ∥ ↑
R ←− C∗(B(T m/H)) −→ C∗

(
colim
I∈K

BT I
)

= C∗(BT K )

(1)

где двойные стрелки обозначают различные производные отображения ϕ и верти-
кальные стрелки индуцируют изоморфизмы в когомологиях. Если бы эта диаграм-
ма была коммутативной в категории DA дифференциальных градуированных алгебр
(т. е. состояла из мультипликативных отображений), то из стандартных результатов
о естественности Tor вытекал бы требуемый изоморфизм TorH∗(B(T m/H))(R[K ], R) ∼=
TorC∗(B(T m/H))(C

∗(BT K ), R) ∼= H∗(ZK /H). Нижняя часть в (1) – коммутативная
диаграмма в DA. Верхняя часть не является коммутативной, а двойные стрелки не
являются морфизмами в DA, так как отображение ϕ не мультипликативно. Тем не
менее функтор Tor естествен по отношению к морфизмам в категории DASH при усло-
вии, что диаграмма (1) гомотопически коммутативна в DASH (см. [6; п. 5.4]). Объек-
ты категории DASH те же, что и в DA, а морфизмами A⇒ A′ являются отображения
коалгебр BA → BA′ для бар-конструкций. Отображение ϕ и двойные стрелки в (1)
являются морфизмами в DASH (см. [6; п. 7.3]). Чтобы убедиться, что верхний пра-
вый квадрат в (1) является гомотопически коммутативным, достаточно установить
гомотопическую коммутативность диаграммы

H∗(B(T m/H)) −→ H∗(BT I) −→ H∗(BT J)
⇓ ⇓ ⇓

C∗(B(T m/H)) −→ C∗(BT I) −→ C∗(BT J)

для любого J ⊂ I ∈ K . Здесь правый квадрат коммутативен по определению отоб-
ражения ϕ, а левый квадрат гомотопически коммутативен в силу [6; п. 7.3].

Изоморфизм TorH∗(B(T m/H))(R[K ], R) → TorC∗(B(T m/H))(C
∗(BT K ), R) мульти-

пликативен, так как умножение в TorC∗(B(T m/H))(C
∗(BT K ), R) определяется через

умножение коцепей C∗(X)⊗C∗(X)→ C∗(X), являющееся морфизмом в DASH и есте-
ственное по X. Теорема доказана.

Автор благодарен М. Францу за привлечение внимания к неполноте доказатель-
ства в [2; п. 7.37] и полезные обсуждения.
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