
�¥©±²¢¨¿ ²®°  ¨ ª®¬¡¨ ²®°¨ª  ¬®£®£° ¨ª®¢�.�. �³µ¸² ¡¥°, �.�. � ®¢ �
�¢¥¤¥¨¥� ±²®¿¹ ¿ ° ¡®²  ¯®±¢¿¹¥  ° §¢¨²¨¾ ¢§ ¨¬®±¢¿§¥© ¬¥¦¤³  «£¥¡° ¨·¥±ª®© ²®¯®«®£¨¥© £« ¤ª¨µ¬®£®®¡° §¨© ¨ ª®¬¡¨ ²®°¨ª®© ¬®£®£° ¨ª®¢. �±±«¥¤®¢ ¨¿ ¢ ½²®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ¡»«¨ ±²¨¬³-«¨°®¢ » § ¤ · ¬¨, ¢®§¨ª¸¨¬¨ ¢¯¥°¢»¥ ¢ ²¥®°¨¨ ²®°¨·¥±ª¨µ ¬®£®®¡° §¨©. �¥²° «¼»¬ ¯®¿-²¨¥¬ ¤ ®© ° ¡®²» ¿¢«¿¥²±¿ ¬®£®®¡° §¨¥ ± ¤¥©±²¢¨¥¬ ª®¬¯ ª²®£® ²®° , ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ª®¬¡¨- ²®°®© ±²°³ª²³°®© ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª .�®¤ n-¬¥°»¬ ¢»¯³ª«»¬ ¬®£®£° ¨ª®¬ ¬» ¯®¨¬ ¥¬ ¯°®¨§¢®«¼®¥ ®£° ¨·¥®¥ ¬®¦¥±²¢®¢ Rn , § ¤ ¢ ¥¬®¥ ª ª ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ª®¥·®£® ·¨±«  ¯®«³¯°®±²° ±²¢. �¾¡®© ¢»¯³ª«»© ¬®£®£° -¨ª ®£° ¨·¨¢ ¥²±¿ ª®¥·»¬ ·¨±«®¬ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¥©. �»¯³ª«»© n-¬¥°»© ¬®£®£° ¨ª  §»-¢ ¥²±¿ ¯°®±²»¬, ¥±«¨ ¢ ª ¦¤®© ¥£® ¢¥°¸¨¥ ±µ®¤¨²±¿ ¢ ²®·®±²¨ n £° ¥© ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨(£¨¯¥°£° ¥©). � ª¨¬ ®¡° §®¬, £¨¯¥°¯«®±ª®±²¨, ®£° ¨·¨¢ ¾¹¨¥ ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ª,  µ®¤¿²-±¿ ¢ ®¡¹¥¬ ¯®«®¦¥¨¨. �»¯³ª«»© ¬®£®£° ¨ª ¬®¦® ² ª¦¥ ®¯°¥¤¥«¿²¼ ª ª ¢»¯³ª«³¾ ®¡®«®·ª³¬®¦¥±²¢  ²®·¥ª ¢ Rn . �°¨ ½²®¬ ¥±«¨ ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª  µ®¤¨²±¿ ¢ ®¡¹¥¬ ¯®«®¦¥¨¨, ²® ¯®-«³· ¥¬»© ¬®£®£° ¨ª  §»¢ ¥²±¿ ±¨¬¯«¨¶¨ «¼»¬, ² ª ª ª ¢±¥ ¥£® £° ¨ ¡³¤³² ±¨¬¯«¥ª± ¬¨.� ¦¤®¬³ ¯°®±²®¬³ ¬®£®£° ¨ª³ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¤¢®©±²¢¥»© ±¨¬¯«¨¶¨ «¼»© ¬®£®£° ¨ª,¨  ®¡®°®² (±¬. ®¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.3). � ±²® ¡»¢ ¥² ³¤®¡® ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ±¢®©±²¢  ¯°®±²®£® ¬®£®£° -¨ª  ¢ ²¥°¬¨ µ ¤¢®©±²¢¥®£® ¥¬³ ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®£® ¬®£®£° ¨ª ,   ² ª¦¥ ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®£®° §¡¨¥¨¿ ±´¥°», § ¤ ¢ ¥¬®£® £° ¨¶¥© ½²®£® ¤¢®©±²¢¥®£® ¬®£®£° ¨ª .� ¦¤®¬³ ¯°®±²®¬³ ¬®£®£° ¨ª³ Pn ± m £¨¯¥°£° ¿¬¨ ¬» ±² ¢¨¬ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ £« ¤ª®¥(m+n)-¬¥°®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ZP ± ª ®¨·¥±ª¨¬ ¤¥©±²¢¨¥¬ ²®°  Tm   ¥¬. �®£¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿,¨£° ¾¹¨¥ ¢ ¦³¾ °®«¼ ¢ ° §«¨·»µ  ±¯¥ª² µ ²®¯®«®£¨¨,  «£¥¡° ¨·¥±ª®© ¨ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®© £¥®-¬¥²°¨¨, ¬®£³² ¡»²¼ °¥ «¨§®¢ » ¢ ¢¨¤¥ ¬®£®®¡° §¨¿ ZP ¨«¨ ¦¥ ª ª ´ ª²®°-¬®£®®¡° §¨¿ ZP =T k¤«¿ ¥ª®²®°®© ²®°¨·¥±ª®© ¯®¤£°³¯¯» T k � Tm, ¤¥©±²¢³¾¹¥©   ZP ±¢®¡®¤®. �°¨ ½²®¬ ®ª §»¢ -¥²±¿, ·²® ° £ ²®°¨·¥±ª®© ¯®¤£°³¯¯», ª®²®° ¿ ¬®¦¥² ¤¥©±²¢®¢ ²¼ ±¢®¡®¤®   ¬®£®®¡° §¨¨ ZP ,¥ ¯°¥¢»¸ ¥² m�n. �®£®®¡° §¨¿, ª®²®°»¥ ¯®«³· ¾²±¿ ¯°¨ ´ ª²®°¨§ ¶¨¨ ZP ¯® ¤¥©±²¢¨¾ ²®° ¬ ª±¨¬ «¼® ¢®§¬®¦®£® ° £ , ¬»  §»¢ ¥¬ ª¢ §¨²®°¨·¥±ª¨¬¨, ² ª ª ª ±°¥¤¨ ¨µ ±®¤¥°¦¨²±¿¢ ¦»© ª« ±±  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ¬®£®®¡° §¨©, ¨§¢¥±²»µ ¢  «£¥¡° ¨·¥±ª®© £¥®¬¥²°¨¨ ª ª ²®°¨·¥-±ª¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿ (±¬. [6, 9]). �®·¥¥, ³ª § »¬ ¢»¸¥ ±¯®±®¡®¬ ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¢±¥ ¥®±®¡»¥¯°®¥ª²¨¢»¥ ²®°¨·¥±ª¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿; ¤ «¥¥ ¯®¤ ²®°¨·¥±ª¨¬¨ ¬®£®®¡° §¨¿¬¨ ¬» ¡³¤¥¬ ¯®¤° -§³¬¥¢ ²¼ ¨¬¥® ½²®² ª« ±±. �  ª ¦¤®¬ (ª¢ §¨)²®°¨·¥±ª®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ ¨¬¥¥²±¿ ¨¤³¶¨°®¢ ®¥¤¥©±²¢¨¥ ²®°  Tn, ¯°®±²° ±²¢®¬ ®°¡¨² ª®²®°®£® ¿¢«¿¥²±¿ ¨±µ®¤»© ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ª Pn.�³¹¥±²¢³¾² ¯°®±²»¥ ¬®£®£° ¨ª¨ P ,  ¤ ª®²®°»¬¨ ¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ®¤®£® ª¢ §¨²®°¨·¥±ª®£®�� ¡®²  ¢»¯®«¥  ¯°¨ · ±²¨·®© ´¨ ±®¢®© ¯®¤¤¥°¦ª¥ �®±±¨©±ª®£® ´®¤  ´³¤ ¬¥² «¼»µ ¨±±«¥¤®¢ ¨©(¯°®¥ª² 96-01-01404). 1



(  § ·¨², ¨ ²®°¨·¥±ª®£®) ¬®£®®¡° §¨¿, ².¥. ¥«¼§¿  ©²¨ ¨ ®¤®© ¯®¤£°³¯¯» Tm�n � Tm ° £ m�n, ¤¥©±²¢³¾¹¥© ±¢®¡®¤®   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬ ¬®£®®¡° §¨¨ ZP . �±«¨ ¦¥ ¤«¿ ¬®£®£° ¨ª Pn ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ZP ¤®¯³±ª ¥² ±¢®¡®¤®¥ ¤¥©±²¢¨¥ ²®°¨·¥±ª®© ¯®¤£°³¯¯» ° £ m�n, ²® ° §«¨·»¬ ² ª¨¬ ¯®¤£°³¯¯ ¬ ¬®£³² ±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ ° §«¨·»¥ ª¢ §¨²®°¨·¥±ª¨¥ ¬®£®-®¡° §¨¿  ¤ Pn ¨ ¥ª®²®°»¥ ¨§ ¨µ ®ª §»¢ ¾²±¿  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¬¨ ²®°¨·¥±ª¨¬¨ ¬®£®®¡° §¨¿¬¨.�¢ §¨²®°¨·¥±ª¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿ (¯®¤  §¢ ¨¥¬ \toric manifolds") ¢¯¥°¢»¥ ¯®¿¢¨«¨±¼ ¢ ° ¡®²¥ [7],£¤¥ ¡»«¨ ®¯¨± » ¬®£¨¥ ¢ ¦»¥  «£¥¡°®²®¯®«®£¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  ½²¨µ ¬®£®®¡° §¨©.� ¸ ¯®¤µ®¤ ª ¯®±²°®¥¨¾ ¬®£®®¡° §¨©, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»µ ¯°®±²»¬¨ ¬®£®£° ¨ª ¬¨, ®¯¨° ¥²±¿  ®¤³ ª®±²°³ª¶¨¾ ¨§  «£¥¡° ¨·¥±ª®© £¥®¬¥²°¨¨. �²  ª®±²°³ª¶¨¿ ¡»«  ¨±¯®«¼§®¢   ¢ ° ¡®-²¥ [2] ¤«¿ ¨§³·¥¨¿ ²®°¨·¥±ª¨µ ¬®£®®¡° §¨©. � ¨¬¥®, ª®¬¡¨ ²®° ¿ ±²°³ª²³°  ¬®£®£° ¨ª Pn ®¯°¥¤¥«¿¥² ¥ª®²®°®¥  ´´¨®¥  «£¥¡° ¨·¥±ª®¥ ¬®¦¥±²¢® U(Pn) � Cm (±¬. ®¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.7)± ¤¥©±²¢¨¥¬  «£¥¡° ¨·¥±ª®£® ²®°  (C � )m. �®¦¥±²¢® U(Pn) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¤®¯®«¥¨¥ ª ¥-ª®²®°®¬³  ¡®°³  ´´¨»µ ¯«®±ª®±²¥© ¢ Cm . �®°¨·¥±ª¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿ ¯®¿¢«¿¾²±¿, ª®£¤  ¬»¬®¦¥¬  ©²¨ ¯®¤£°³¯¯³ D � (C � )m, ¨§®¬®°´³¾ (C � )m�n, ª®²®° ¿ ¤¥©±²¢³¥²   U(Pn) ±¢®¡®¤-®. �«¾·¥¢»¬ ¬®¬¥²®¬ ¢  ¸¥¬ ¯®¤µ®¤¥ ¿¢«¿¥²±¿ ²®² ´ ª², ·²® ¢±¥£¤  ¬®¦®  ©²¨ ¯®¤£°³¯-¯³ R � (C � )m, ¨§®¬®°´³¾ (R�+ )m�n ¨ ¤¥©±²¢³¾¹³¾   U(Pn) ±¢®¡®¤®. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬®¦®®¯°¥¤¥«¨²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ´ ª²®°-¬®£®®¡° §¨¥, ª®²®°®¥ ¬» ¨  §»¢ ¥¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬, ®¯°¥-¤¥«¿¥¬»¬ ¯°®±²»¬ ¬®£®£° ¨ª®¬ Pn. �» ´¨ª±¨°³¥¬ ¤¥©±²¢¨¥ ²®°  Tm   ½²®¬ ¬®£®®¡° §¨¨,®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ±² ¤ °²»¬ ¢«®¦¥¨¥¬ Tm � Cm . �°³£®© ¯®¤µ®¤ ª ¯®±²°®¥¨¾ ¬®£®®¡° §¨©,®¯°¥¤¥«¿¥¬»µ ¯°®±²»¬¨ ¬®£®£° ¨ª ¬¨, ¡»« ¯°¥¤«®¦¥ ¢ ° ¡®²¥ [7], £¤¥ ½²¨ ¬®£®®¡° §¨¿ ¢¢®-¤¨«¨±¼ ª ª ´ ª²®°-¯°®±²° ±²¢  ZP = Tm � Pn= � ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ¥±²¥±²¢¥®£® ®²®¸¥¨¿½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ � (±¬. ®¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.6). �» ±²°®¨¬ ½ª¢¨¢ °¨ ²®¥ ¢«®¦¥¨¥ ie ² ª®£® ¬®£®-®¡° §¨¿ ¢ U(Pn) � Cm (±¬. ²¥®°¥¬³ 2.4) ¨ ¯®ª §»¢ ¥¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ¯®¤£°³¯¯» R ' (R�+ )m�n®¯¨± ®£® ¢»¸¥ ²¨¯  ª®¬¯®§¨¶¨¿ ZP ! U(Pn) ! U(Pn)=R ¢«®¦¥¨¿ ¨ ¯°®¥ª¶¨¨   ¯°®±²° -±²¢® ®°¡¨² ¿¢«¿¥²±¿ £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ²®¯®«®£¨¨ ®¡  ¯®¤µ®¤  ¤ ¾²®¤® ¨ ²® ¦¥ ¬®£®®¡° §¨¥, ª®²®°®¥ ¬» ®¡®§ · ¥¬ ZP ¨  §»¢ ¥¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»¬¯°®±²»¬ ¬®£®£° ¨ª®¬ Pn.� «¨§ ®¯¨± »µ ¢»¸¥ ª®±²°³ª¶¨© ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ®¨ «¥£ª® ®¡®¡¹ ¾²±¿   ±«³· ©, ª®-£¤  ¢¬¥±²® m-¬¥°®£® ª®¬¯«¥ª±®£® ¯°®±²° ±²¢  Cm ' (R2 )m ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¥«® ± ¯°®±²° ±²¢®¬(Rk )m. �«¿ ½²®£® ¬»   «®£¨·»¬ ®¡° §®¬ ¨§ ª®¬¡¨ ²®°®© ±²°³ª²³°» ¬®£®£° ¨ª  Pn ®¯°¥-¤¥«¿¥¬ ®²ª°»²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® U(Pn) � (Rk )m (¯®«³· ¥¬®¥ ¢»¡° ±»¢ ¨¥¬ ¨§ (Rk )m ¥ª®²®°»µ¯«®±ª®±²¥©   «®£¨·® ²®¬³, ª ª ½²® ¤¥« ¥²±¿ ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ 2.7). �  (Rk )m ¨¬¥¥²±¿ ¤¨ £® «¼®¥¤¥©±²¢¨¥ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²¨¢®© £°³¯¯» (R�+ )m, ¯®«³· ¥¬®¥ ª ª ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ m ±² ¤ °²»µ ¤¨ £®- «¼»µ ¤¥©±²¢¨© R�+   Rk . � ª ¨ ° ¥¥, ¤«¿ ½²®£® ¤¥©±²¢¨¿ ¬®¦®  ©²¨ ¯®¤£°³¯¯³ R � (R�+ )m,¨§®¬®°´³¾ (R�+ )m�n ¨ ¤¥©±²¢³¾¹³¾   U(Pn) ±¢®¡®¤®. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ´ ª²®°-¬®£®®¡° §¨¥U(Pn)=R ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ° §¬¥°®±²¼ (k� 1)m+ n. �  ½²®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ ¡³¤¥² ¤¥©±²¢®¢ ²¼ £°³¯¯ O(k)m (¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ m ª®¯¨© ®°²®£® «¼®© £°³¯¯»). �²® ¤¥©±²¢¨¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ¨§ ±² ¤ °²®£®¤¥©±²¢¨¿ O(k)m   (Rk )m. � ±«³· ¥ k = 2 ®¡±³¦¤ ¢¸¥¥±¿ ¢»¸¥ ¤¥©±²¢¨¥ ²®°  Tm | ½²® ¢ ²®·®±²¨¤¥©±²¢¨¥ ¯®¤£°³¯¯» SO(2)m � O(2)m. � ±«³· ¥ k = 1 ¬» ¤«¿ ª ¦¤®£® ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª Pn ¯®«³· ¥¬ n-¬¥°®¥ £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ Zn ± ¤¥©±²¢¨¥¬ £°³¯¯» (Z=2)m, ¯°®±²° ±²¢®¬ ®°-¡¨² ª®²®°®£® ¿¢«¿¥²±¿ Pn. �²® ¬®£®®¡° §¨¥ | ² ª  §»¢ ¥¬®¥ ³¨¢¥°± «¼®¥  ¡¥«¥¢®  ª°»²¨¥¬®£®£° ¨ª  Pn, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ª ª ®°¡¨´®«¤ �®ª±¥²¥°  ± ¯°¿¬»¬¨ ³£« ¬¨ (¨«¨, ·²® ²® ¦¥± ¬®¥, ª ª ¬®£®®¡° §¨¥ ± ¯°¿¬»¬¨ ³£« ¬¨). � «®£®¬ ª¢ §¨²®°¨·¥±ª¨µ ¬®£®®¡° §¨© ¢ ±«³· ¥k = 1 ¿¢«¿¾²±¿ ² ª  §»¢ ¥¬»¥ ¬ «»¥  ª°»²¨¿ | ¬®£®®¡° §¨¿ Mn ± ¤¥©±²¢¨¥¬ (Z=2)n ¨ ¯°®-±²° ±²¢®¬ ®°¡¨² Pn. � §¢ ¨¥ ®¡º¿±¿¥²±¿ ²¥¬, ·²® «¾¡®¥  ª°»²¨¥ Pn £« ¤ª¨¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬¤®«¦® ¨¬¥²¼ ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ 2n «¨±²®¢. �±¥ ½²¨ ¢®¯°®±», ª ± ¾¹¨¥±¿ ±«³· ¿ k = 1, ¡»«¨  -2



°¿¤³ ± ª¢ §¨²®°¨·¥±ª¨¬¨ ¬®£®®¡° §¨¿¬¨ ¯®¤°®¡® ° ±±¬®²°¥» ¢ [7]. �±®¡®£® ¨²¥°¥±  ² ª¦¥§ ±«³¦¨¢ ¥² ±«³· © k = 4, ² ª ª ª ¯°®±²° ±²¢® R4 ¬®¦¥² ¡»²¼  ¤¥«¥® ±²°³ª²³°®© ®¤®¬¥°®£®ª¢ ²¥°¨®®£® ¯°®±²° ±²¢  H . �  ¿ ° ¡®²  ¯®±¢¿¹¥  ¤¥² «¼®¬³   «¨§³ ±«³· ¿ k = 2, ¨¤ «¥¥ ¢±¥ ¯®±²°®¥¨¿ ®²®±¿²±¿ ¨¬¥® ª ½²®¬³ ±«³· ¾.�¤®© ¨§ ®±®¢»µ ¶¥«¥©  ¸¥© ° ¡®²» ¿¢«¿¥²±¿ ¨§³·¥¨¥ ¢§ ¨¬®±¢¿§¨ ¬¥¦¤³ ª®¬¡¨ ²®°®©±²°³ª²³°®© ¯°®±²»µ ¬®£®£° ¨ª®¢ ¨ ²®¯®«®£¨¥© ®¯¨± »µ ¢»¸¥ ¬®£®®¡° §¨©, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»µ½²¨¬¨ ¬®£®£° ¨ª ¬¨. � ¦¥©¸¨¬  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¬ ¨¢ °¨ ²®¬ ¯°®±²®£® (¨«¨ ¤¢®©±²¢¥®£®¥¬³ ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®£®) ¬®£®£° ¨ª  ¿¢«¿¥²±¿ ±¯¥¶¨ «¼®¥ £° ¤³¨°®¢ ®¥ ª®«¼¶® k(P ) (£¤¥ k |¯®«¥),  §»¢ ¥¬®¥ ª®«¼¶®¬ £° ¥© (¨«¨ ª®«¼¶®¬ �²¥«¨{� ©±¥° ). �²® ª®«¼¶® ¿¢«¿¥²±¿ ´ ª²®°-ª®«¼¶®¬ ª®«¼¶  ¬®£®·«¥®¢ k[v1; : : : ; vm] ¯® ¥ª®²®°®¬³ ¨¤¥ «³ (±¬. ®¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.1). �®£¤  ¬®¦-® ° ±±¬®²°¥²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ £° ¤³¨°®¢ »¥ ¬®¤³«¨ ª®£®¬®«®£¨© Tor�ik[v1;::: ;vm](k(P ); k), £¤¥i > 0. �²¨ ¬®¤³«¨ ³¦¥ ¨§³· «¨±¼ ° ¥¥,  ¯°¨¬¥°, °¿¤ °¥§³«¼² ²®¢ ®²®±¨²¥«¼® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ·¨±¥« �¥²²¨ �i(k(P )) = dimk Tor�ik[v1;::: ;vm](k(P ); k) ¯°¨¢¥¤¥ ¢ [16]. �» ¯®ª §»¢ ¥¬, ·²® ¡¨£° ¤³-¨°®¢ »© k-¬®¤³«¼ Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k) ¿¢«¿¥²±¿ ¡¨£° ¤³¨°®¢ ®© k- «£¥¡°®© ¨ ±®®²¢¥²±²¢³-¾¹ ¿ ¥© £° ¤³¨°®¢  ¿  «£¥¡°  ¨§®¬®°´   «£¥¡°¥ ª®£®¬®«®£¨© ¬®£®®¡° §¨¿ ZP . � ª¨¬ ®¡° -§®¬, ª®£®¬®«®£¨¨ ¬®£®®¡° §¨¿ ZP ¯°¨®¡°¥² ¾² ª ®¨·¥±ª³¾ ±²°³ª²³°³ ¡¨£° ¤³¨°®¢ ®©  «£¥-¡°». �°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¬» ¨±¯®«¼§³¥¬ ±¯¥ª²° «¼³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �©«¥¡¥°£ {�³° . �² ±¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼  ª²¨¢® ¯°¨¬¥¿« ±¼ ¢ ²®¯®«®£¨¨ ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ª®£®¬®«®£¨©®¤®°®¤»µ ¯°®±²° ±²¢ £°³¯¯ �¨ (±¬.,  ¯°¨¬¥°, [15]). �  ¸¥¬ ±«³· ¥ ·«¥ E2 ½²®© ±¯¥ª²° «¼-®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¥±²¼ ¢ ²®·®±²¨ Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k), ¨ ±¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¢»°®¦¤ ¥²±¿ ¢ ·«¥¥ E2. �±¯®«¼§³¿ ¯°¨ ¢»·¨±«¥¨¨ ·«¥  E2 ¢ ª ·¥±²¢¥ °¥§®«¼¢¥²» ª®¬¯«¥ª±�®¸³«¿, ¬» ¯®ª §»¢ ¥¬ ¤ «¥¥, ·²® ½²  ¡¨£° ¤³¨°®¢  ¿  «£¥¡°  ¿¢«¿¥²±¿  «£¥¡°®© ª®£®¬®«®-£¨© ¥ª®²®°®£® ¡¨£° ¤³¨°®¢ ®£® ª®¬¯«¥ª± , ²¥±® ±¢¿§ ®£® ± ª®¬¡¨ ²®°®© ±²°³ª²³°®© Pn(±¬. ²¥®°¥¬³ 4.6). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¢¥¤¥ ¿  ¬¨ ¡¨£° ¤³¨°®¢  ¿  «£¥¡°  ª®£®¬®«®£¨© ¬®-£®®¡° §¨¿ ZP ¥±¥² ¢ ±¥¡¥ ¯®«³¾ ¨´®°¬ ¶¨¾ ® ª®¬¡¨ ²®°¨ª¥ ¨±µ®¤®£® ¬®£®£° ¨ª  Pn.� · ±²®±²¨, ®ª §»¢ ¥²±¿ ·²® ¨§ ¡¨£° ¤³¨°®¢ ®© ¤¢®©±²¢¥®±²¨ �³ ª °¥ ¤«¿ ZP ¢»²¥ª ¾²¨§¢¥±²»¥ ±®®²®¸¥¨¿ �¥ {�®¬¬¥°¢¨««¿ ¤«¿ ¬®£®£° ¨ª  P . �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¡¨£° ¤³¨°®-¢ »¥ ·¨±«  �¥²²¨ ¯®§¢®«¿¾² ¢»·¨±«¨²¼ ª®«¨·¥±²¢® £° ¥© P ®¯°¥¤¥«¥®© ° §¬¥°®±²¥© (² ª §»¢ ¥¬»© f -¢¥ª²®° ¬®£®£° ¨ª ). �²¥°¥±³¾ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¾ ¢ ²¥°¬¨ µ ª®£®¬®«®£¨© ¬®-£®®¡° §¨¿ ZP ¯®«³· ¥² ¨§¢¥±² ¿ ¢¥°µ¿¿ ®¶¥ª  ¤«¿ ·¨±«  £° ¥© ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª . �»² ª¦¥ ¯°¨¢®¤¨¬ ¤°³£¨¥ ¯°®¿¢«¥¨¿ ¢§ ¨¬®±¢¿§¨ ²®¯®«®£¨¨ ¬®£®®¡° §¨© ¨ ª®¬¡¨ ²®°¨ª¨ ¬®-£®£° ¨ª®¢.�°®¬¥ ²®£®, ¢ ±¨«³  «¨·¨¿ £®¬®²®¯¨·¥±ª®© ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ZP ' U(Pn)  ¸¨ ¢»·¨±«¥¨¿ ª®-£®¬®«®£¨© ¢ ° ¢®© ±²¥¯¥¨ ®²®±¿²±¿ ¨ ª ¬®¦¥±²¢³ U(Pn), ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¥¬³ ±®¡®© ¤®¯®«¥¨¥ª ¥ª®²®°®¬³  ¡®°³  ´´¨»µ ¯«®±ª®±²¥© ¢ Cm , ®¯°¥¤¥«¿¥¬»µ ª®¬¡¨ ²®°®© ±²°³ª²³°®© ¬®-£®£° ¨ª  Pn. � ¬¥²¨¬, ·²® §¤¥±¼ ¬» ±² «ª¨¢ ¥¬±¿ ±® ±¯¥¶¨ «¼»¬ ±«³· ¥¬ ¸¨°®ª® ¨§¢¥±²®©®¡¹¥© § ¤ ·¨ ® ¢»·¨±«¥¨¨ ª®£®¬®«®£¨© ¤®¯®«¥¨© ª  ¡®°³  ´´¨»µ ¯«®±ª®±²¥©. � [10, ·. III]¡»«  ¤®ª §   ²¥®°¥¬ , ±¢®¤¿¹ ¿ ½²® ¢»·¨±«¥¨¥ ª ¢»·¨±«¥¨¾ ª®£®¬®«®£¨© ¥ª®²®°®£® ±¨¬¯«¨-¶¨ «¼®£® ª®¬¯«¥ª± . � ª²¨·¥±ª¨  ¸¨ ¢»·¨±«¥¨¿ ¯®ª §»¢ ¾², ª ª ±¯¥¶¨´¨ª   ¡®°   ´´¨»µ¯«®±ª®±²¥© ¯®§¢®«¿¥² ¯®«³·¨²¼  ¬®£® ¡®«¥¥ ¿¢®¥ ®¯¨± ¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ª®£®¬®«®£¨©.� ±±¬®²°¥»¬ §¤¥±¼ ¢®¯°®± ¬ ¡»« ¯®±¢¿¹¥ ¤®ª« ¤ ¯¥°¢®£®  ¢²®°    ¾¡¨«¥©®© ª®´¥°¥-¶¨¨ \�®«¨²®», �¥®¬¥²°¨¿ ¨ �®¯®«®£¨¿" ¢ ·¥±²¼  ¸¥£® ³·¨²¥«¿ �¥°£¥¿ �¥²°®¢¨·  �®¢¨ª®¢ .� ±²¼ °¥§³«¼² ²®¢ ½²®© ° ¡®²» ¡»«   ®±¨°®¢   ¢ [4].
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1. �±®¢»¥ ª®±²°³ª¶¨¨ ¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿1.1. �°®±²»¥ ¬®£®£° ¨ª¨ ¨ ¨µ ª®«¼¶  £° ¥©.�³±²¼ Pn | ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ª ¨ fi | ·¨±«® £° ¥© Pn ª®° §¬¥°®±²¨ (i+ 1), 0 6 i 6 n� 1.�®£¤  ¶¥«®·¨±«¥»© ¢¥ª²®° (f0; : : : ; fn�1)  §»¢ ¥²±¿ f-¢¥ª²®°®¬ Pn. �«¿ ¤ «¼¥©¸¥£® ³¤®¡®¯®«®¦¨²¼ ² ª¦¥ f�1 = 1. � °¿¤³ ± f -¢¥ª²®°®¬ ¬» ² ª¦¥ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ² ª  §»¢ ¥¬»©h-¢¥ª²®° (h0; : : : ; hn), £¤¥ hi ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿h0tn + : : :+ hn�1t+ hn = (t� 1)n + f0(t� 1)n�1 + : : :+ fn�1: (1)� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¨¬¥¥¬ hk = kXi=0(�1)k�i�n� ik � i�fi�1: (2)� «¥¥ ¬» ´¨ª±¨°³¥¬ ª®¬¬³² ²¨¢®¥ ª®«¼¶® k,  §»¢ ¥¬®¥ ®±®¢»¬ ª®«¼¶®¬. � ª®¬¡¨ ²®°®©±²°³ª²³°®© ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  Pn ±¢¿§ ® ®¯°¥¤¥«¥®¥ £° ¤³¨°®¢ ®¥ ª®«¼¶®,  §»¢ ¥¬®¥ª®«¼¶®¬ £° ¥© (¨«¨ ª®«¼¶®¬ �²¥«¨{� ©±¥° ). �¬¥®, ¯³±²¼ Pn | ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ª,F = (F1; : : : ; Fm) | ¬®¦¥±²¢® £° ¥© ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨, m = f0. �¡° §³¥¬ ª®«¼¶® ¬®£®·«¥®¢k[v1; : : : ; vm], £¤¥ vi ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ª ª ¯¥°¥¬¥»¥, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ £° ¿¬ Fi.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.1. �®«¼¶®¬ £° ¥© k(P ) ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  P  §»¢ ¥²±¿ ´ ª²®°-ª®«¼¶®k[v1; : : : ; vm]=I, £¤¥ I = (vi1 : : : vis j i1 < i2 < : : : < is; Fi1 \ Fi2 \ � � � \ Fis = ?) :�§ · «¼® (±¬.,  ¯°¨¬¥°, [16]) ª®«¼¶® £° ¥© ®¯°¥¤¥«¿«®±¼ ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® ª®¥·®£® ±¨¬-¯«¨¶¨ «¼®£® ª®¬¯«¥ª±  ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �³±²¼ K | ª®¥·»© ±¨¬¯«¨¶¨ «¼»© ª®¬¯«¥ª± ±¬®¦¥±²¢®¬ ¢¥°¸¨ fv1; : : : ; vmg. �¡° §³¥¬ ª®«¼¶® ¬®£®·«¥®¢ k[v1; : : : ; vm], £¤¥ vi ° ±±¬ ²°¨¢ -¾²±¿ ª ª ¯¥°¥¬¥»¥.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.2. �®«¼¶®¬ £° ¥© ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®£® ª®¬¯«¥ª±  K (®¡®§ · ¥²±¿ k(K))  §»¢ -¥²±¿ ´ ª²®°-ª®«¼¶® k[v1; : : : ; vm]=I, £¤¥I = (vi1 : : : vis j i1 < i2 < : : : < is; fvi1 ; : : : ; visg ¥ ¯®°®¦¤ ¾² ±¨¬¯«¥ª± K) :�³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¯¥°¥¬¥»¥ vi ¢ k[v1; : : : ; vm] ¨¬¥¾² ±²¥¯¥¼ ¤¢ ; ² ª¨¬ ®¡° §®¬ k(P ) ¨ k(K)±² ®¢¿²±¿ £° ¤³¨°®¢ »¬¨ ª®«¼¶ ¬¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.3. �«¿ «¾¡®£® ¢»¯³ª«®£® ¬®£®£° ¨ª  Pn � Rn ®¯°¥¤¥«¨¬ ¤¢®©±²¢¥»© (¨«¨¯®«¿°»©) ¬®£®£° ¨ª (Pn)� � (Rn )� ª ª(Pn)� = fx0 2 (Rn )� : hx0; xi 6 1 ¤«¿ ¢±¥µ x 2 Rng:�®¦® ¤®ª § ²¼ (±¬. [3]), ·²® ½²® ¬®¦¥±²¢® ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¿¢«¿¥²±¿ ¢»¯³ª«»¬ ¬®£®£° ¨ª®¬.� ±«³· ¥, ¥±«¨ Pn | ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ª, ¥£® ¤¢®©±²¢¥»© (Pn)� ¡³¤¥² ±¨¬¯«¨¶¨ «¼»¬, ¨£° ¨-±¨¬¯«¥ª±» (Pn)� ° §¬¥°®±²¨ i  µ®¤¿²±¿ ¢® ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± £° ¿¬¨Pn ª®° §¬¥°®±²¨ i + 1. �° ¨¶  (Pn)� § ¤ ¥² ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®¥ ° §¡¨¥¨¥ (n � 1)-¬¥°®© ±´¥°»4



Sn�1, ª®²®°®¥ ¬» ¤ «¥¥ ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ KP . �®£¤  ®¡  ®¯°¥¤¥«¥¨¿ 1.1 ¨ 1.2 ª®«¼¶  £° ¥©,®·¥¢¨¤®, ¤ ¾² ®¤® ¨ ²® ¦¥ ª®«¼¶®: k(P ) = k(KP ). �®«¼¶  £° ¥© ¯°®±²»µ ¬®£®£° ¨ª®¢ ®¡« -¤ ¾² ¢¥±¼¬  ±¯¥¶¨ «¼»¬¨  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨. �«¿ ²®£® ·²®¡» ®¯¨± ²¼ ½²¨ ±¢®©±²¢ ,¯°¨¢¥¤¥¬ ¥ª®²®°»¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨§ ª®¬¬³² ²¨¢®©  «£¥¡°».�³±²¼ ²¥¯¥°¼ k | ¯®«¥, R | £° ¤³¨°®¢  ¿  «£¥¡°   ¤ k ¨ n | ¬ ª±¨¬ «¼®¥ ·¨±«®  «-£¥¡° ¨·¥±ª¨ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ½«¥¬¥²®¢ R (½²® ·¨±«®  §»¢ ¥²±¿ ° §¬¥°®±²¼¾ �°³««¿  «£¥¡°» R ¨®¡®§ · ¥²±¿ KrullR). �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ (�1; : : : ; �k) ®¤®°®¤»µ ½«¥¬¥²®¢ R  §»¢ ¥²±¿ °¥£³-«¿°®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾, ¥±«¨ �i+1 ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¤¥«¨²¥«¥¬ ³«¿ ¢ R=(�1; : : : ; �i) ¤«¿ «¾¡®£® i(¤°³£¨¬ ±«®¢ ¬¨, ³¬®¦¥¨¥   �i+1 ¿¢«¿¥²±¿ ¬®®¬®°´¨§¬®¬ R=(�1; : : : ; �i) ¢ ±¥¡¿). �®¦® ¤®-ª § ²¼, ·²® (�1; : : : ; �k) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤  ¿¢«¿¥²±¿ °¥£³«¿°®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾, ª®£¤ �1; : : : ; �k  «£¥¡° ¨·¥±ª¨ ¥§ ¢¨±¨¬» ¨ R ¿¢«¿¥²±¿ ±¢®¡®¤»¬ ¬®¤³«¥¬  ¤ k[�1; : : : ; �k]. �¥£³«¿°-»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨  ¸«¨ ¯°¨¬¥¥¨¥ ¢ ° §«¨·»µ  ±¯¥ª² µ  «£¥¡° ¨·¥±ª®© ²®¯®«®£¨¨ (±¬., ¯°¨¬¥°, [12, 15]). �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ (�1; : : : ; �n) ®¤®°®¤»µ ½«¥¬¥²®¢ R  §»¢ ¥²±¿ ®¤®°®¤-®© ±¨±²¥¬®© ¯ ° ¬¥²°®¢, ¥±«¨ Krull (R=(�1; : : : ; �n)) = 0. �«£¥¡°  R  ¤ ¯®«¥¬ k  §»¢ ¥²±¿ «£¥¡°®© �®½ {� ª®«¥¿, ¥±«¨ ¢ R ±³¹¥±²¢³¥² °¥£³«¿° ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ (�1; : : : ; �n) ¤«¨»n = KrullR (ª®²®° ¿  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨ ¿¢«¿¥²±¿ ®¤®°®¤®© ±¨±²¥¬®© ¯ ° ¬¥²°®¢). �§ ±ª § ®£®¢»¸¥ ±«¥¤³¥², ·²® R ¿¢«¿¥²±¿  «£¥¡°®© �®½ {� ª®«¥¿ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢ R ±³¹¥±²¢³-¥² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ (�1; : : : ; �n)  «£¥¡° ¨·¥±ª¨ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ½«¥¬¥²®¢ ² ª ¿, ·²® R ¿¢«¿¥²±¿±¢®¡®¤»¬ ª®¥·®¬¥°»¬ k[�1; : : : ; �n]-¬®¤³«¥¬.�  ¸¥¬ ±«³· ¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ (±¬. [16]).�°¥¤«®¦¥¨¥ 1.4. �±«¨ Pn ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²»¬ ¬®£®£° ¨ª®¬, ²® ª®«¼¶® £° ¥© k(Pn) ¿¢«¿-¥²±¿  «£¥¡°®© �®½ {� ª®«¥¿. �� «¥¥  ¬ ¯® ¤®¡¿²±¿ ¤¢  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»µ ®¡®¡¹¥¨¿ ¯®¿²¨¿ ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª . � ª¡»«® ®²¬¥·¥® ¢® ¢¢¥¤¥¨¨, £¨¯¥°¯«®±ª®±²¨, ®£° ¨·¨¢ ¾¹¨¥ ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ª,  µ®¤¿²±¿¢ ®¡¹¥¬ ¯®«®¦¥¨¨. � · «¥ ¬» ®¯°¥¤¥«¨¬ n-¬¥°»© ¥®£° ¨·¥»© ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ª ª ª¯°®¨§¢®«¼®¥ (¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ®£° ¨·¥®¥) ¢»¯³ª«®¥ ¬®¦¥±²¢® ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ Rn , ®£° ¨·¨¢ ¥-¬®¥  ¡®°®¬ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¥©,  µ®¤¿¹¨µ±¿ ¢ ®¡¹¥¬ ¯®«®¦¥¨¨. �·¥¢¨¤»¬ ®¡° §®¬ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿£° ¨ ¥®£° ¨·¥®£® ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª , ª®²®°»¥ ² ª¦¥ ¡³¤³² ¥®£° ¨·¥»¬¨ ¯°®±²»-¬¨ ¬®£®£° ¨ª ¬¨. �«¿ ¥®£° ¨·¥®£® ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  Pn ¬®¦® ² ª¦¥ ®¯°¥¤¥«¨²¼(n�1)-¬¥°»© ±¨¬¯«¨¶¨ «¼»© ª®¬¯«¥ª± KP , ¤¢®©±²¢¥»© ª ¥£® £° ¨¶¥ (² ª ·²® ±¨¬¯«¥ª±» KP° §¬¥°®±²¨ i  µ®¤¿²±¿ ¢® ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± £° ¿¬¨ Pn ª®° §¬¥°®±²¨ i+1).�¤ ª®, ½²®² ±¨¬¯«¨¶¨ «¼»© ª®¬¯«¥ª± KP ³¦¥ ¥ ®¡¿§ ²¥«¼® § ¤ ¥² ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®¥ ° §¡¨¥¨¥±´¥°» Sn�1.�°¨¬¥° 1.5. � ±±¬®²°¨¬ ¥®£° ¨·¥»© ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ªRn+ = f(x1; : : : ; xn) 2 Rn j xi > 0g;®£° ¨·¨¢ ¥¬»© n ª®®°¤¨ ²»¬¨ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¿¬¨. �®£¤  ¤¢®©±²¢¥»¬ ª ¥¬³ ±¨¬¯«¨¶¨ «¼-»¬ ª®¬¯«¥ª±®¬ ¡³¤¥² (n� 1)-¬¥°»© ±¨¬¯«¥ª± �n�1.� ¬¥²¨¬, ·²®, ²¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¥ «¾¡®© (n� 1)-¬¥°»© ±¨¬¯«¨¶¨ «¼»© ª®¬¯«¥ª± ¿¢«¿¥²±¿ ¤¢®©-±²¢¥»¬ ª ¥ª®²®°®¬³ n-¬¥°®¬³ ¥®£° ¨·¥®¬³ ¯°®±²®¬³ ¬®£®£° ¨ª³. �®½²®¬³  ¬ ¯® -¤®¡¨²±¿ ¥¹¥ ®¤® ®¡®¡¹¥¨¥ ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  | ² ª  §»¢ ¥¬»¥ ¯°®±²»¥ ¯®«¨½¤° «¼»¥ª®¬¯«¥ª±». �°®±²®© n-¬¥°»© ¯®«¨½¤° «¼»© ª®¬¯«¥ª± | ½²® ®¡º¥ª², \¤¢®©±²¢¥»© ª ®¡¹¥¬³5



(n � 1)-¬¥°®¬³ ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®¬³ ª®¬¯«¥ª±³". �²  ª®±²°³ª¶¨¿ ¢§¿²   ¬¨ ¨§ [7]. �³±²¼ K |±¨¬¯«¨¶¨ «¼»© ª®¬¯«¥ª± ° §¬¥°®±²¨ n� 1 ¨ K 0 | ¥£® ¡ °¨¶¥²°¨·¥±ª®¥ ¯®¤° §¤¥«¥¨¥. � ª¨¬®¡° §®¬, ¢¥°¸¨ ¬¨ K 0 ¿¢«¿¾²±¿ ±¨¬¯«¥ª±» � ª®¬¯«¥ª±  K,   ±¨¬¯«¥ª± ¬¨ K 0 ¿¢«¿¾²±¿  ¡®°»(�1;�2; : : : ;�k), �i 2 K, ² ª¨¥, ·²® �1 � �2 � : : : � �k. �«¿ ª ¦¤®£® ±¨¬¯«¥ª±  � 2 K ®¡®§ ·¨¬·¥°¥§ F� ¯®¤ª®¬¯«¥ª± ¢ K 0, ±®±²®¿¹¨© ¨§ ¢±¥µ ±¨¬¯«¥ª±®¢ K 0 ¢¨¤  � = �0 � �1 � : : : � �k. �±«¨� ¿¢«¿¥²±¿ (k � 1)-±¨¬¯«¥ª±®¬, ²® ±ª ¦¥¬, ·²® F� | £° ¼ ª®° §¬¥°®±²¨ k. �³±²¼ PK | ª®³± ¤ K. �®£¤  PK ¢¬¥±²¥ ± ° §¡¨¥¨¥¬   "£° ¨" fF�g�2K  §»¢ ¥²±¿ ¯°®±²»¬ ¯®«¨½¤° «¼»¬ª®¬¯«¥ª±®¬. �°®±²®© ¬®£®£° ¨ª Pn (®£° ¨·¥»© ¨«¨ ¥®£° ¨·¥»©) ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥¯°¨¬¥¥¨¥¬ ½²®© ª®±²°³ª¶¨¨ ª ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®¬³ ª®¬¯«¥ª±³Kn�1, ¤¢®©±²¢¥®¬³ ª £° ¨¶¥ Pn.1.2. �®¯®«®£¨·¥±ª¨¥ ¯°®±²° ±²¢ , ®¯°¥¤¥«¿¥¬»¥ ¯°®±²»¬¨ ¬®£®£° -¨ª ¬¨.�¨¦¥ ¬», ±«¥¤³¿ [7], ¤«¿ «¾¡®£® ¯®«¨½¤° «¼®£® ª®¬¯«¥ª±  P (¢ · ±²®±²¨, ¤«¿ «¾¡®£® ¯°®±²®£®¬®£®£° ¨ª ) ¯®±²°®¨¬ ¤¢  ²®¯®«®£¨·¥±ª¨µ ¯°®±²° ±²¢  ZP ¨ BTP .� ±±¬®²°¨¬ Tm = S1� : : :�S1 | m-¬¥°»© ²®°. �³±²¼, ª ª ¨ ¢»¸¥, F = (F1; : : : ; Fm) | ¬®-¦¥±²¢® £° ¥© Pn ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ (¨«¨ ¬®¦¥±²¢® ¢¥°¸¨ ¤¢®©±²¢¥®£® ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®£®ª®¬¯«¥ª±  Kn�1). � ±±¬®²°¨¬ ±¢®¡®¤»© Z-¬®¤³«¼Zm ¨ ³±² ®¢¨¬ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥ ±®®²¢¥²-±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ £¨¯¥°£° ¿¬¨ Pn ¨ ½«¥¬¥² ¬¨ ¡ §¨±  fe1; : : : ; emg ¢ Zm. �¯°¥¤¥«¨¬ ª ®¨·¥±ª¨¥ª®®°¤¨ ²»¥ ¯®¤£°³¯¯» T ki1;:::ik � Tm ª ª ²®°», ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ª®®°¤¨ ²»¬ ¯®¤°¥¸¥²ª ¬¢ Zm (².¥. ¯®¤°¥¸¥²ª ¬,  ²¿³²»¬   ¢¥ª²®°» ei1 ; : : : ; eik ).�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.6. �°®±²° ±²¢® ZP , ±¢¿§ ®¥ ± ¯°®±²»¬ ¬®£®£° ¨ª®¬ Pn, ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ª ª ZP = (Tm � Pn)=� j (g1; p) � (g2; q), p = q; g1g�12 2 T ki1;::: ;ik ;£¤¥ Fi1 ; : : : ; Fik | ¢±¥ £° ¨ ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨, ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ²®·ª³ p 2 Pn:� ª ±«¥¤³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿, dimZP = m+ n; ª°®¬¥ ²®£®, ¤¥©±²¢¨¥ ²®°  Tm   Tm � Pn ®·¥¢¨¤®§ ¤ ¥² ¤¥©±²¢¨¥ Tm   ZP .�£° ¨·¨¬±¿ ¯®ª  ±«³· ¥¬, ª®£¤  Pn | ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ª. �®£¤  ¨¬¥¥² ¬¥±²®�°¥¤«®¦¥¨¥ 1.7. �¥©±²¢¨¥ Tm   ZP ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨1) �² ¶¨® ° ¿ ¯®¤£°³¯¯  «¾¡®© ²®·ª¨ ZP ¿¢«¿¥²±¿ ª®®°¤¨ ²®© ¯®¤£°³¯¯®© ¢ Tm ° §¬¥°-®±²¨ ¥ ¡®«¥¥ n.2) �  ¯°®±²° ±²¢¥ ®°¡¨² ¨¬¥¥²±¿ ª®¬¡¨ ²®° ¿ ±²°³ª²³°  ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  Pn,¤«¿ ª®²®°®© ²®·ª¨ ¨§ ¢³²°¥®±²¨ £° ¥© ª®° §¬¥°®±²¨ k ±®®²¢¥²±²¢³¾² ®°¡¨² ¬,±² ¶¨® °»¥ ¯®¤£°³¯¯» ²®·¥ª ª®²®°»µ ¨¬¥¾² ° §¬¥°®±²¼ k. � · ±²®±²¨,  ¤ ¢³²°¥-®±²¼¾ ¬®£®£° ¨ª  ¤¥©±²¢¨¥ ±¢®¡®¤®.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²® ±° §³ ¢»²¥ª ¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ZP . ��³±²¼ ²¥¯¥°¼ ±®¢  Pn | ¯°®¨§¢®«¼»© ¯°®±²®© ¯®«¨½¤° «¼»© ª®¬¯«¥ª±. � ±±¬®²°¨¬ ETm |±²¿£¨¢ ¥¬®¥ ¯°®±²° ±²¢® ³¨¢¥°± «¼®£® £« ¢®£® Tm-° ±±«®¥¨¿  ¤ BTm = (CP1 )m. �°¨¬¥¿¿ª®±²°³ª¶¨¾ �®°¥«¿ ª Tm-¯°®±²° ±²¢³ ZP , ¬» ¯°¨µ®¤¨¬ ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ ®¯°¥¤¥«¥¨¾.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.8. �¯°¥¤¥«¨¬ ¯°®±²° ±²¢® BTP ª ªBTP = ETm �Tm ZP : (3)6



� ª¨¬ ®¡° §®¬, BTP | ½²® ¯°®±²° ±²¢® ° ±±«®¥¨¿ ±® ±«®¥¬ ZP ,  ±±®¶¨¨°®¢ ®£® ± ³¨¢¥°± «¼-»¬ ° ±±«®¥¨¥¬ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ¤¥©±²¢¨¿ Tm   ZP . � ª ±«¥¤³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿, £®¬®²®¯¨·¥±ª¨©²¨¯ ¯°®±²° ±²¢  BTP ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯°®±²»¬ ¯®«¨½¤° «¼»¬ ª®¬¯«¥ª±®¬ Pn.1.3. �®°¨·¥±ª¨¥ ¨ ª¢ §¨²®°¨·¥±ª¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿.�»¸¥ ¬» ¤«¿ «¾¡®£® ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  Pn ®¯°¥¤¥«¨«¨ ¯°®±²° ±²¢® ZP (ª®²®°®¥, ª ª ¬»³¢¨¤¨¬,   ± ¬®¬ ¤¥«¥ ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª¨¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬) ± ¤¥©±²¢¨¥¬ Tm ¨ ª®¬¡¨ ²®°®© ±²°³ª²³-°®© Pn ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ®°¡¨² (¯°¥¤«®¦¥¨¥ 1.7). �°³£®© ª« ±± ¬®£®®¡° §¨©, ®¡« ¤ ¾¹¨µ ² ª¨¬¨±¢®©±²¢ ¬¨, µ®°®¸® ¨§¢¥±²¥ ¢  «£¥¡° ¨·¥±ª®© £¥®¬¥²°¨¨. �²® ¥®±®¡»¥ ¯°®¥ª²¨¢»¥ ²®°¨·¥±ª¨¥¬®£®®¡° §¨¿ (ª ª ³ª §»¢ «®±¼ ¢® ¢¢¥¤¥¨¨, ¬» ®£° ¨·¨¬±¿ ° ±±¬®²°¥¨¥¬ «¨¸¼ ² ª®£® ª« ±-±  ²®°¨·¥±ª¨µ ¬®£®®¡° §¨©). �¨¦¥ ¬» ¨§«®¦¨¬ ®±®¢»¥ ´ ª²» ® ²®°¨·¥±ª¨µ ¬®£®®¡° §¨¿µ,ª®²®°»¥  ¬ ¯® ¤®¡¿²±¿ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬. �®¤°®¡®¥ ¨§«®¦¥¨¥ ¬®¦®  ©²¨ ¢ [6, 9].�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.9. �®°¨·¥±ª¨¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬  §»¢ ¥²±¿ ®°¬ «¼®¥  «£¥¡° ¨·¥±ª®¥ ¬®£®-®¡° §¨¥ M , ±®¤¥°¦ ¹¥¥ n-¬¥°»©  «£¥¡° ¨·¥±ª¨© ²®° (C � )n ¢ ª ·¥±²¢¥ ®²ª°»²®£® (¯® � °¨±-ª®¬³) ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿, ¤«¿ ª®²®°®£® ±² ¤ °²®¥ ¤¨ £® «¼®¥ ¤¥©±²¢¨¥ ²®°    ±¥¡¥ ¯°®¤®«-¦ ¥²±¿ ¤® ¤¥©±²¢¨¿ ²®°    ¢±¥¬ ¬®£®®¡° §¨¨ M (² ª¨¬ ®¡° §®¬, (C � )n ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ M ¢ª ·¥±²¢¥ ¢±¾¤³ ¯«®²®© ®°¡¨²»).�  ¥®±®¡®¬ ¯°®¥ª²¨¢®¬ ²®°¨·¥±ª®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ ¨¬¥¥²±¿ ®·¥¼ ®¡¨«¼®¥ «¨¥©®¥ ° ±±«®¥-¨¥, ¤«¿ ª®²®°®£® ¡ §¨± ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ £«®¡ «¼»µ ±¥·¥¨© ±®±²®¨² ¨§ ±¥·¥¨©, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ²®·ª ¬ ± ¶¥«®·¨±«¥»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨ ¢³²°¨ ¥ª®²®°®£® ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  ± ¢¥°¸¨ ¬¨¢ ²®·ª µ ¶¥«®·¨±«¥®© °¥¸¥²ª¨ Zn � Rn . �¡° ²®, § ¤ ¢ ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ª Pn ± ¢¥°¸¨ ¬¨¢ Zn, ¬» ¬®¦¥¬ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ¨§¢¥±²®© ª®±²°³ª¶¨¨ (±¬.,  ¯°¨¬¥°, [9]) ¯®±²°®¨²¼ ¯® ¥¬³ ¯°®-¥ª²¨¢®¥ ²®°¨·¥±ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥M2n ¢¥¹¥±²¢¥®© ° §¬¥°®±²¨ 2n, ª®²®°®¥, ®¤ ª®, ¥ ¢±¥£¤ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¥®±®¡»¬. � ¨¬¥® ¬®¦® ¤®ª § ²¼, ·²® ¥®±®¡»¥ ¬®£®®¡° §¨¿ ¡³¤³² ¯®«³· ²¼±¿²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ¢¥°¸¨» Pn  ¯° ¢«¿¾¹¨¥ ª®¢¥ª²®°» £¨¯¥°£° ¥©, ±µ®¤¿-¹¨µ±¿ ¢ ½²®© ¢¥°¸¨¥, ®¡° §³¾² ¡ §¨± ¤¢®©±²¢¥®© °¥¸¥²ª¨ (Zn)�. �°¨ ½²®¬ ²®°¨·¥±ª®¥ ¬®-£®®¡° §¨¥ ¥ ¢¯®«¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª®¬¡¨ ²®°»¬ ²¨¯®¬ ¬®£®£° ¨ª : ®® ² ª¦¥ § ¢¨±¨² ®²¶¥«®·¨±«¥®£® ¢«®¦¥¨¿. �§ ±ª § ®£® ¢»²¥ª ¥², ·²® ¤«¿ ¤ ®£® ª®¬¡¨ ²®°®£® ²¨¯  ¯°®±²®-£® ¬®£®£° ¨ª  ¬®¦¥² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ «¾¡®¥ ·¨±«® ° §«¨·»µ ¥®±®¡»µ ¯°®¥ª²¨¢»µ ²®°¨·¥±ª¨µ¬®£®®¡° §¨© (¢ ²®¬ ·¨±«¥, ¨µ ¬®¦¥² ¥ ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ¢®®¡¹¥). �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯°¨¬¥°» ¬»®¡±³¤¨¬ ¨¦¥.�  (¥®±®¡®¬ ¯°®¥ª²¨¢®¬) ²®°¨·¥±ª®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ M2n ¨¬¥¥²±¿ ¤¥©±²¢¨¥ ª®¬¯ ª²®£® ²®-°  Tn � (C � )n. �®¦® ¤®ª § ²¼, ·²® ¢±¥ ±² ¶¨® °»¥ ¯®¤£°³¯¯» ²®·¥ª ¤«¿ ½²®£® ¤¥©±²¢¨¿ ¡³¤³²²®°¨·¥±ª¨¬¨ ¯®¤£°³¯¯ ¬¨ T k � Tm ¨   ¯°®±²° ±²¢¥ ®°¡¨² ¨¬¥¥²±¿ ª®¬¡¨ ²®° ¿ ±²°³ª²³° ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  Pn ¢ ±¬»±«¥ ¯. 2 ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 1.7 (£¤¥ Pn | ²®² ¦¥ ± ¬»© ¬®£®£° ¨ª,ª®²®°»© ±®®²¢¥²±²¢®¢ « ®·¥¼ ®¡¨«¼®¬³ «¨¥©®¬³ ° ±±«®¥¨¾). �¥©±²¢¨¥ Tn   M2n «®ª «¼®½ª¢¨¢ «¥²® ±² ¤ °²®¬³ ¤¨ £® «¼®¬³ ¤¥©±²¢¨¾ Tn   C n ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ±¬»±«¥: ¤«¿ «¾¡®©²®·ª¨ x 2M2n ±³¹¥±²¢³¥² Tn-¨¢ °¨ ² ¿ ®ª°¥±²®±²¼ U �M2n, ª®²®° ¿ Tn-½ª¢¨¢ °¨ ²® £®-¬¥®¬®°´  ¥ª®²®°®¬³ (Tn-¨¢ °¨ ²®¬³) ®²ª°»²®¬³ ¬®¦¥±²¢³ V � C n . �°®¬¥ ²®£®, ¨¬¥¥²±¿¿¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ M2n ! Rn (®²®¡° ¦¥¨¥ ¬®¬¥²®¢), ®¡° §®¬ ª®²®°®£® ¿¢«¿¥²±¿ Pn,   ±«®¿¬¨| ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®°¡¨²». �« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ²®°¨·¥±ª®¬³ ¬®£®®¡° §¨¾M2n, ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥® ª ª Tn � Pn=� ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ®²®¸¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ � (±°. ±®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ZP ). �¥¯¥°¼, § ¡»¢ ¿ ¯°® ±²°³ª²³°³  «£¥¡° ¨·¥±ª®£® ª®¬¯«¥ª±®£® ¬®£®®¡° §¨¿ ¨¤¥©±²¢¨¥ ª®¬¯«¥ª±®£® ²®°  (C � )n, ¬» ¯°¨µ®¤¨¬ ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ ®¯°¥¤¥«¥¨¾.7



�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.10. �®¯®«®£¨·¥±ª¨¬ ²®°¨·¥±ª¨¬ (¨«¨ ª¢ §¨²®°¨·¥±ª¨¬) ¬®£®®¡° §¨¥¬  ¤ ¯°®-±²»¬ ¬®£®£° ¨ª®¬ Pn  §»¢ ¥²±¿ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ®°¨¥²¨°³¥¬®¥ 2n-¬¥°®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ M2n± ¤¥©±²¢¨¥¬ ²®°  Tn, «®ª «¼® ½ª¢¨¢ «¥²»¬ ¤¨ £® «¼®¬³ ¤¥©±²¢¨¾ Tn   C n , ¨ ª®¬¡¨ -²®°®© ±²°³ª²³°®© ¬®£®£° ¨ª  Pn ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ®°¡¨² M2n=Tn (¢ ±¬»±«¥ ¯. 2 ¯°¥¤«®¦¥-¨¿ 1.7).�¢ §¨²®°¨·¥±ª¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿ ¢¯¥°¢»¥ ¡»«¨ ¢¢¥¤¥» ¢ [7] (£¤¥ ®¨  §»¢ «¨±¼ ¯°®±²® \²®°¨-·¥±ª¨¬¨ ¬®£®®¡° §¨¿¬¨"). �§ ±ª § ®£® ¢»¸¥ ±«¥¤³¥², ·²® ¢±¥ (¯°®¥ª²¨¢»¥ ¥®±®¡»¥)  «£¥¡° -¨·¥±ª¨¥ ²®°¨·¥±ª¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ ª¢ §¨²®°¨·¥±ª¨¬¨. �¡° ²®¥, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥¢¥°®| ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯°¨¬¥°» ¬®¦®  ©²¨ ¢ [7]. � ¬ ¦¥ ¡»«¨ ¯®«³·¥» ¬®£¨¥ ¢ ¦»¥ °¥§³«¼² -²» ® ª¢ §¨²®°¨·¥±ª¨µ ¬®£®®¡° §¨¿µ, ¢ · ±²®±²¨, ®¯¨± » ª®«¼¶  ª®£®¬®«®£¨© ½²¨µ ¬®£®®¡° -§¨©, ª®²®°»¥ ®ª § «¨±¼ ³±²°®¥»¬¨   «®£¨·® ª®«¼¶ ¬ ª®£®¬®«®£¨© ²®°¨·¥±ª¨µ ¬®£®®¡° §¨©(±¬. [6]). �¨¦¥ ¬» ¯°¨¢®¤¨¬ ®±®¢»¥ ª®±²°³ª¶¨¨ ¨ °¥§³«¼² ²», ±¢¿§ »¥ ± ª¢ §¨²®°¨·¥±ª¨¬¨¬®£®®¡° §¨¿¬¨, ª®²®°»¥ ¯® ¤®¡¿²±¿  ¬ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬. �®ª § ²¥«¼±²¢  ¬®¦®  ©²¨ ¢ [7].�³±²¼M2n | ª¢ §¨²®°¨·¥±ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥  ¤ ¯°®±²»¬ ¬®£®£° ¨ª®¬ Pn ¨ � :M2n ! Pn| ¯°®¥ª¶¨¿   ¯°®±²° ±²¢® ®²¡¨². �³±²¼ Fn�1 | £° ¼ Pn ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨. �®£¤  ¤«¿«¾¡®£® x 2 ��1(intFn�1) ±² ¡¨«¨§ ²®° x ¥±²¼ ¯®¤£°³¯¯  GF 2 Tn ° £  ®¤¨. �²  ¯®¤£°³¯¯ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯°¨¬¨²¨¢»¬ ¢¥ª²®°®¬ v 2 Zn. � ª¨¬ ®¡° §®¬ ±²°®¨²±¿ ´³ª¶¨¿ �   ¬®¦¥±²¢¥ F£° ¥© Pn ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ ±® § ·¥¨¿¬¨ ¢ ¯°¨¬¨²¨¢»µ ¢¥ª²®° µ ¨§ Zn.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.11. �³ª¶¨¿ � : F ! Zn, ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ¢»¸¥,  §»¢ ¥²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®©´³ª¶¨¥© ª¢ §¨²®°¨·¥±ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿ M2n.� ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª³¾ ´³ª¶¨¾ ² ª¦¥ ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª £®¬®¬®°´¨§¬ � : Zm ! Zn, £¤¥m = #F = f0 ¨ Zm | ±¢®¡®¤»© Z-¬®¤³«¼, ¯®°®¦¤¥»© ½«¥¬¥² ¬¨ F .�§ ²®£® ·²® ¤¥©±²¢¨¥ ²®°  «®ª «¼® ½ª¢¨¢ «¥²® ±² ¤ °²®¬³, ¢»²¥ª ¥², ·²® µ ° ª²¥°¨-±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢®¬: ¥±«¨ Fi1 ; : : : ; Fin | £° ¨ ª®° §¬¥°®±²¨®¤¨, ±µ®¤¿¹¨¥±¿ ¢ ®¤®© ¢¥°¸¨¥, ²® �(Fi1 ); : : : ; �(Fin ) ®¡° §³¾² ¡ §¨± Zn. �«¿ «¾¡®© ´³ª¶¨¨� : F ! Zn, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ½²®¬³ ³±«®¢¨¾, ±³¹¥±²¢³¥² ª¢ §¨²®°¨·¥±ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ M2n(�) ¤ Pn ± µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¥© �, ¨M2n ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±¢®¥© µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨-¥© ®¤®§ ·® ± ²®·®±²¼¾ ¤® ½ª¢¨¢ °¨ ²®£® £®¬¥®¬®°´¨§¬ . � ¬¥²¨¬, ®¤ ª®, ·²® ±³¹¥±²¢³-¾² ¯°®±²»¥ ¬®£®£° ¨ª¨, ¤«¿ ª®²®°»µ ¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ®¤®© µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨.�°¨¬¥° ¬¨ ² ª¨µ ¬®£®£° ¨ª®¢ ¿¢«¿¾²±¿ ² ª  §»¢ ¥¬»¥ ¶¨ª«¨·¥±ª¨¥ ¬®£®£° ¨ª¨ Cnk ¤«¿k > 2n. � ¤ ² ª¨¬¨ ¬®£®£° ¨ª ¬¨ ¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ®¤®£® ª¢ §¨²®°¨·¥±ª®£® (  § ·¨², ¨²®°¨·¥±ª®£®) ¬®£®®¡° §¨¿.�¢ §¨²®°¨·¥±ª¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿M2n  ¤ ¯°®±²»¬ ¬®£®£° ¨ª®¬ Pn ²¥±® ±¢¿§ » ± ¢¢¥¤¥-»¬¨  ¬¨ ° ¥¥ ¯°®±²° ±²¢ ¬¨ ZP ¨ BTP . � ±±¬ ²°¨¢ ¿M2n ª ª Tn-¬®£®®¡° §¨¥, ¬» ¬®¦¥¬¢§¿²¼ ª®±²°³ª¶¨¾ �®°¥«¿ ETn�Tn M2n. �ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¢±¥ ½²¨ ¯°®±²° ±²¢  ¤«¿ ¤ ®£® Pn¨¬¥¾² £®¬®²®¯¨·¥±ª¨© ²¨¯ BTP : BTP �= ETn �Tn M2n: (4)�²® ¦¥ ª ± ¥²±¿ ZP , ²® ½²® Tm-¯°®±²° ±²¢® ±¢¿§ ® ± ª¢ §¨²®°¨·¥±ª¨¬¨ ¬®£®®¡° §¨¿¬¨  ¤ Pn±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ¤«¿ «¾¡®£® ª¢ §¨²®°¨·¥±ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿ M2n  ¤ Pn ¯°®¥ª¶¨¿ ZP ! Pn° ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¢ ª®¬¯®§¨¶¨¾ ZP ! M2n ��! Pn, £¤¥ ZP ! M2n | ¥ª®²®°®¥ £« ¢®¥ Tm�n-° ±±«®¥¨¥ ¨ M2n ��! Pn | ¯°®¥ª¶¨¿   ¯°®±²° ±²¢® ®°¡¨² ¤«¿ M2n. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨  ¤Pn ±³¹¥±²¢³¾² ª¢ §¨²®°¨·¥±ª¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿, ²® ¢ Tm ¨¬¥¥²±¿ ¯®¤£°³¯¯ , ¨§®¬®°´ ¿ Tm�n,8



¤¥©±²¢³¾¹ ¿   ZP ±¢®¡®¤®, ¨ ª ¦¤ ¿ ² ª ¿ ¯®¤£°³¯¯  ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¥ª®²®°®¬³ ª¢ §¨²®°¨·¥-±ª®¬³ ¬®£®®¡° §¨¾. � ª ±«¥¤³¥² ¨§ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 1.7, ¯®¤£°³¯¯» ¡®«¼¸¥£® ° £  ³¦¥ ¥ ¬®£³²±¢®¡®¤® ¤¥©±²¢®¢ ²¼   ZP , ¯®½²®¬³ ¬ ª±¨¬ «¼»© ° £ ¤«¿ ±¢®¡®¤®£® ¤¥©±²¢¨¿ ¤®±²¨£ ¥²±¿ª ª ° § ¢ ±«³· ¥ ª¢ §¨²®°¨·¥±ª¨µ ¬®£®®¡° §¨©. �®§¤¥¥ ¬» ®¡±³¤¨¬ ½²®² ¢®¯°®± ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡®.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ P | ¯°®¨§¢®«¼»© ¯°®±²®© ¯®«¨½¤° «¼»© ª®¬¯«¥ª± ( ¯°¨¬¥°, ¯°®±²®© ¬®£®-£° ¨ª) ± m £° ¿¬¨ ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨. �§ (3) ¬» ¯®«³· ¥¬ ° ±±«®¥¨¥ p : BTP ! BTm ±®±«®¥¬ ZP . � «¥¥ ¢±¥ ª®£®¬®«®£¨¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ± ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ¢ ®±®¢®¬ ª®«¼¶¥ k.�¥®°¥¬  1.12. �²®¡° ¦¥¨¥ p� : H�(BTm) ! H�(BTP ) ¿¢«¿¥²±¿ ½¯¨¬®°´¨§¬®¬, ª®²®°»© ¯°¨®²®¦¤¥±²¢«¥¨¨ H�(BTm) �= k[v1; : : : ; vm] ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ½¯¨¬®°´¨§¬ k[v1; : : : ; vm]! k(P ), £¤¥ k(P )| ª®«¼¶® £° ¥©. � · ±²®±²¨, H�(BTP ) �= k(P ). ��³±²¼ ²¥¯¥°¼ Pn | ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ª ¨ M2n | ª¢ §¨²®°¨·¥±ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥  ¤ Pn ±µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¥© �. �±«¨ k | ¯®«¥, ²® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® ° ±±¬ -²°¨¢ ²¼ ª ª «¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ km ! kn. �§ (4) ¬» ¯®«³· ¥¬ ° ±±«®¥¨¥ p0 : BTP ! BTn ±®±«®¥¬ M2n.�¥®°¥¬  1.13. �²®¡° ¦¥¨¥ p�0 : H�(BTn) ! H�(BTP ) ¿¢«¿¥²±¿ ¬®®¬®°´¨§¬®¬ ¨ p�0 :H2(BTn)! H2(BTP ) ¯°¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ®²®¦¤¥±²¢«¥¨¿µ ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ �� : Zn! Zm. �°®-¬¥ ²®£®, ¯°¨ ª ®¨·¥±ª®¬ ®²®¦¤¥±²¢«¥¨¨ H�(BTn; k) �= k[t1; : : : ; tn] ½«¥¬¥²» �i = p�(ti) 2H�(BTP; k) �= k(P ) ®¡° §³¾² °¥£³«¿°³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¤«¨» n ½«¥¬¥²®¢ k(P ) ±²¥¯¥¨¤¢ . ��±²¥±²¢¥®, ¢® ¢±¥µ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ª®±²°³ª¶¨¿µ ¬®¦® § ¬¥¨²¼ ª¢ §¨²®°¨·¥±ª¨¥ ¬®£®®¡° -§¨¿   ( «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥) ²®°¨·¥±ª¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿. �°¨ ½²®¬ ª ¦¤®¬³ ²®°¨·¥±ª®¬³ ¬®£®®¡° §¨¾±®®²¢¥²±²¢³¥² ª®ª°¥²®¥ ¢«®¦¥¨¥ ¬®£®£° ¨ª  Pn ¢ Rn , ¯°¨ ª®²®°®¬ ¢±¥ ¢¥°¸¨» ¨¬¥¾²¶¥«»¥ ª®®°¤¨ ²». �®£¤ , ª ª ±«¥¤³¥² ¨§ ±ª § ®£® ¢»¸¥, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿´³ª¶¨¿ ¯®«³· ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ¥¥ § ·¥¨¥   £¨¯¥°£° ¨ Fn�1 2 F ¥±²¼ ±®®²¢¥²±²¢³-¾¹¨©  ¯° ¢«¿¾¹¨© ª®¢¥ª²®°. �±¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¥ ´³ª¶¨¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ( «£¥¡° ¨·¥-±ª¨¬) ²®°¨·¥±ª¨¬ ¬®£®®¡° §¨¿¬, ¬®£³² ¡»²¼ ¯®«³·¥» ² ª¨¬ ®¡° §®¬.2. �¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¨ £®¬®²®¯¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  ¯°®±²° ±²¢ZP ¨ BTP2.1. �³¡¨·¥±ª¨¥ ° §¡¨¥¨¿ ¯°®±²»µ ¬®£®£° ¨ª®¢.�³±²¼ ¢ · «¥ Pn |¥ª®²®°»© ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ª ° §¬¥°®±²¨ n. � ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿ª®±²°³ª¶¨¿�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.1. �³¡¨·¥±ª¨© ª®¬¯«¥ª± | ½²® ±®¢®ª³¯®±²¼ ª³¡®¢ ¯°®¨§¢®«¼»µ ° §¬¥°®±²¥©,®¡« ¤ ¾¹ ¿ ±¢®©±²¢ ¬¨:1) ¢¬¥±²¥ ± «¾¡»¬ ª³¡®¬ ¥£® £° ¨ ¢±¥µ ° §¬¥°®±²¥© ¯°¨ ¤«¥¦ ² ½²®© ±®¢®ª³¯®±²¨;2) ¯¥°¥±¥·¥¨¥ «¾¡»µ ¤¢³µ ª³¡®¢ ¿¢«¿¥²±¿ £° ¼¾ ª ¦¤®£® ¨§ ¨µ.� ±±¬®²°¨¬ ² ª¦¥ ±² ¤ °²»© q-¬¥°»© ª³¡ Iq = f(x1; : : : ; xq) 2 Rq j 0 6 xi 6 1g.9



�¥®°¥¬  2.2. �¾¡®© ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ª Pn ± r = fn�1 ¢¥°¸¨ ¬¨ ¨ m = f0 £° ¿¬¨ ª®° §-¬¥°®±²¨ ®¤¨ ¨¬¥¥² ¥±²¥±²¢¥³¾ ±²°³ª²³°³ ª³¡¨·¥±ª®£® ª®¬¯«¥ª±  C ± r ª³¡ ¬¨ ° §¬¥°®±²¨n. �°®¬¥ ²®£®, ±³¹¥±²¢³¥² ¢«®¦¥¨¥ ª®¬¯«¥ª±  C ¢ m-¬¥°»© ª³¡ Im, ¯°¨ ª®²®°®¬ ª³¡» ¨§ C®²®¡° ¦ ¾²±¿   £° ¨ Im.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ´¨ª±¨°³¥¬ ¯® ®¤®© ²®·ª¥ ¢® ¢³²°¥®±²¨ ª ¦¤®© £° ¨ Pn (¢ ²®¬ ·¨±«¥§ ´¨ª±¨°³¥¬ ¢¥°¸¨» ¨ ²®·ª³ ¢® ¢³²°¥®±²¨ ± ¬®£® ¬®£®£° ¨ª ). � ª¨¬ ®¡° §®¬ ¬» ¯®«³-·¨¬ ¬®¦¥±²¢® S ¨§ 1+ f0+ f1+ : : :+ fn�1 ²®·¥ª. �²¨ ²®·ª¨ ¬» ®¡º¿¢¨¬ ¢¥°¸¨ ¬¨ ª³¡¨·¥±ª®£®ª®¬¯«¥ª±  C. � ª ª ª ¬®£®£° ¨ª Pn ¯°®±²®©, ²® ¢ ª ¦¤®© ¥£® ¢¥°¸¨¥ ±µ®¤¨²±¿ �nk� £° ¥© ° §-¬¥°®±²¨ k, 0 6 k 6 n. � ª¨¬ ®¡° §®¬ ¬» ¯®±² ¢¨¬ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ª ¦¤®© ¢¥°¸¨¥ v ¬®£®£° -¨ª  Pn  ¡®° Sv ¨§ 2n ²®·¥ª ¨§  ¸¥£® ¬®¦¥±²¢  S | ¯® ®¤®© ²®·ª¥ ¢® ¢³²°¥®±²¨ ª ¦¤®©¨§ £° ¥©, ±µ®¤¿¹¨µ±¿ ¢ ¢¥°¸¨¥ v (¢ ½²®²  ¡®° ¢µ®¤¿² ± ¬  ¢¥°¸¨  v ¨ ²®·ª  ¢® ¢³²°¥®±²¨¬®£®£° ¨ª ). �ª ¦¥¬ ²®£¤ , ·²® ²®·ª¨ ¨§ Sv ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥°¸¨ ¬¨ ª³¡  Inv , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£®¢¥°¸¨¥ v. �° ¨ ª³¡  Inv ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. � ±±¬®²°¨¬ ¤¢¥ ¯°®¨§¢®«¼»¥ £° ¨F k1 ¨ F l2 ¬®£®£° ¨ª  Pn ² ª¨¥, ·²® v 2 F k1 � F l2, 0 6 k = dimF k 6 l = dimF l 6 n. �®£¤ ¨¬¥¥²±¿ �l�ki � £° ¥© F k+i ° §¬¥°®±²¨ k + i ² ª¨µ, ·²® v 2 F k1 � F k+i � F l2, 0 6 i 6 l� k. �® ¢³-²°¥®±²¿µ ½²¨µ £° ¥© «¥¦ ² 2l�k ²®·¥ª ¨§ ¬®¦¥±²¢  Sv � S. �®£¤  ¬» ±ª ¦¥¬, ·²® ½²¨ ²®·ª¨¯®°®¦¤ ¾² (l � k)-¬¥°³¾ £° ¼ I l�kF1;F2 ª³¡  Inv . �¥¯¥°¼ ¤«¿ § ¢¥°¸¥¨¿ ¯®±²°®¥¨¿ ª³¡¨·¥±ª®£®ª®¬¯«¥ª±  C  ¬ ®±² «®±¼ ²®«¼ª® ¯°®¢¥°¨²¼ ¢»¯®«¥¨¥ ¢²®°®£® ³±«®¢¨¿ ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ 2.1. �²®³±«®¢¨¥ ¤®±² ²®·® ¯°®¢¥°¨²¼ ¤«¿ ¤¢³µ n-¬¥°»µ ª³¡®¢ Inv ¨ Inv0 . �«¿ ¢¥°¸¨ v ¨ v0  ©¤¥¬ £° ¼ F p¬¨¨¬ «¼®© ° §¬¥°®±²¨, ±®¤¥°¦ ¹³¾ ®¡¥ ½²¨ ¢¥°¸¨» (² ª ¿ £° ¼, ®·¥¢¨¤®, ¥¤¨±²¢¥ ).�®£¤ , ª ª ¥²°³¤® ¢¨¤¥²¼, Inv \ Inv0 = In�pFp;Pn | £° ¼ ª ¦¤®£® ¨§ ª³¡®¢ Inv ¨ Inv0 .�¥¯¥°¼ ®¯¨¸¥¬ ¢«®¦¥¨¥ C ,! Im. � · «  § ¤ ¤¨¬ ½²® ¢«®¦¥¨¥   ¢¥°¸¨ µ C, ².¥.   ²®·ª µ¨§ ¬®¦¥±²¢  S. �«¿ ½²®£® § ³¬¥°³¥¬ £° ¨ ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ ª ª Fn�11 ; : : : ; Fn�1m . �®·ª³ ¨§¬®¦¥±²¢  S, «¥¦ ¹³¾ ¢® ¢³²°¥®±²¨ £° ¨ Fn�1i , ¬» ®²®¡° §¨¬ ¢ ¢¥°¸¨³ (1; : : : ; 0; : : : ; 1)ª³¡  Im, £¤¥ 0 ±²®¨²   i-¬ ¬¥±²¥. �³±²¼ ²¥¯¥°¼ ¨¬¥¥²±¿ ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ²®·ª  p ¨§ ¬®¦¥±²¢  S,«¥¦ ¹ ¿ ¢® ¢³²°¥®±²¨ ¥ª®²®°®© £° ¨ Fn�k ª®° §¬¥°®±²¨ k. �®£¤  ½²  £° ¼ ¯®«³· ¥²±¿ª ª ¯¥°¥±¥·¥¨¥ k £° ¥© ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨: Fn�k = Fn�1i1 \ : : : \ Fn�1ik . �²®¡° §¨¬ ²®£¤  ²®·-ª³ p 2 S ¢ ¢¥°¸¨³ ª³¡  Im, ¨¬¥¾¹³¾ ±«¥¤³¾¹¨¥ ª®®°¤¨ ²»:   ¬¥±² µ ± ®¬¥° ¬¨ i1; : : : ; ik±²®¿² ³«¨,     ®±² «¼»µ | ¥¤¨¨¶». �®·ª³ ¢® ¢³²°¥®±²¨ ± ¬®£® ¬®£®£° ¨ª  Pn ¬»®²®¡° §¨¬ ¢ ¢¥°¸¨³ ª³¡  Im ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ (1; : : : ; 1). �®±²°®¥®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¬®¦¥±²¢  S¢ ª³¡ Im ®·¥¢¨¤® ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤® ®²®¡° ¦¥¨¿ ª³¡¨·¥±ª®£® ª®¬¯«¥ª±  C, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® Pn,¢ ª³¡¨·¥±ª¨© ª®¬¯«¥ª±, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ª³¡³ Im. �«¿ ²®£® ·²®¡» °¥ «¨§®¢ ²¼ ½²® ®²®¡° ¦¥¨¥£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨, ¡³¤¥¬ ¤¥©±²¢®¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. � ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®¥ ° §¡¨¥-¨¥ K ¬®£®£° ¨ª  Pn ± ¬®¦¥±²¢®¬ ¢¥°¸¨ S ² ª®¥, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ¢¥°¸¨» v ¬®£®£° ¨ª Pn ±³¹¥±²¢³¥² ¯®¤ª®¬¯«¥ª± Kv � K ± ¬®¦¥±²¢®¬ ¢¥°¸¨ Sv , § ¤ ¾¹¨© ²°¨ £³«¿¶¨¾ ª³¡  Inv .� ª®¥ ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®¥ ° §¡¨¥¨¥ ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼,  ¯°¨¬¥°, ² ª: ¯°¥¤±² ¢¨¬ ¬®£®£° ¨ª Pnª ª ª®³±  ¤ ¡ °¨¶¥²°¨·¥±ª¨¬ ¯®¤° §¤¥«¥¨¥¬ ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®£® ª®¬¯«¥ª±  Kn�1, ¤¢®©±²¢¥®-£® ª £° ¨¶¥ Pn; ²®£¤  ¯®¤ª®¬¯«¥ª±» Kv | ½²® ª®³±»  ¤ ¡ °¨¶¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ¯®¤° §¤¥«¥¨¿¬¨(n � 1)-±¨¬¯«¥ª±®¢ Kn�1. �¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ ¯°®¤®«¦¨²¼ ¢«®¦¥¨¥ S ,! Im «¨¥©®   ª ¦¤®¬±¨¬¯«¥ª±¥ ²°¨ £³«¿¶¨¨ K ¤® ¢«®¦¥¨¿ Pn ,! Im (ª®²®°®¥ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ª³±®·® «¨-¥©»¬ ®²®¡° ¦¥¨¥¬). �  °¨±³ª¥ ¨§®¡° ¦¥® ½²® ¢«®¦¥¨¥ ¢ ±«³· ¥ n = 2, m = 3 (²°¥³£®«¼¨ª¢ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¢ ²°¥µ¬¥°»© ª³¡).
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�³±²¼ v | ¥ª®²®° ¿ ¢¥°¸¨  ¬®£®£° ¨ª  Pn. �®£¤  ¢ v ±µ®¤¿²±¿ n £° ¥© Fn�1i1 ; : : : ; Fn�1inª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨. �®±²°®¥®¥  ¬¨ ¢«®¦¥¨¥ ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢®¬:�³¡ Inv � Pn ®²®¡° ¦ ¥²±¿   n-¬¥°³¾ £° ¼ ª³¡  Im, ¢»¤¥«¿¥¬³¾ m� n ³° ¢¥¨¿¬¨xj = 1, j =2 fi1; : : : ; ing (5)� ª¨¬ ®¡° §®¬  ¬¨ ¯®±²°®¥® ¢«®¦¥¨¥ Pn ,! Im ± ²°¥¡³¥¬»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨. ��¥¬¬  2.3. �¨±«® ck £° ¥© (ª³¡®¢) ° §¬¥°®±²¨ k ª³¡¨·¥±ª®£® ª®¬¯«¥ª±  C, ¯®±²°®¥®£® ¢¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬¥ ¤«¿ ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  Pn, ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥ck = n�kXi=0 fn�i�1�n� ik � = fn�1�nk�+ fn�2�n� 1k �+ : : :+ fk�1;§¤¥±¼ (f0; : : : ; fn�1) | f-¢¥ª²®° Pn, f�1 = 1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²® ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® k-¬¥°»¥ £° ¨ ª³¡¨·¥±ª®£® ª®¬¯«¥ª±  C  µ®¤¿²±¿ ¢®¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ¯ ° ¬¨ ¢«®¦¥»µ £° ¥© F i1 � F i+k2 ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª Pn (±¬. ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 2.2). �2.2. �²°³ª²³°  £« ¤ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿   ZP ¨ ½ª¢¨¢ °¨ ²®¥ ¢«®¦¥¨¥¢ C m .� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±² ¤ °²»© ¯®«¨¤¨±ª (D2)m � Cm :(D2)m = f(z1; : : : ; zm) 2 Cm : jzij 6 1g:�  (D2)m ¨¤³¶¨°³¥²±¿ ¨§ Cm ±² ¤ °²®¥ ¤¨ £® «¼®¥ ¤¥©±²¢¨¥ ²®°  Tm. �°®±²° ±²¢®¬ ®°¡¨²½²®£® ¤¥©±²¢¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ª³¡ Im. �±®¢»¬ °¥§³«¼² ²®¬ ½²®£® ¯³ª²  ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ �¥®°¥¬  2.4. �³±²¼ Pn | ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ª ± m £° ¿¬¨ ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨. �°®±²° -±²¢® ZP ¨¬¥¥² ª ®¨·¥±ª³¾ ±²°³ª²³°³ £« ¤ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿ ° §¬¥°®±²¨ m + n, ¤«¿ ª®-²®°®© ¤¥©±²¢¨¥ Tm ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª¨¬. �°®¬¥ ²®£®, ¨¬¥¥²±¿ Tm-½ª¢¨¢ °¨ ²®¥ ¢«®¦¥¨¥ie : ZP ,! (D2)m � Cm . 11



�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±¨«³ ²¥®°¥¬» 2.2 ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²® Pn ¯°¥¤±² ¢«¥ ¢ ¢¨¤¥ ®¡º¥¤¨¥¨¿n-¬¥°»µ ª³¡®¢ In ¢ ª®«¨·¥±²¢¥, ° ¢®¬ ·¨±«³ ¢¥°¸¨ Pn. �³±²¼ � : ZP ! Pn | ¯°®¥ª¶¨¿  ¯°®±²° ±²¢® ®°¡¨². �®£¤  ¨§ ª®±²°³ª¶¨¨ ZP ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ª³¡  In ¬» ¨¬¥¥¬��1(In) = (D2)n � Tm�n, £¤¥ (D2)n | ¯®«¨¤¨±ª ¢ C n ±® ±² ¤ °²»¬ ¤¥©±²¢¨¥¬ ²®°  Tn. �²±¾¤ ±«¥¤³¥², ·²® ZP ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ®¡º¥¤¨¥¨¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¢¨¤  (D2)n � Tm�n, ª®²®°»¥±ª«¥¨¢ ¾²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ¥ª®²®°»µ ®²®¦¤¥±²¢«¥¨© ¨µ £° ¨¶. � ª¨¬ ®¡° §®¬ ZP ¯°¨®¡°¥² ¥²±²°³ª²³°³ £« ¤ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿ ± £« ¤ª¨¬ ¤¥©±²¢¨¥¬ Tm.�¥¯¥°¼ ¡³¤¥¬ ±²°®¨²¼ ½ª¢¨¢ °¨ ²®¥ ¢«®¦¥¨¥ ZP ,! (D2)m. � ³¬¥°³¥¬, ª ª ¨ ¢»¸¥, £° ¨Pn ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ ª ª Fn�11 ; : : : ; Fn�1m . �§ ±ª § ®£® ¢»¸¥ ±«¥¤³¥², ·²® ZP ±ª«¥¨¢ ¥²±¿ ¨§¡«®ª®¢ Bv �= (D2)n � Tm�n, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¢¥°¸¨ ¬ v ¬®£®£° ¨ª  Pn. � ¦¤»© ±®¬®¦¨-²¥«¼ ¢¨¤  D2 ¨«¨ T 1 ¢ ¡«®ª¥ Bv ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¥ª®²®°®© £° ¨ Pn ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ ¨ ² ª¨¬®¡° §®¬ ¯°¨®¡°¥² ¥² ¨¤¥ª± i, 1 6 i 6 m (¯°¨ ½²®¬ n ±®¬®¦¨²¥«¥© ¢¨¤ D2 ¯®«³· ¾² ¨¤¥ª±», ±®-®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ £° ¿¬, ±®¤¥°¦ ¹¨¬ ¢¥°¸¨³ v,   ¨¤¥ª±» ±®¬®¦¨²¥«¥© ¢¨¤  T 1 ±®®²¢¥²±²¢³¾²®±² «¼»¬ £° ¿¬). � ±±¬®²°¨¬ ¯®«¨¤¨±ª (D2)m ¨ § ³¬¥°³¥¬ ±®¬®¦¨²¥«¨ D2 � (D2)m ¯°®¨§-¢®«¼»¬ ®¡° §®¬. �¥¯¥°¼ ¢«®¦¨¬ ª ¦¤»© ¡«®ª Bv � ZP ¢ (D2)m ² ª, ·²® ª ¦¤»© ±®¬®¦¨²¥«¼T 1 � Bv ¨ D2 � Bv ¢ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¢ D2 � (D2)m ± ²¥¬ ¦¥ ¨¤¥ª±®¬. �·¥¢¨¤®, ·²®  ¡®° ² ª¨µ¢«®¦¥¨© Bv ,! (D2)m ®¯°¥¤¥«¿¥² ½ª¢¨¢ °¨ ²®¥ ¢«®¦¥¨¥ ZP ,! (D2)m. ��¥¬¬  2.5. �ª¢¨¢ °¨ ²®¥ ¢«®¦¥¨¥ ie : ZP ,! (D2)m � Cm , ¯®±²°®¥®¥ ¢ ²¥®°¥¬¥ 2.4 ¨-¤³¶¨°³¥²±¿ ¨§ ±² ¤ °²®£® ¤¥©±²¢¨¿ ²®°    (D2)m ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ¢«®¦¥¨¿ iP : Pn ,! Im,¯®±²°®¥®£® ¢ ²¥®°¥¬¥ 2.2. �²® ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥© ª®¬¬³² ²¨¢®© ¤¨ £° ¬¬®©:ZP ie����! (D2)m??y ??yPn iP����! Im:�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¢«®¦¥¨¥ ¢ Im £° ¨ In, § ¤ ®© m� n ³° ¢¥¨¿¬¨ ¢¨¤ xj = 1, ¨¤³¶¨°³¥² ½ª¢¨¢ °¨ ²®¥ ¢«®¦¥¨¥ ¢ (D2)m ¯°®±²° ±²¢  ¢¨¤  (D2)n � Tm�n. �®£¤ ¤®ª §»¢ ¥¬®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ±«¥¤³¥² ¨§ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ZP ¢ ¢¨¤¥ ®¡º¥¤¨¥¨¿ ¡«®ª®¢ Bv �= (D2)n �Tm�n ¨ ±¢®©±²¢  (5) ¢«®¦¥¨¿ iP : Pn ,! Im. ��«®¦¥¨¥ ie : ZP ,! (D2)m � Cm , ¯®±²°®¥®¥ ¢»¸¥, ¯®§¢®«¿¥² ±¢¿§ ²¼ ¬®£®®¡° §¨¥ ZP ±®¤®© ª®±²°³ª¶¨¥©, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¢ ²¥®°¨¨  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ²®°¨·¥±ª¨µ ¬®£®®¡° §¨©. �¨¦¥¬» ®¯¨¸¥¬ ½²³ ª®±²°³ª¶¨¾, ±«¥¤³¿ [2].�³±²¼ Pn | ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ª ± m £° ¿¬¨ ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨. �¢¥¤¥¬ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥Cm ª®®°¤¨ ²» z1; : : : ; zm, ª®²®°»¥, ª ª ¨ ¢»¸¥,  µ®¤¿²±¿ ¢® ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¨± £° ¿¬¨ Pn ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.6. � ¡®° £° ¥© ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ P = fFi1 ; : : : ; Fipg � F  §»¢ ¥²±¿ ¯°¨¬¨-²¨¢»¬, ¥±«¨ Fi1 \ : : :\Fip = ?, ® ¤«¿ «¾¡®£® k, 0 6 k < p, ª ¦¤®¥ k-½«¥¬¥²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢®P ¨¬¥¥² ¥¯³±²®¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¥. � ¤¢®©±²¢¥»µ ®¡®§ ·¥¨¿µ  ¡®° ¢¥°¸¨ P = fvi1 ; : : : ; vipg±¨¬¯«¨¶¨ «¼®£® ª®¬¯«¥ª±  KP , ¤¢®©±²¢¥®£® ª £° ¨¶¥ Pn,  §»¢ ¥²±¿ ¯°¨¬¨²¨¢»¬, ¥±«¨fvi1 ; : : : ; vipg ¥ ¯®°®¦¤ ¥² ±¨¬¯«¥ª±, ® ¤«¿ «¾¡®£® k, 0 6 k < p, ª ¦¤®¥ k-½«¥¬¥²®¥ ¯®¤¬®-¦¥±²¢® P ¯®°®¦¤ ¥² ±¨¬¯«¥ª± KP . 12



�³±²¼ ²¥¯¥°¼ P = fFi1 ; : : : ; Fipg | ¥ª®²®°»© ¯°¨¬¨²¨¢»©  ¡®° £° ¥© Pn. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§A(P) ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ° §¬¥°®±²¨ (m� p) ¢ Cm , ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ³° ¢¥¨¿¬¨zi1 = : : : = zip = 0: (6)� ª ª ª ¢ ª ¦¤»© ¯°¨¬¨²¨¢»©  ¡®° ¢µ®¤¨² ¬¨¨¬³¬ ¤¢¥ £° ¨, ª®° §¬¥°®±²¼ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ A(P) ¥ ¬¥¼¸¥ ¤¢³µ.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.7. �¯°¥¤¥«¨¬ § ¬ª³²®¥  «£¥¡° ¨·¥±ª®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® A(Pn) ¢ Cm ª ªA(Pn) =[P A(P);£¤¥ ®¡º¥¤¨¥¨¥ ¡¥°¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ ¯°¨¬¨²¨¢»¬  ¡®° ¬ £° ¥© Pn. �®«®¦¨¬U(Pn) = Cm nA(Pn):� ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ U(Pn) ¬» ¬®¦¥¬ ³¤ «¨²¼ ¨§ Cm ¢±¥ ¯«®±ª®±²¨ ¢¨¤  (6), ±®-®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥  ¡®° ¬ £° ¥© ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ fFi1 ; : : : ; Fipg, ¨¬¥¾¹¨¬ ¯³±²®¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¥,  ¥ ²®«¼ª® ¯«®±ª®±²¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯°¨¬¨²¨¢»¬  ¡®° ¬. � ¬¥²¨¬ ² ª¦¥, ·²® ®²ª°»²®¥¬®¦¥±²¢® U(Pn) � Cm , ®·¥¢¨¤®, ¨¢ °¨ ²® ®²®±¨²¥«¼® ¤¥©±²¢¨¿ (C � )m   Cm .�§ ±¢®©±²¢  (5) ¢»²¥ª ¥², ·²® ®¡° § ZP ¯°¨ ¢«®¦¥¨¨ ie : ZP ! Cm (±¬. ²¥®°¥¬³ 2.4) ¥¯¥°¥±¥ª ¥²±¿ ± A(Pn),   § ·¨², ie(ZP ) � U(Pn).� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²¨¢³¾ £°³¯¯³Rm+ = f(�1; : : : ; �m) 2 Rn j �i > 0g:�²  £°³¯¯  ¤¥©±²¢³¥²   Rm £®¬®²¥²¨¿¬¨ (½«¥¬¥² (�1; : : : ; �m) 2 Rm+ ¯¥°¥¢®¤¨² (x1; : : : ; xm) 2 Rm¢ (�1x1; : : : ; �mxm)). �¬¥¥²±¿ ¨§®¬®°´¨§¬ exp : Rm ! Rm+  ¤¤¨²¨¢®© ¨ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²¨¢®© £°³¯-¯», ª®²®°»© ¯¥°¥¢®¤¨² ¢¥ª²®° ¢ ¯®°®¦¤ ¥¬³¾ ¨¬ £®¬®²¥²¨¾. �¢¥¤¥¬ ¡ §¨± e1; : : : ; em ¢ ¯°®±²° -±²¢¥ Rm , ½«¥¬¥²» ª®²®°®£® ±®®²¢¥²±²¢³¾² £¨¯¥°£° ¿¬ Pn.� ± ¡³¤³² ¨²¥°¥±®¢ ²¼ ¯®¤£°³¯¯» Rm�n+ � Rm+ ° £  m�n. � ¦¤ ¿ ² ª ¿ ¯®¤£°³¯¯  § ¤ ¥²±¿(m� n) «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨ wi = w1ie1 + : : :+wmiem 2 Rm , 1 6 i 6 m� n, ¯®°®¦¤ -¾¹¨¬¨ (m � n) ¥§ ¢¨±¨¬»µ £®¬®²¥²¨©. �°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯®¤£°³¯¯  Rm�n+ ¯®°®¦¤¥  (m � n)®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ¯®¤£°³¯¯ ¬¨awi : R+ ! Rm+ ; t! (tw1i ; : : : ; twmi):�¢¥¤¥¬ m� (m� n)-¬ ²°¨¶³ 0@w11 : : : w1;m�n: : : : : : : : :wm1 : : : wm;m�n1A ; (7)±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ ¯®¤£°³¯¯¥ Rm�n+ . �°¥¤¬¥²®¬ ®±®¡®£® ¨²¥°¥±  ¤«¿  ± ¡³¤³² ¿¢«¿²¼±¿ ¯®¤£°³¯-¯» Rm�n+ , ®¡« ¤ ¾¹¨¥ ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢®¬:�±¥ ¬ ª±¨¬ «¼»¥ ¬¨®°» ¬ ²°¨¶» (7), ¯®«³· ¥¬»¥ ³¤ «¥¨¥¬ ±²°®ª ± ®¬¥° ¬¨, ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ £¨¯¥°£° ¿¬ ¬®£®£° ¨ª , ±µ®¤¿¹¨¬±¿ ¢ ®¤®© ¢¥°¸¨¥, ¥ ®¡° ¹ ¾²-±¿ ¢ ³«¼. (8)13



�®¦¥±²¢® ² ª¨µ ¬ ²°¨¶ (¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¯®¤£°³¯¯ Rm�n+ � Rm ) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ®²ª°»-²®¥ ¢±¾¤³ ¯«®²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¢ ¬®£®®¡° §¨¨ �²¨´¥«¿ ¢±¥µm�(m�n)-¬ ²°¨¶ ¯®«®£® ° £ .�²¨ ¬ ²°¨¶» ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ¤«¿  ± ¨²¥°¥± ¡« £®¤ °¿ ±«¥¤³¾¹¥© ²¥®°¥¬¥.�¥®°¥¬  2.8. �¾¡ ¿ ¯®¤£°³¯¯  Rm�n+ � Rm+ , ®¡« ¤ ¾¹ ¿ ±¢®©±²¢®¬ (8), ±¢®¡®¤® ¤¥©±²¢³¥²   «£¥¡° ¨·¥±ª®¬ ¬®¦¥±²¢¥ U(Pn) � Cm (±¬. ®¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.7). �°¨ ½²®¬ ¤«¿ «¾¡®© ² ª®© ¯®¤-£°³¯¯» ª®¬¯®§¨¶¨¿ ¢«®¦¥¨¿ ie ¨ ¯°®¥ª¶¨¨   ¯°®±²° ±²¢® ®°¡¨² ZP ! U(Pn)! U(Pn)=Rm�n+¿¢«¿¥²±¿ £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®·ª  Cm ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ¥²°¨¢¨ «¼»© ±² ¡¨«¨§ ²®° ®²®±¨²¥«¼® ¤¥©±²¢¨¿¯®¤£°³¯¯» ¢¨¤  Rm�n+ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ®  ¨¬¥¥² µ®²¿ ¡» ®¤³ ³«¥¢³¾ ª®®°¤¨ ²³. �¤- ª® ¢ ±¨«³ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¬®¦¥±²¢  U(Pn) ¥±«¨ ²®·ª  ¨§ ½²®£® ¬®¦¥±²¢  ¨¬¥¥² ¥ª®²®°»¥ ³«¥¢»¥ª®®°¤¨ ²», ²® ½²¨ ª®®°¤¨ ²» ±®®²¢¥²±²¢³¾² £¨¯¥°£° ¿¬ Pn, ¨¬¥¾¹¨¬ ¥¯³±²®¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¥(².¥. µ®²¿ ¡» ®¤³ ®¡¹³¾ ¢¥°¸¨³). �³±²¼ fi1; : : : ; ing|  ¡®° ¨¤¥ª±®¢ £¨¯¥°£° ¥©, ±µ®¤¿¹¨µ±¿¢ ¥ª®²®°®© ¢¥°¸¨¥, ¨ ¢®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ²®·ª³ p 2 U(Pn), ³ ª®²®°®© ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ª®-®°¤¨ ²» ¬®£³² ®¡° ¹ ²¼±¿ ¢ ³«¼. �®£¤  ½²  ²®·ª  ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ¥²°¨¢¨ «¼»© ±² ¡¨«¨§ ²®°®²®±¨²¥«¼® ¤¥©±²¢¨¿ Rm�n+ , ²®«¼ª® ¥±«¨ ª ª ¿-²® «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¢¥ª²®°®¢ w1; : : : ; wm�n«¥¦¨² ¢ ª®®°¤¨ ²®¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥,  ²¿³²®¬   ¢¥ª²®°» ei1 ; : : : ; ein . �¤ ª® ½²®£® ¡»²¼ ¥¬®¦¥², ¥±«¨ Rm�n+ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±¢®©±²¢³ (8). � ª¨¬ ®¡° §®¬, £°³¯¯  Rm�n+ , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ (8),¤¥©±²¢³¥²   U(Pn) ±¢®¡®¤®.�¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬ ¢²®°³¾ · ±²¼ ²¥®°¥¬». � °¿¤³ ± ¢«®¦¥¨¥¬ ie : ZP ! (D2)m � Cm ¨§ ²¥-®°¥¬» 2.4 ¬» ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¢«®¦¥¨¿¬¨ iP : Pn ! Im � Rm ¨§ ²¥®°¥¬» 2.2. � ¬ ¤®±² ²®·®¤®ª § ²¼, ·²® ª ¦¤ ¿ ®°¡¨²  ¤¥©±²¢¨¿ £°³¯¯» Rm�n+   U(Pn) ¯¥°¥±¥ª ¥² ®¡° § ie(ZP ) ¢ ¥¤¨-±²¢¥®© ²®·ª¥. � ±¨«³ ½ª¢¨¢ °¨ ²®±²¨ ¢«®¦¥¨¿ ie ½²® ½ª¢¨¢ «¥²® ²®¬³, ·²® (m� n)-¬¥°®¥¯®¤¯°®±²° ±²¢®,  ²¿³²®¥   ¢¥ª²®°» w1; : : : ; wm�n,  µ®¤¨²±¿ ¢ ®¡¹¥¬ ¯®«®¦¥¨¨ ± ª ¦¤®© ¨§n-¬¥°»µ £° ¥© ª³¡  Im,   ª®²®°»¥ ®²®¡° ¦ ¥²±¿ ¬®£®£° ¨ª Pn ¯°¨ ¢«®¦¥¨¨ iP (±¬. (5)).�® ½²® ¥±²¼ ¢ ²®·®±²¨ ±¢®©±²¢® (8). ��²  ²¥®°¥¬  ² ª¦¥ ¤ ¥²  ¬ ¥¹¥ ®¤® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²®£®, ·²® ZP ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª¨¬ ¬®£®-®¡° §¨¥¬. �°®¬¥ ²®£®, ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�¥¬¬  2.9. �³¹¥±²¢³¥² £« ¤ª®¥ ½ª¢¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ ẐP � U(Pn) � Cm ± ²°¨-¢¨ «¼»¬ ®°¬ «¼»¬ ° ±±«®¥¨¥¬, ¤«¿ ª®²®°®£® ª®¬¯®§¨¶¨¿ ®²®¡° ¦¥¨© ẐP ! U(Pn) !U(Pn)=Rm�n+ ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¬. � ¦¤®¥ ² ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ª ®¨·¥±ª¨ £®¬¥®¬®°´®ZP .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ Rm�n+ � Rm+ | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ¯®¤£°³¯¯ , § ¤ ¢ ¥¬ ¿  ¡®°®¬ ¢¥ª²®°®¢w1; : : : ; wm�n, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾ (8). � ±±¬®²°¨¬ (m � n) ¬ «»µ ±¤¢¨£®¢ ®¡° §  ie(ZP )¢¤®«¼  ¯° ¢«¥¨© w1; : : : ; wm�n. � ª ±«¥¤³¥² ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬», ½²¨ ±¤¢¨£¨ § ¤ ¾² (m�n)¥§ ¢¨±¨¬»µ ±¥·¥¨© ®°¬ «¼®£® ° ±±«®¥¨¿, ª®²®°®¥ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ²°¨¢¨ «¼»¬. ��°¨¬¥° 2.10. � ±±¬®²°¨¬ Pn = �n (±¬. n-¬¥°»© ±¨¬¯«¥ª±). � ½²®¬ ±«³· ¥ «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²®m = n + 1, U(Pn) = C n+1 n f0g ¨ ¢ ª ·¥±²¢¥ Rm�n+ ¬®¦® ¢§¿²¼ R+ ± ¤¨ £® «¼»¬ ¤¥©±²¢¨¥¬  C n+1 . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ZP = S2n+1 (½²® ² ª¦¥ ¬®¦® ¢»¢¥±²¨ ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ 1.6).�¢®©±²¢® (8) § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ª®¬¡¨ ²®°®© ±²°³ª²³°» ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  Pn. � ²® ¦¥¢°¥¬¿ ¬ ²°¨¶» (7), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ±¢®©±²¢³ (8), ¬®¦® ±²°®¨²¼ ¨±µ®¤¿ ¨§ ± ¬®£® ¬®£®£° ¨ª Pn, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ª ª ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¢ Rn . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¬®£®£° ¨ª Pn14



§ ¤ ¥²±¿ ª ª ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª x 2 Rn , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µm «¨¥©»¬ ¥° ¢¥±²¢ ¬ hvi; xi 6 ai, 1 6i 6 m, £¤¥ vi � (Rn )� | ¯° ¢«¿¾¹¨¥ (¨«¨ ®¯®°»¥) (ª®)¢¥ª²®°» £¨¯¥°£° ¥©,   ai 2 R | ®¯®°»¥·¨±« . �®¦¥±²¢®  ¡®°®¢ (�1; : : : ; �m), ¤«¿ ª®²®°»µ �1v1+: : :+�mvm = 0, ®¡° §³¥² (m�n)-¬¥°®¥¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¢ Rm . �»¡¥°¥¬ ¡ §¨± wi = (w1i; : : : ; wmi), 1 6 i 6 m�n, ¢ ½²®¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ ¨®¡° §³¥¬ ¬ ²°¨¶³ (7). �®£¤  «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ½²  ¬ ²°¨¶  ®¡« ¤ ¥² ±¢®©±²¢®¬ (8). �¥©±²¢¨²¥«¼®,° ±±¬®²°¨¬ ¬¨®° ½²®© ¬ ²°¨¶», ¯®«³· ¥¬»© ¢»·¥°ª¨¢ ¥¨¥¬ ±²°®ª ± ®¬¥° ¬¨ i1; : : : ; in, £¤¥v = Fi1 \ : : : \ Fin ¤«¿ ¥ª®²®°®© ¢¥°¸¨» v 2 Pn. �±«¨ ½²®² ¬¨®° ° ¢¥ ³«¾, ²® ¥ª®²®° ¿¥²°¨¢¨ «¼ ¿ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¢¥ª²®°®¢ vi1 ; : : : ; vin ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼. �® ½²®£® ¡»²¼ ¥¬®¦¥², ² ª ª ª ¢ ±¨«³ ²®£®, ·²® ¬®£®£° ¨ª Pn ¯°®±²®©,  ¡®° ®¯®°»µ ª®¢¥ª²®°®¢ £¨¯¥°£° ¥©,±µ®¤¿¹¨µ±¿ ¢ ®¤®© ¢¥°¸¨¥, ®¡° §³¥² ¡ §¨± ¢ Rn .�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ¢¥°¸¨» ¬®£®£° ¨ª  Pn ¿¢«¿¾²±¿ ²®·ª ¬¨ ¶¥«®·¨±«¥®© °¥¸¥²ª¨ Zn � Rn .� ª®© ¶¥«®·¨±«¥»© ¬®£®£° ¨ª Pn ®¯°¥¤¥«¿¥² ¥ª®²®°®¥ ¯°®¥ª²¨¢®¥ ²®°¨·¥±ª®¥ ¬®£®®¡° -§¨¥ M2n (±¬. [9]). � ª ·¥±²¢¥  ¯° ¢«¿¾¹¨µ ª®¢¥ª²®°®¢ £¨¯¥°£° ¥© Pn ¢»¡¥°¥¬ ¬¨¨¬ «¼»¥¶¥«®·¨±«¥»¥ ¢¥ª²®°» vi. �®£¤  ²®°¨·¥±ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ M2n ¿¢«¿¥²±¿ ¥®±®¡»¬, ¥±«¨ ¤«¿ «¾-¡®© ¢¥°¸¨» v = Fi1\: : :\Fin ¢¥ª²®°» vi1 ; : : : ; vin ®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ Zn. � ½²®¬ ±«³· ¥   ¬®¦¥±²¢¥U(Pn) ±¢®¡®¤® ¤¥©±²¢³¥² ¥ ²®«¼ª® ¯®¤£°³¯¯  Rm�n+ � Rm+ , ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ¢¥ª²®°®¢ vi¢»¸¥, ® ¨   «®£¨·® ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿ ¯®¤£°³¯¯  D �= (C � )m�n � (C � )m, ¨§®¬®°´ ¿ (C � )m�n. �®°¨-·¥±ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥M2n ²®£¤  ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²° ±²¢®¬ ®°¡¨² U(Pn)=D (±¬. [2]). � ª¨¬ ®¡° §®¬,¤«¿ «¾¡®£® ²®°¨·¥±ª®£® M2n ¨¬¥¥²±¿ ª®¬¬³² ²¨¢ ¿ ¤¨ £° ¬¬ U(Pn) Rm�n+����! ZP(C� )m�n??y ??yTm�nM2n M2n:�§ °¥§³«¼² ²®¢, ¨§«®¦¥»µ ¢»¸¥ ¢»²¥ª ¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®© ¯®¤£°³¯¯» Rm�n+ , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾-¹¥© (8), U(Pn) £®¬¥®¬®°´® ZP � Rm�n+ . �®½²®¬³ °¥§³«¼² ²» ® ª®£®¬®«®£¨¿µ ZP , ¯®«³·¥»¥¨¦¥, ¢ ° ¢®© ±²¥¯¥¨ ®²®±¿²±¿ ¨ ª U(Pn).2.3. �®¬®²®¯¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  ZP ¨ BTP .�»  ·¥¬ ± ¤¢³µ ¯°®±²»µ ³²¢¥°¦¤¥¨©.�¥¬¬  2.11. �³±²¼ Pn ¯°¥¤±² ¢«¥ ¢ ¢¨¤¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¤¢³µ ¯°®±²»µ ¬®£®£° ¨ª®¢: Pn =Pn11 � Pn22 . �®£¤  ZP = ZP1 �ZP2 .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²® ±«¥¤³¥² ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ZP :ZP = (Tm � Pn)=�= ((Tm1 � Pn1)=�)� ((Tm2 � Pn2)=�) = ZP1 �ZP2 : ��«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ² ª¦¥ «¥£ª® ¢»²¥ª ¥² ¨§ ª®±²°³ª¶¨¨ ZP�¥¬¬  2.12. �³±²¼ Pn11 � Pn | £° ¼ ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  Pn (²®£¤  Pn11 , ®·¥¢¨¤® ²®¦¥¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²»¬ ¬®£®£° ¨ª®¬). �®£¤  ZP1 ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥¬ ZP . �� «¥¥ ¬» ¤«¿ «¾¡®£® ¯®«¨½¤° «¼®£® ª®¬¯«¥ª±  Pn ¢¢¥¤¥¬ ¢ BTP ª ®¨·¥±ª³¾ ±²°³ª²³°³ª«¥²®·®£® ª®¬¯«¥ª± . 15



�¢¥¤¥¬ ¢ BTm = (CP1 )m ±² ¤ °²³¾ ª«¥²®·³¾ ±²°³ª²³°³ (².¥. ª ¦¤®¥ CP1 ¨¬¥¥² ¯®®¤®© ª«¥²ª¥ ¢ ª ¦¤®© ·¥²®© ° §¬¥°®±²¨). �°¨ ½²®¬ ¤«¿  «£¥¡°» ª«¥²®·»µ ª®¶¥¯¥© C�(BTm)¬» ¨¬¥¥¬ C�(BTm) = H�(BTm) = k[v1; : : : ; vm].�¥®°¥¬  2.13. �³±²¼ P | ¯°®¨§¢®«¼»© ¯°®±²®© ¯®«¨½¤° «¼»© ª®¬¯«¥ª±, ¨¬¥¾¹¨© m £° -¥© ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨. �°®±²° ±²¢® BTP ¬®¦¥² ¡»²¼ °¥ «¨§®¢ ® ª ª ª«¥²®·»© ¯®¤-ª®¬¯«¥ª± ¢ BTm, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨© ±®¡®© ®¡º¥¤¨¥¨¥ ª«¥²®·»µ ¯®¤ª®¬¯«¥ª±®¢ BT ki1;::: ;ik ¯®¢±¥¬ ±¨¬¯«¥ª± ¬ � = (i1; : : : ; ik) ¤¢®©±²¢¥®£® ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®£® ª®¬¯«¥ª±  KP . �°¨ ½²®¬C�(BTP ) = H�(BTP ) = k(P ), ¨ ¢«®¦¥¨¥ i : BTP ,! BTm ¨¤³¶¨°³¥² ½¯¨¬®°´¨§¬ C�(BTm) =k[v1; : : : ; vm]! k(P ) = C�(BTP ).�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ±¨¬¯«¨¶¨ «¼»© ª®¬¯«¥ª± K ± m ¢¥°¸¨ ¬¨, ¤¢®©±²¢¥»© ª £° -¨¶¥ ¯°®±²®£® ¯®«¨½¤° «¼®£® ª®¬¯«¥ª±  P . � ±¨«³ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯°®±²»µ ¯®«¨½¤° «¼»µ ª®¬¯«¥ª-±®¢ ¬» ¬®¦¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® P ¿¢«¿¥²±¿ ª®³±®¬  ¤ ¡ °¨¶¥²°¨·¥±ª¨¬ ¯®¤° §¤¥«¥¨¥¬ K ± ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ° §¡¨¥¨¥¬   £° ¨. �» ¡³¤¥¬ ±²°®¨²¼ ¢«®¦¥¨¥ i : BTP ,! BTm ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ¨-¤³ª¶¨¨ ¯® ° §¬¥°®±²¨ K. �±«¨ dimK = 0, ²® K ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©  ¡®° ¨§ m ¢¥°¸¨ v1; : : : ; vm¨ P | ª®³±  ¤ K. � ½²®¬ ±«³· ¥ BTP | ¡³ª¥² ¨§ m ª®¯¨© CP1 ¨ ¨¬¥¥²±¿ ®·¥¢¨¤®¥ ¢«®¦¥¨¥i : BTP ! BTm = (C P1 )m. � ° §¬¥°®±²¨ ³«¼ C�(BTP ) ¥±²¼ ¯°®±²® k,   ¢ ° §¬¥°®±²¿µ > 1 ½²  «£¥¡°  ¨§®¬®°´  k[v1] � � � � � k[vm]. � ª¨¬ ®¡° §®¬, C�(BTP ) = k[v1; : : : ; vm]=I , £¤¥ I | ¨¤¥ «,¯®°®¦¤¥»© ¢±¥¬¨ ¬®®¬ ¬¨ ±²¥¯¥¨ > 2 ¡¥§ ª¢ ¤° ²®¢ ¨ i� | ¯°®¥ª¶¨¿   ´ ª²®°-ª®«¼¶®. �² ª,¢ ±«³· ¥ dimK = 0 ²¥®°¥¬  ¢¥° .�³±²¼ ²¥¯¥°¼ dimK = k�1. �® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨¤³ª¶¨¨ ²¥®°¥¬  ¢¥°  ¤«¿ (k�2)-®±²®¢ K 0 �K ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¥¬³ ¯°®±²®£® ¯®«¨½¤° «¼®£® ª®¬¯«¥ª±  P 0, ².¥. i�C�(BTm) = C�(BTP 0) =k(K 0) = k[v1; : : : ; vm]=I 0. �³¤¥¬ ¤®¡ ¢«¿²¼ (k � 1)-±¨¬¯«¥ª±» ¯® ®·¥°¥¤¨. �®¡ ¢«¥¨¥ ªK 0 ±¨¬¯«¥ª± �k�1 ± ¢¥°¸¨ ¬¨ vi1 ; : : : ; vik ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯°¨±®¥¤¨¥¨¾ ª BTP 0 � BTm ¢±¥µ ª«¥²®ª ª«¥²®·®£®¯®¤ª®¬¯«¥ª±  BT ki1;::: ;ik = BT 1i1 � : : : � BT 1ik � BTm. �°¨ ½²®¬ ¿±®, ·²® C�(BTP 0 [ BT ki1;::: ;ik ) =k(K 0 [ �k�1) = k[v1; : : : ; vm]=I , £¤¥ I � I 0 ¨ I 0=I = (vi1vi2 : : : vik ). �°®¬¥ ²®£®, ¥±«¨ i : BTP 0 [BT ki1;::: ;ik ,! BTm | ¥±²¥±²¢¥®¥ ¢«®¦¥¨¥, ²® i� | ¯°®¥ª¶¨¿   ´ ª²®°-ª®«¼¶®. �� · ±²®±²¨, ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® ¢ ±«³· ¥ KP = �m�1 (²®£¤  P = Rm+ ) ¬» ¨¬¥¥¬ BTP = BTm.� «¥¥ ¬» ¨±¯®«¼§³¥¬ ª«¥²®·³¾ ±²°³ª²³°³ BTP ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ £®¬®²®¯¨·¥±ª¨µ £°³¯¯ ¯°®-±²° ±²¢ BTP ¨ ZP . �°®±²®© ¯®«¨½¤° «¼»© ª®¬¯«¥ª± Pn ± m £° ¿¬¨ ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨  -§»¢ ¥²±¿ q-±¬¥¦®±²»¬, ¥±«¨ (q � 1)-®±²®¢ ¤¢®©±²¢¥®£® ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®£® ª®¬¯«¥ª±  Kn�1P ±®-¢¯ ¤ ¥² ± (q � 1)-®±²®¢®¬ (m� 1)-¬¥°®£® ±¨¬¯«¥ª±  (½²® ®§ · ¥², ·²® «¾¡»¥ q £° ¥© Pn ª®° §-¬¥°®±²¨ ®¤¨ ¨¬¥¾² ¥¯³±²®¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¥). � ¬¥²¨¬, ·²® «¾¡®© ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ª ¿¢«¿¥²±¿1-±¬¥¦®±²»¬.�¥®°¥¬  2.14. �«¿ «¾¡®£® ¯°®±²®£® ¯®«¨½¤° «¼®£® ª®¬¯«¥ª±  Pn ± m £° ¿¬¨ ª®° §¬¥°®±²¨®¤¨ ¨¬¥¾² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¨¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿:1) �1(ZP ) = �1(BTP ) = 0;2) �2(ZP ) = 0; �2(BTP ) = Zm;3) �q(ZP ) = �q(BTP ) ¯°¨ q > 3;4) ¥±«¨ Pn ¿¢«¿¥²±¿ q-±¬¥¦®±²»¬, ²® �i(ZP ) = 0 ¯°¨ i < 2q + 1,   �2q+1(ZP ) | ±¢®¡®¤ ¿ ¡¥«¥¢  £°³¯¯ , ®¡° §³¾¹¨¥ ª®²®°®© ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¬®®¬ ¬ vi1 � � � viq+1 2 I (±¬. ®¯°¥¤¥-«¥¨¥ 1.1; ¢ ²¥°¬¨ µ P ½²¨ ¬®®¬» ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¯°¨¬¨²¨¢»¬  ¡®° ¬ £¨¯¥°£° ¥©¤«¨» q + 1). 16



�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®² ´ ª², ·²® �1(BTP ) = 0 ¨ �2(BTP ) = Zm, ±«¥¤³¥² ¨§ ª«¥²®·®© ±²°³ª²³°»BTP , ®¯¨± ®© ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬¥. �«¿ ²®£® ·²®¡» ¢»·¨±«¨²¼ �1(ZP ) ¨ �2(ZP ), ° ±±¬®²°¨¬±«¥¤³¾¹¨© ´° £¬¥² £®¬®²®¯¨·¥±ª®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ° ±±«®¥¨¿ p : BTP ! BTm ±® ±«®¥¬ Z :0 = �3(BTm)! �2(ZP )! �2(BTP ) p��! �2(BTm) ! �1(ZP )! �1(BTP ) = 0k kZm �! Zm�§ ²¥®°¥¬» 2.13 ±«¥¤³¥², ·²® §¤¥±¼ p� ¿¢«¿¥²±¿ ¨§®¬®°´¨§¬®¬, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, �1(ZP ) = �2(ZP ) = 0.�°¥²¼¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥² ¨§ ° ±±¬®²°¥¨¿ ´° £¬¥² �q+1(BTm)! �q(ZP )! �q(BTP )! �q(BTm);¢ ª®²®°®¬ �q(BTm) = �q+1(BTm) = 0 ¯°¨ q > 3. � ª®¥¶, ¨§ ª«¥²®·®© ±²°³ª²³°» BTP ±«¥¤³¥²,·²® ¥±«¨ Pn ¿¢«¿¥²±¿ q-±¬¥¦®±²»¬, ²® ª«¥²®·»© (2q+1)-®±²®¢BTP ±®¢¯ ¤ ¥² ± (2q+1)-®±²®¢®¬BTm. � ª¨¬ ®¡° §®¬, �k(BTP ) = �k(BTm) ¯°¨ k < 2q+1. �¥¯¥°¼ ¯®±«¥¤¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬»±«¥¤³¥² ¨§ ²°¥²¼¥£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¨ ²¥®°¥¬» 2.13. ��¨¤ £®¬®²®¯¨·¥±ª¨µ £°³¯¯ ¯°®±²° ±²¢ ZP ¨ BTP , ®¯¨± »µ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬¥, ¯®§¢®«¿-¥² ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ZP ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¢»¬ ³¡¨¢ ¾¹¨¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ¤«¿ BTP , ².¥. ZP = BTP j3.�²® ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ² ª, ¨, ·²®¡» ³¢¨¤¥²¼ ½²®, ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ª®¬¬³² ²¨¢³¾ ¤¨ -£° ¬¬³ ° ±±«®¥¨©, ¯®«³· ¥¬³¾ ¨§ (3):ZP �ETm ����! ETm??y ??yBTP p����! BTm: (9)� ª ª ª ETm ±²¿£¨¢ ¥¬®, ²® ZP � ETm £®¬®²®¯¨·¥±ª¨ ½ª¢¨¢ «¥²® ZP . � ¤°³£®© ±²®°®», ² ªª ª BTm = K(Zm; 2) ¨ �2(BTP ) = Zm, ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²® ZP �ETm ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°-¢»¬ ³¡¨¢ ¾¹¨¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ¤«¿ BTP . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ZP ¨¬¥¥² £®¬®²®¯¨·¥±ª¨© ²¨¯ ¯¥°¢®£®³¡¨¢ ¾¹¥£® ¯°®±²° ±²¢  ¤«¿ BTP .3. �¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �©«¥¡¥°£ {�³° � ° ¡®²¥ [8] �©«¥¡¥°£®¬ ¨ �³°®¬ ¡»«  ¢¢¥¤¥  ±¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ª®²®° ¿ ®ª § -« ±¼ ¢¥±¼¬  ¯®«¥§®© ¢  ¸¨µ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿µ. � ®¯¨± ¨¨ ½²®© ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨¬» ±«¥¤³¥¬ [15].�³±²¼ �0 = (E0; p0; B0; F ) | ¥ª®²®°®¥ ° ±±«®¥¨¥ �¥°°   ¤ ®¤®±¢¿§®© ¡ §®© B0 ¨ f : B ! B0| ¥¯°¥°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥. �®£¤  ¬» ¬®¦¥¬ ¯®±²°®¨²¼ ¤¨ £° ¬¬³F F??y ??yE ����! E0p??y ??yp0B f����! B0; (10)
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£¤¥ � = (E; p;B; F ) | ¨¤³¶¨°®¢ ®¥ ° ±±«®¥¨¥. �°¨ ½²¨µ ³±«®¢¨¿µ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿²¥®°¥¬ �¥®°¥¬  3.1 (�©«¥¡¥°£{�³°). �³¹¥±²¢³¥² ±¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ª®¬¬³² ²¨¢-»µ  «£¥¡° fEr; drg, ¤«¿ ª®²®°®©1) Er ) H�(E) (±¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±µ®¤¨²±¿ ª ª®£®¬®«®£¨¿¬ E ¢ ®¡»·®¬±¬»±«¥);2) E2 = TorH�(B0)(H�(B); H�(E0)). ��¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �©«¥¡¥°£ {�³°  ¿¢«¿¥²±¿ ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾¢²®°®£® ª¢ ¤° ² , ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ « dr ¯®¢»¸ ¥² ¡¨±²¥¯¥¼   (r; 1 � r). � ±¯¥¶¨ «¼®¬ ±«³· ¥,ª®£¤  B = � | ²®·ª  (²®£¤  E = F | ±«®© �), ¬» ¨¬¥¥¬�«¥¤±²¢¨¥ 3.2. �³±²¼ F ,! E ! B | ¥ª®²®°®¥ ° ±±«®¥¨¥  ¤ ®¤®±¢¿§»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬B. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ±¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ª®¬¬³² ²¨¢»µ  «£¥¡° fEr; drg, ¤«¿ª®²®°®©1) Er ) H�(E);2) E2 = TorH�(B)(H�(E); k). �� ª ·¥±²¢¥ ¯¥°¢®£® ¯°¨¬¥¥¨¿ ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ �©«¥¡¥°£ {�³°  ¬» ¢»·¨-±«¨¬ ª®«¼¶® ª®£®¬®«®£¨© ª¢ §¨²®°¨·¥±ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿ M2n  ¤ ¯°®±²»¬ ¬®£®£° ¨ª®¬ Pn(ª ª ³¦¥ £®¢®°¨«®±¼, ½²®² °¥§³«¼² ² ¡»« ¯®«³·¥ ¢ [7] ¤°³£¨¬¨ ¬¥²®¤ ¬¨). � °¿¤³ ± ¨¤¥ «®¬ I , ¤«¿ª®²®°®£® k(P ) = k[v1; : : : ; vm]=I , ¢¢¥¤¥¬ ¨¤¥ « J � k(P ) ª ª J = (�1; : : : ; �n), £¤¥ �i | ½«¥¬¥²»k(P ), ®¯°¥¤¥«¥»¥ ¢ ²¥®°¥¬¥ 1.13 ¯°¨ ¯®¬®¹¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨ � ¬®£®®¡° §¨¿M2n.� ª ¯®ª §»¢¥² ²¥®°¥¬  1.13, �i = �i1v1+�i2v2+ : : :+�imvm |  «£¥¡° ¨·¥±ª¨ ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ½«¥¬¥-²» ±²¥¯¥¨ 2 ¢ k(P ) ¨ k(P ) | ±¢®¡®¤»© ª®¥·®¬¥°»© ¬®¤³«¼  ¤ k[�1; : : : ; �n]. �°®®¡° § ¨¤¥ « J ¢ k[v1; : : : ; vm] ¿¢«¿¥²±¿ ¨¤¥ «®¬, ¯®°®¦¤¥»¬ �i = �i1v1 + : : :+ �imvm, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¬¨ ª ª½«¥¬¥²» k[v1; : : : ; vm]. �²®² ¯°®®¡° § ¬» ² ª¦¥ ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ J .�¥®°¥¬  3.3. �«¿ «¾¡®£® ª¢ §¨²®°¨·¥±ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿ M2n ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¨© ¨§®¬®°-´¨§¬ ª®«¥¶: H�(M2n) �= k(P )=J = k[v1; : : : ; vm] = I+J:�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ±¯¥ª²° «¼³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �©«¥¡¥°£ {�³°  ° ±±«®¥¨¿M2n �! BTP# # p0� �! BTn�®£¤  ¢ ±¨«³ ²¥®°¥¬» 1.13 ¬» ¨¬¥¥¬ ¬®®¬®°´¨§¬H�(BTn) = k[t1; : : : ; tn] p�0�! H�(BTP ) = k(P );ti �! �i;18



².¥. Im p�0 = k[�1; : : : ; �n] � k(P ). �«¥ E2 ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ �©«¥¡¥°£ {�³° ¨¬¥¥² ¢¨¤ E�;�2 = Tor�;�H�(BTn)(H�(BTP ); k) = Tor�;�k[�1;::: ;�n](k(P ); k):�¤¥±¼ ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ¡¨£° ¤³¨°®¢ »¬ k-¬®¤³«¥¬ (±¬. [13, 15]). �¥°¢ ¿ (\¢¥¸¿¿") £° -¤³¨°®¢ª  ¯°®¨±µ®¤¨² ¨§ ¯°®¥ª²¨¢®© °¥§®«¼¢¥²» H�(BTP ) ª ª H�(BTn)-¬®¤³«¿, ¨±¯®«¼§³¥¬®© ¢®¯°¥¤¥«¥¨¨ ´³ª²®°  Tor. �²®° ¿ (\¢³²°¥¿¿") £° ¤³¨°®¢ª  ¯°®¨±µ®¤¨² ¨§ £° ¤³¨°®¢ª¨ ± ¬¨µH�(BTn)-¬®¤³«¥©, ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ °¥§®«¼¢¥²³; ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬ ¥¥ ¥²°¨¢¨ «¼®© ²®«¼ª® ¢ ·¥²»µ° §¬¥°®±²¿µ (deg �i = 2). � ª ª ª k(P ) | ±¢®¡®¤»© ¬®¤³«¼  ¤ k[�1; : : : ; �n], ²®Tor�;�k[�1;::: ;�n](k(P ); k) = Tor0;�k[�1;::: ;�n](k(P ); k) = k(P )
k[�1;::: ;�n] k = k(P )=J:� ª¨¬ ®¡° §®¬, E0;�2 = k(P )=J ¨ Ep;�2 = 0 ¯°¨ p 6= 0. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® E2 = E1 ¨ H�(M2n) =k(P )=J . ��«¥¤±²¢¨¥ 3.4. H�(M2n) = Tork[�1;::: ;�n](k(P ); k). �4. �»·¨±«¥¨¥ ª®£®¬®«®£¨© ¬®£®®¡° §¨¿ ZP�°¨ ¯®¬®¹¨ ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ �©«¥¡¥°£ {�³°  ¬» ¯®«³· ¥¬ ®¯¨± ¨¥ ª®«¼¶ ª®£®¬®«®£¨© ZP ¢ ²¥°¬¨ µ ª®«¼¶  £° ¥© k(P ) ¨ ² ª¦¥ °¿¤ ¤®¯®«¨²¥«¼»µ °¥§³«¼² ²®¢ ®¡½²¨µ ª®£®¬®«®£¨¿µ ¢ ±«³· ¥, ª®£¤   ¤ ¬®£®£° ¨ª®¬ P ¨¬¥¥²±¿ µ®²¿ ¡» ®¤® ª¢ §¨²®°¨·¥±ª®¥¬®£®®¡° §¨¥. � ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® k | ¯®«¥.4.1. �¤¤¨²¨¢ ¿ ±²°³ª²³°  ª®£®¬®«®£¨© ZP .�«¿ ®¯¨± ¨¿ ª®£®¬®«®£¨© ZP ¬», ¢ ®±®¢®¬, ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±¯¥ª²° «¼³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-®±²¼ �©«¥¡¥°£ {�³°  ° ±±«®¥¨¿ p : BTP ! BTm ±® ±«®¥¬ ZP . �²  ±¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®-¢ ²¥«¼®±²¼ ®¯°¥¤¥«¿¥² ³¡»¢ ¾¹³¾ ´¨«¼²° ¶¨¾ ¢ H�(ZP ), ®¡®§ · ¥¬³¾ fF�pH�(ZP )g, p > 0,®¡« ¤ ¾¹³¾ ²¥¬ ±¢®©±²¢®¬, ·²®E�p;n+p1 = F�pHn(ZP )=F�p+1Hn(ZP ):�°¥¤«®¦¥¨¥ 4.1. F 0H�(ZP ) = H0(ZP ) = k (®±®¢®¥ ¯®«¥).�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ±«¥¤³¥² ¨§ [15, �°¥¤«®¦¥¨¥ 4.2], ¤«¿ ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨�©«¥¡¥°£ {�³°  ¯°®¨§¢®«¼®£® ª®¬¬³² ²¨¢®£® ª¢ ¤° ²  (10) ¬» ¨¬¥¥¬ F 0H�(E) = ImfH�(B)
H�(E0) ! H�(E)g. �  ¸¥¬ ±«³· ¥ ½²® ¤ ¥² F 0H�(ZP ) = ImfH�(BTP ) ! H�(ZP )g. �¥¯¥°¼  ¸¥¯°¥¤«®¦¥¨¥ ±«¥¤³¥² ¨§ ° ±±¬®²°¥¨¿ ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ �¥°¥-�¥°°  ° ±±«®¥¨¿p : BTP ! BTm ±® ±«®¥¬ ZP ¨ ²®£® ´ ª² , ·²® p� : H�(BTm)! H�(BTP ) ¿¢«¿¥²±¿ ½¯¨¬®°´¨§¬®¬(±¬. ²¥®°¥¬³ 1.12). ��«¿ ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ �©«¥¡¥°£ {�³°  ° ±±«®¥¨¿ p : BTP ! BTm ¬» ¨¬¥¥¬E2 = Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k). � ±±¬®²°¨¬ ±¢®¡®¤³¾ °¥§®«¼¢¥²³ k(P ) ª ª k[v1; : : : ; vm]-¬®¤³«¿:0 �! R�h d�h�! R�h+1 d�h+1�! : : : �! R�1 d�1�! R0 d0�! k(P ) �! 0: (11)19



�«¿  ¸¨µ ¶¥«¥© ³¤®¡® ±·¨² ²¼, ·²® Ri § ³¬¥°®¢ » ¥¯®«®¦¨²¥«¼»¬¨ ·¨±« ¬¨, ².¥. h > 0.�¨¨¬ «¼®¥ ·¨±«® h, ¤«¿ ª®²®°®£® ±³¹¥±²¢³¥² °¥§®«¼¢¥²  (11),  §»¢ ¥²±¿ £®¬®«®£¨·¥±ª®© ° §-¬¥°®±²¼¾ k(P ), ®¡®§ · ¥²±¿ hdk[v1;::: ;vm](k(P )). �§ ²¥®°¥¬» �¨«¼¡¥°²  ® ±¨§¨£¨¿µ ±«¥¤³¥², ·²®hdk[v1;::: ;vm](k(P )) 6 m. �® ² ª ª ª k(P ) ¿¢«¿¥²±¿ ª®«¼¶®¬ �®½ {� ª®«¥¿, ²® ¨§¢¥±²® [14, £«. IV],·²® hdk[v1;::: ;vm](k(P )) = m� n;£¤¥ n | ° §¬¥°®±²¼ �°³««¿ (¬ ª±¨¬ «¼®¥ ·¨±«®  «£¥¡° ¨·¥±ª¨ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ½«¥¬¥²®¢) k(P ). � ¸¥¬ ±«³· ¥ n = dimP .� ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ®±®¡ ¿ ±¢®¡®¤ ¿ °¥§®«¼¢¥²  (11),  §»¢ ¥¬ ¿ ¬¨¨¬ «¼®© °¥§®«¼¢¥²®©(±¬. [1]). �²  °¥§®«¼¢¥²  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �³±²¼ A | £° ¤³¨°®¢  ¿ ±¢¿§ ¿ª®¬¬³² ²¨¢ ¿  «£¥¡°  ¨ N;N 0 | ¬®¤³«¨  ¤ A. �®«®¦¨¬ I(A) = Pq>0Aq = fa 2 Aj deg a 6= 0g¨ J(N) = I(A) � N . �²®¡° ¦¥¨¥ f : N ! N 0  §»¢ ¥²±¿ ¬¨¨¬ «¼»¬, ¥±«¨ Ker f � J(N). �¥-§®«¼¢¥²  (11)  §»¢ ¥²±¿ ¬¨¨¬ «¼®©, ¥±«¨ ¢±¥ di ¬¨¨¬ «¼». �¤¨ ¨§ ±¯®±®¡®¢ ¯®±²°®¥¨¿¬¨¨¬ «¼®© °¥§®«¼¢¥²» § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬: ±¢®¡®¤»¥ A-¬®¤³«¨ R0; R�1; : : : ; R�h ±²°®-¿²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ¨, ¯®±²°®¨¢ Ri ¨ di, ¬» ¡¥°¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¡ §¨±  Ri+1 ¬¨¨¬ «¼»©  ¡®°®¤®°®¤»µ ®¡° §³¾¹¨µ Ker di. �«¿ £° ¤³¨°®¢ ®©  «£¥¡°» A ¨¬¥¥²±¿ ¥±²¥±²¢¥»© ±¯®±®¡ ¢»-¡®°  ¬¨¨¬ «¼®£®  ¡®°  ®¡° §³¾¹¨µ ¤«¿ A-¬®¤³«¿ R. �²®² ±¯®±®¡ § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬.�³±²¼ k1 |  ¨¬¥¼¸ ¿ ±²¥¯¥¼, ¢ ª®²®°®© R ¥³«¥¢®©. �»¡¥°¥¬ ¢ (R)k1 ¡ §¨± ¢¥ª²®°®£® ¯°®-±²° ±²¢ , ±ª ¦¥¬ x1; : : : ; xp. �³±²¼ ²¥¯¥°¼ R1 = (x1; : : : ; xp) � R | ¯®¤¬®¤³«¼, ¯®°®¦¤¥»©x1; : : : ; xp. �±«¨ R = R1, ²® ¯®±²°®¥¨¥ ¬¨¨¬ «¼®£®  ¡®°  ®¡° §³¾¹¨µ R § ª®·¥®. � ·¥° ±±¬®²°¨¬ ¯¥°¢³¾ ±²¥¯¥¼ k2, ¢ ª®²®°®© R 6= R1, ²®£¤  ¢ ½²®© ±²¥¯¥¨ ¨¬¥¥²±¿ ° §«®¦¥¨¥ ¢¯°¿¬³¾ ±³¬¬³ R = R1 � cR1. �¥¯¥°¼ ¢»¡¥°¥¬ ¢ cR1 ¡ §¨± ¢¥ª²®°®£® ¯°®±²° ±²¢  xp1+1; : : : ; xp2 ¨¯®«®¦¨¬ R2 = (x1; : : : ; xp2). �±«¨ R = R2, ²® ¬¨¨¬ «¼»© ¡ §¨± ¯®±²°®¥, ¨ ·¥ ¡³¤¥¬ ¯®¢²®°¿²¼®¯¨± »© ¢»¸¥ ¯°®¶¥±± ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª  ¥ ¯®«³·¨¬ ¬¨¨¬ «¼»©  ¡®° ®¡° §³¾¹¨µ ¤«¿ R. �¨-¨¬ «¼»©  ¡®° ®¡° §³¾¹¨µ A-¬®¤³«¿ R ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢®¬: ¨ ¤«¿ ®¤®£® ½«¥¬¥² xk ¥ ±³¹¥±²¢³¥² ° §«®¦¥¨¿ ¢¨¤  xk = P aixi, £¤¥ ai 2 A, deg ai 6= 0. �¨¨¬ «¼ ¿ °¥§®«¼¢¥² ¥¤¨±²¢¥  ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¨§®¬®°´¨§¬ .�³±²¼ ²¥¯¥°¼ (11) | ¬¨¨¬ «¼ ¿ °¥§®«¼¢¥²  k(P ) ª ª k[v1; : : : ; vm]-¬®¤³«¿. � ±¨«³ ¬¨¨-¬ «¼®±²¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ¢ (11): h = m � n,   R0 ¿¢«¿¥²±¿ k[v1; : : : ; vm]-±¢®¡®¤»¬ ¬®¤³«¥¬ ± ®¤®©®¡° §³¾¹¥© 1 ±²¥¯¥¨ 0. �¨±²¥¬  ®¡° §³¾¹¨µ R�1 ±®±²®¨² ¨§ ½«¥¬¥²®¢ vi1:::ik ±²¥¯¥¨ 2k ² -ª¨µ, ·²® fvi1 ; : : : ; vikg ¥ ¯®°®¦¤ ¾² ±¨¬¯«¥ª± ¢ K, ® ¥±«¨ ¬» § ¡¥°¥¬ «¾¡³¾ ¢¥°¸¨³ ¨§  ¡®° vi1 ; : : : ; vik , ²® ®±² ¢¸¨©±¿  ¡®° ¢¥°¸¨ ³¦¥ ¡³¤¥² ¯®°®¦¤ ²¼ ±¨¬¯«¥ª± ¢ K. �²® ®§ · ¥², ·²® ¡®° fvi1 ; : : : ; vikg ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¨¬¨²¨¢»¬ ¢ ±¬»±«¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ 2.6 (§¤¥±¼, ª ª ¨ ° ¼¸¥, vi ° ±-±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ª ª ¢¥°¸¨» ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®£® ª®¬¯«¥ª±  Kn�1, ¤¢®©±²¢¥®£® ª @P ).�²°³ª²³°  k[v1; : : : ; vm]-¬®¤³«¿ ¢ k § ¤ ¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ £®¬®¬®°´¨§¬  k[v1; : : : ; vm]! k, vi !0. �±«¨ °¥§®«¼¢¥²  (11) ¬¨¨¬ «¼ , ²® ¢±¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «» di ¢ ª®¬¯«¥ª±¥0 �! R�(m�n) 
k[v1;::: ;vm] k d�(m�n)�! : : : �! R�1 
k[v1;::: ;vm] k d�1�! R0 
k[v1;::: ;vm] k �! 0 (12)²°¨¢¨ «¼». �®¤³«¼ Ri 
k[v1;::: ;vm] k ¿¢«¿¥²±¿ ª®¥·®¬¥°»¬ ¢¥ª²®°»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬  ¤ k,° §¬¥°®±²¼ ª®²®°®£® ° ¢  ° §¬¥°®±²¨ Ri ª ª ±¢®¡®¤®£® ¬®¤³«¿  ¤ k[v1; : : : ; vm]:dimk Ri 
k[v1;::: ;vm] k = dimk[v1;::: ;vm]Ri:
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�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ ±¨«³ ²°¨¢¨ «¼®±²¨ ¢±¥µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «®¢ ª®¬¯«¥ª±  (12) ¤«¿ ¬¨¨¬ «¼®© °¥-§®«¼¢¥²» (11) ¢»¯®«¥® ±«¥¤³¾¹¥¥ ±®®²®¸¥¨¥:dimk Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k) = m�nXi=0 dimk[v1;::: ;vm]R�i: (13)�¥¯¥°¼ ¢±¥ £®²®¢® ¤«¿ ®¯¨± ¨¿  ¤¤¨²¨¢®© ±²°³ª²³°» ª®£®¬®«®£¨© ¬®£®®¡° §¨¿ ZP .�¥®°¥¬  4.2. �¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¨© ¨§®¬®°´¨§¬ £° ¤³¨°®¢ »µ k-¬®¤³«¥©:H�(ZP ) �= Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k)(¯° ¢ ¿ · ±²¼ ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¨§ ¡¨£° ¤³¨°®¢ ®£® k-¬®¤³«¿ ¢ £° ¤³¨°®¢ »© k-¬®¤³«¼ ¢§¿²¨¥¬¯®«®© ±²¥¯¥¨). �®·¥¥, ¢ H�(Z) ¨¬¥¥²±¿ ´¨«¼²° ¶¨¿ fF�pH�(Z)g, ¤«¿ ª®²®°®©F�pH�(Z)=F�p+1H�(Z) = Tor�pk[v1;::: ;vm](k(P ); k):�®ª § ²¥«¼±²¢®. � · «¥ ¬» ¤®ª ¦¥¬, ·²®dimkH�(Z) > dimk Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k): (14)�«¿ ½²®£® ° ±±¬®²°¨¬ ±¯¥ª²° «¼³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �¥°¥{�¥°°  ° ±±«®¥¨¿ p : BTP ! BTm±® ±«®¥¬ ZP . �¥°¢»© ±²®«¡¥¶ ·«¥  E2 ½²®© ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ª®-£®¬®«®£¨¿¬ ±«®¿ Z : H�(Z) = E0;�2 . �» ¯®±² ¢¨¬ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ª ¦¤®© ®¡° §³¾¹¥© k[v1; : : : ; vm]-±¢®¡®¤®£® ¬®¤³«¿ Ri ¥ª®²®°³¾ ®¡° §³¾¹³¾ H�(Z), ¯°¨·¥¬ ° §«¨·»¬ ®¡° §³¾¹¨¬ ¬®¤³«¥© Ri¡³¤³² ±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ ° §«¨·»¥ ®¡° §³¾¹¨¥ H�(Z).� ±¨«³ ²¥®°¥¬» 1.12 ¨ ±¢®©±²¢ ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ �¥°¥{�¥°°  ¥³«¥¢»¥ ½«¥-¬¥²» ¬®£³² ¯®¿¢¨²¼±¿ ¢ ·«¥¥ E1 ²®«¼ª® ¢ ¨¦¥© ±²°®ª¥, ¨ ½²  ¨¦¿¿ ±²°®ª  ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±®¡®© ª®«¼¶® k(P ) = H�(BTP ): E�;p1 = 0; p > 0; E�;01 = k(P ):
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� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢±¥ ½«¥¬¥²» ¨§ ¿¤°  ®²®¡° ¦¥¨¿ d0 : R0 = k[v1; : : : ; vm] = E�;02 ! E�;01 = k(P ) ¨§¬¨¨¬ «¼®© °¥§®«¼¢¥²» (11) ¤®«¦» ³¡¨¢ ²¼±¿ ¤¨´´¥°¥¶¨ « ¬¨ ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-®±²¨. �²® ¿¤°® ³  ± ®¡®§ · «®±¼ I (¨¤¥ « ¢ k[v1; : : : ; vm]). �³±²¼ (x1; : : : ; xp) | ¬¨¨¬ «¼»©¡ §¨± ¨¤¥ «  I , ¯®±²°®¥»© ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ®¯¨± ®© ¢»¸¥ ¯°®¶¥¤³°». �¨¦¥ ¬» ¤®ª ¦¥¬, ·²®½«¥¬¥²» xi ¬®£³² ³¡¨¢ ²¼±¿ ²®«¼ª® ²° ±£°¥±±¨¥© (².¥. ¤¨´´¥°¥¶¨ « ¬¨, ¡¼¾¹¨¬¨ ¨§ ¯¥°¢®£®±²®«¡¶ ). �³±²¼ ½²® ¥ ² ª, ².¥. ¯³±²¼ x | ½«¥¬¥² ¬¨¨¬ «¼®£® ¡ §¨±  I , ª®²®°»© ³¡¨¢ ¥²±¿ ¥²° ±£°¥±±¨¢»¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «®¬: x = dky ¤«¿ ¥ª®²®°®£® k, £¤¥ y «¥¦¨² ¥ ¢ ¯¥°¢®¬ ±²®«¡¶¥.�®£¤  y ¿¢«¿¥²±¿ ¶¨ª«®¬ ¢±¥µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «®¢ ¢¯«®²¼ ¤® dk�1. �³±²¼ y ¯°®¨±µ®¤¨² ¨§ ¥ª®²®°®£®½«¥¬¥²  Pi liai ¢ ·«¥¥ E2, li 2 E0;�2 , ai 2 E�;02 = k[v1; : : : ; vm]. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ± · « , ·²® ¢±¥ ½«¥-¬¥²» li ²° ±£°¥±±¨¢», ².¥. ¿¢«¿¾²±¿ ¶¨ª« ¬¨ ¢±¥µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «®¢ di ¤«¿ i < k ¨ dk(li) = mi,mi 2 E�;0k . � ª ª ª ¢±¥ mi ³¡¨¢ ¾²±¿ ¤¨´´¥°¥¶¨ « ¬¨, ¨µ ¯°®®¡° §» ¢ E2 «¥¦ ² ¢ I . �²±¾¤  ¯®-«³· ¥¬ x = dky =Pimiai, mi 2 I , ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¬¨-¨¬ «¼®±²¨ ¡ §¨±  (x1; : : : ; xp). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±°¥¤¨ li¨¬¥¾²±¿ ¥ ²° ±£°¥±±¨¢»¥ ½«¥¬¥²», ².¥. ±³¹¥±²¢³¥²p < k ¨ i ² ª¨¥, ·²® dp(li) = mi 6= 0. �®£¤  ½²®² mi ¤®¦¨-¢ ¥² ¤® Ep ¨ ¬», ¢»¡° ¢ ±°¥¤¨ ¢±¥µ ² ª¨µ p ¬¨¨¬ «¼-®¥, ¯®«³· ¥¬ dp(y) = miai + : : : 6= 0 | ¯°®²¨¢®°¥·¨¥.�²® ®§ · ¥², ·²® ¢±¥ ½«¥¬¥²» ¨§ ¬¨¨¬ «¼®£®  ¡®° ®¡° §³¾¹¨µ I ³¡¨¢ ¾²±¿ ²° ±£°¥±±¨¥©, ².¥. ¨¬ ±®®²¢¥²-±²¢³¾² ¥ª®²®°»¥ (° §«¨·»¥) ½«¥¬¥²» l(1)i 2 H�(Z).
HHHj ZZZZZZ~dp dkli mi aiy x� ª ª ª E2 = H�(Z) 
 k[v1; : : : ; vm], ²® ¢ ·«¥ E2 ¢ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯®¤¬®¤³«¿ ±¢®¡®¤-»© k[v1; : : : ; vm]-¬®¤³«¼, ¯®°®¦¤¥»© ½«¥¬¥² ¬¨ l(1)i . �®½²®¬³ ¬» ¨¬¥¥¬ R�1 � E2 ¨ ®²®¡° -¦¥¨¥ d�1 : R�1 ! R0 = k[v1; : : : ; vm] § ¤ ¥²±¿ ¤¨´´¥°¥¶¨ « ¬¨ ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-®±²¨. �¤°® ½²®£® ®²®¡° ¦¥¨¿, Ker d�1 ¥ ¬®¦¥² ³¡¨¢ ²¼±¿ ³¦¥ ¯®±²°®¥»¬¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ -« ¬¨. �±¯®«¼§³¿ ¯°¥¤»¤³¹¥¥ ° ±±³¦¤¥¨¥, ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²® ®¡° §³¾¹¨¥ ¬¨¨¬ «¼®£® ¡ §¨± Ker d�1 2 R�1 ¬®£³² ³¡¨¢ ²¼±¿ ²®«¼ª® ½«¥¬¥² ¬¨ ¨§ ¯¥°¢®£® ±²®«¡¶ , ±ª ¦¥¬ l(2)1 ; : : : ; l(2)q . � ª¨¬®¡° §®¬, ±¢®¡®¤»© k[v1; : : : ; vm]-¬®¤³«¼, ¯®°®¦¤¥»© ½«¥¬¥² ¬¨ l(2)i , ² ª¦¥ ¢ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¢ ·«¥E2 ª ª ¯®¤¬®¤³«¼, ².¥. R�2 � E2, ¨ ².¤. � ª®¶¥ ¬» ¯®«³·¨¬ Pm�ni=0 dimk[v1;::: ;vm]R�i ®¡° §³¾¹¨µ¢ ¯¥°¢®¬ ±²®«¡¶¥ ·«¥  E2. �²±¾¤  ¢ ±¨«³ (13) ¬» ¯®«³· ¥¬ ²°¥¡³¥¬®¥ ¥° ¢¥±²¢® (14).�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ±¯¥ª²° «¼³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �©«¥¡¥°£ {�³°  ° ±±«®¥¨¿ p : BTP !BTm ±® ±«®¥¬ ZP . �«¿ ¥¥ ¬» ¨¬¥¥¬: E2 = Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k), Er ) H�(Z). � ±¨«³ ¥° ¢¥-±²¢  (14), ¬» ¯®«³· ¥¬ E2 = E1, ·²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥²  ¸³ ²¥®°¥¬³. ��¥°¥¬±¿ ±®¢  ª ° ±±¬®²°¥¨¾ ´¨«¼²° ¶¨¨ �©«¥¡¥°£ {�³°  fF�pH�(Z)g ¢ H�(Z). �ª §»-¢ ¥²±¿, ·²® ½«¥¬¥²» ¨§ F�1H�(Z) ¨¬¥¾² ®·¥¼ ¯°®±²³¾ £¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾ °¥ «¨§ ¶¨¾. �¬¥®,¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ .�¥®°¥¬  4.3. �¨ª«» ¨§ H�(ZP ), ¤¢®©±²¢¥»¥ ª ½«¥¬¥² ¬ ¨§ fF�1H�(ZP )g, ¬®£³² ¡»²¼ °¥ -«¨§®¢ » ¢«®¦¥»¬¨ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿¬¨. �®«¥¥ ²®£®, ¢ ¢¥ª²®°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ² ª¨µ ¶¨ª«®¢¬®¦® ¢»¡° ²¼ ¡ §¨±, ½«¥¬¥²» ª®²®°®£® °¥ «¨§³¾²±¿ ¢«®¦¥»¬¨ ±´¥° ¬¨ ¥·¥²®© ° §¬¥°-®±²¨.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �§ ²¥®°¥¬» 4.2 ±«¥¤³¥², ·²®F�1H�(Z)=F 0H�(Z) = Tor�1k[v1;::: ;vm](k(P ); k):� ±¨«³ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 4.1 F 0H�(Z) = H0(Z) = k. �»¡¥°¥¬, ª ª ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 4.2,¡ §¨± ¢ Tor�1k[v1;::: ;vm](k(P ); k), ±®±²®¿¹¨© ¨§ ½«¥¬¥²®¢ vi1:::ip ±²¥¯¥¨ 2p ² ª¨µ, ·²® ¢¥°¸¨»22



vi1 ; : : : ; vip ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®£® ª®¬¯«¥ª± KP ®¡° §³¾² ¯°¨¬¨²¨¢»©  ¡®°. �¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ½²® ®§ -· ¥², ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¯®¤ª®¬¯«¥ª± ¢ KP (².¥. ¯®¤ª®¬¯«¥ª±, ±®±²®¿¹¨© ¨§ ¢±¥µ ±¨¬¯«¥ª-±®¢, ¢¥°¸¨» ª®²®°»µ ±°¥¤¨ vi1 ; : : : ; vip) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±¨¬¯«¨¶¨ «¼»© ª®¬¯«¥ª±, ±®±²®-¿¹¨© ¨§ ¢±¥µ £° ¥© ¥ª®²®°®£® ±¨¬¯«¥ª± , ª°®¬¥ £° ¨ ¬ ª±¨¬ «¼®© ° §¬¥°®±²¨ (².¥. ¿¢«¿-¥²±¿ £° ¨¶¥© ±¨¬¯«¥ª± ). � ²¥°¬¨ µ ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  P ½«¥¬¥² vi1:::ip ±®®²¢¥²±²¢³-¥²  ¡®°³ fFi1 ; : : : ; Fipg £° ¥© ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ ² ª®¬³, ·²® Fi1 \ � � � \ Fip = ?, ® «¾¡®¥±®¡±²¢¥®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® fFi1 ; : : : ; Fipg ¨¬¥¥² ¥¯³±²®¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¥. � ¬¥²¨¬, ·²® ° §¬¥°®±²¼¶¨ª«  ¨§ H�(Z), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® vi1:::ip 2 Tor�1k[v1;::: ;vm](k(P ); k) ° ¢  2p � 1. �¥¯¥°¼ ¢»¡¥°¥¬¯® ®¤®© ²®·ª¥ ¢® ¢³²°¥®±²¨ ª ¦¤®© £° ¨ ¢¨¤  Fi1 \ : : : \ cFir \ : : : \ Fip (Fir ¯°®¯³¹¥®);²®£¤  ¬» ¬®¦¥¬ ¢«®¦¨²¼ ±¨¬¯«¥ª± �p�1   ½²¨µ ²®·ª µ ¢ ¬®£®£° ¨ª P ² ª, ·²® £° ¨¶ @�p�1 ¢ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¢ @P (±°. ± ¯®±²°®¥¨¥¬ ª³¡¨·¥±ª®£® ª®¬¯«¥ª±  ¤«¿ P ¢ ²¥®°¥¬¥ 2.2). � ±-±¬®²°¨¬ ¯°®¥ª¶¨¾ � : Z = (Tm � Pn)= � ! Pn   ¯°®±²° ±²¢® ®°¡¨²; «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²®��1(�p�1) = (T p � �p�1)= �) � Tm�p = S2p�1 � Tm�p. � ª¨¬ ®¡° §®¬ ¬» ¯®«³· ¥¬ ¢«®¦¥¨¥S2p�1 ,! Z , ª®²®°®¥ °¥ «¨§³¥² ¶¨ª« ¨§ H�(Z), ¤¢®©±²¢¥»© ª vi1:::ip . �4.2. �³«¼²¨¯«¨ª ²¨¢ ¿ ±²°³ª²³°  ª®£®¬®«®£¨© ZP .�¤¥±¼ ¬» ¤ ¥¬ ®¯¨± ¨¥ ª®«¼¶  H�(ZP ).� ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯³ª²¥ ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k) ¬» ¨±¯®«¼§®¢ «¨ ¬¨¨¬ «¼³¾ °¥-§®«¼¢¥²³ ª®«¼¶  £° ¥© k(P ), ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ª ª ¬®¤³«¼  ¤ ª®«¼¶®¬ ¬®£®·«¥®¢ k[v1; : : : ; vm].�¨¦¥ ¬» ¨±¯®«¼§³¥¬ ¤°³£®© ¯®¤µ®¤: ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ² ª  §»¢ ¥¬³¾ °¥§®«¼¢¥²³ �®¸³«¿ ¤«¿k[v1; : : : ; vm]-¬®¤³«¿ k. � °¥§³«¼² ²¥ ¡¨£° ¤³¨°®¢ »© k-¬®¤³«¼ Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k) ¯°¨®¡°¥-² ¥² ±²°³ª²³°³ ¡¨£° ¤³¨°®¢ ®© k- «£¥¡°», ¤«¿ ª®²®°®© ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ £° ¤³¨°®¢  ¿ k- «£¥¡°  ¨§®¬®°´  H�(ZP ). �²® ² ª¦¥ ¤ ¥² ®¯¨± ¨¥  «£¥¡°» H�(ZP ) ª ª  «£¥¡°» ª®£®¬®«®£¨©¥ª®²®°®© ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®© (¡¨)£° ¤³¨°®¢ ®©  «£¥¡°».�³±²¼ � = k[y1; : : : ; yn], deg yi = 2, | £° ¤³¨°®¢  ¿  «£¥¡°  ¬®£®·«¥®¢  ¤ k,   �[u1; : : : ; un]| ¢¥¸¿¿  «£¥¡°   ¤ k ± ®¡° §³¾¹¨¬¨ u1; : : : ; un. � ±±¬®²°¨¬ ¡¨£° ¤³¨°®¢ ³¾ ¤¨´´¥°¥¶¨- «¼³¾  «£¥¡°³ E = �
 �[u1; : : : ; un];¢ ª®²®°®© £° ¤³¨°®¢ª¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ « ®¯°¥¤¥«¥» ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:bideg(yi 
 1) = (0; 2); d(yi 
 1) = 0;bideg(1
 ui) = (�1; 2); d(1
 ui) = yi 
 1:�¨´´¥°¥¶¨ « ¯®¢»¸ ¥² ¡¨±²¥¯¥¼   (1; 0), ¯®½²®¬³ ª®¬¯®¥²» E�i;� § ¤ ¾² ¥ª®²®°»© ª®¬-¯«¥ª±, ª®²®°»© ¬» ² ª¦¥ ®¡®§ ·¨¬ E . �²®² ª®¬¯«¥ª± ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© �-±¢®¡®¤³¾ °¥§®«¼-¢¥²³ ¬®¤³«¿ k (° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ª ª �-¬®¤³«¼),  §»¢ ¥¬³¾ °¥§®«¼¢¥²®© �®¸³«¿ (±¬. [13]).�°¥¤«®¦¥¨¥ 4.4. �³±²¼ � = k[y1; : : : ; yn] ¨ A | ¯°®¨§¢®«¼»© �-¬®¤³«¼, ²®£¤ Tor�(A; k) = H [A
 �[u1; : : : ; un]; d];£¤¥ d ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª d(a
 ui) = (yi � a)
 1 ¤«¿ «¾¡®£® a 2 A.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ �-±¢®¡®¤³¾ °¥§®«¼¢¥²³ �®¸³«¿ E = �
�[u1; : : : ; un] ¤«¿ ¬®¤³«¿k. �®£¤  Tor�(A; k) = H [A
� �
 �[u1; : : : ; un]; d] = H [A
 �[u1; : : : ; un]; d]: �23



�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ £« ¢®¥ Tm-° ±±«®¥¨¥ ZP �ETm ! BTP , ¨¤³¶¨°®¢ ®¥ ¨§ ³¨¢¥°± «¼-®£® ° ±±«®¥¨¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ p : BTP ! BTm (±¬. (9)). �¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿«¥¬¬ .�¥¬¬  4.5. �«¿ ·«¥  E(s)3 ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ �¥°¥{�¥°°  fE(s)r ; drg ° ±±«®¥¨¿ZP �ETm ! BTP ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¨© ¨§®¬®°´¨§¬:E(s)3 �= Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k):�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ·«¥ E(s)2 ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ �¥°¥{�¥°°  ¤ ®£®° ±±«®¥¨¿. �» ¨¬¥¥¬ H�(Tm) = �[u1; : : : ; um], H�(BTP ) = k(P ) = k[v1; : : : ; vm]=I . �«¥¤®¢ ²¥«¼®,E(s)2 = k(P )
 �[u1; : : : ; um]:�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¤¨´´¥°¥¶¨ « d(s)2 ¤¥©±²¢³¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:d(s)2 (1
 ui) = vi 
 1; d(s)2 (vi 
 1) = 0:� ª ª ª E(s)3 = H [E(s)2 ; d(s)2 ], ²® ¤®ª §»¢ ¥¬®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¯®«³· ¥²±¿, ¥±«¨¯®«®¦¨²¼ � = k[v1; : : : ; vm], A = k(P ) ¢ ¯°¥¤«®¦¥¨¨ 4.4. �1ui viPPPPqd2�¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ ¤®ª § ²¼ ®±®¢®© °¥§³«¼² ² ® ª®£®¬®«®£¨¿µ ZP .�¥®°¥¬  4.6. �¬¥¥² ¬¥±²® ¨§®¬®°´¨§¬ £° ¤³¨°®¢ »µ  «£¥¡°:H�(ZP ) = H [k(P )
 �[u1; : : : ; um]; d];bideg vi = (0; 2); bidegui = (�1; 2);d(1
 ui) = vi 
 1; d(vi 
 1) = 0:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �¥°¥{�¥°°  Tm-° ±±«®¥¨¿ ZP �ETm ! BTP¢»°®¦¤ ¥²±¿ ¢ ·«¥¥ E3.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ° ±±«®¥¨¥ p : BTP ! BTm ±® ±«®¥¬ ZP . � ±¨«³ ²¥®°¥¬» 2.13 ¬»¨¬¥¥¬ ¤«¿  «£¥¡° ª®¶¥¯¥©: C�(BTm) = k[v1; : : : ; vm] ¨ C�(BTP ) = k(P ), ¯°¨·¥¬ ¤¥©±²¢¨¥ C�(BTm)  C�(BTP ) § ¤ ¥²±¿ ½¯¨¬®°´¨§¬®¬   ´ ª²®°-ª®«¼¶®. � [15, �°¥¤«®¦¥¨¥ 3.4] ¡»«® ¤®ª § ®, ·²®¨¬¥¥² ¬¥±²® ¨§®¬®°´¨§¬  «£¥¡°�� : TorC�(BTm)(C�(BTP ); k)! H�(ZP ):�® ¨§ ±ª § ®£® ¢»¸¥ ¨ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 4.4 ¢»²¥ª ¥², ·²®TorC�(BTm)(C�(BTP ); k) �= H [k(P )
 �[u1; : : : ; um]; d] �:4.3. �®¯®«¨²¥«¼»¥ ±¢®©±²¢  ª®£®¬®«®£¨© ZP , ±¢¿§ »¥ ± ¤¥©±²¢¨¥¬²®°®¢.� · «¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©, ª®£¤   ¤ ¬®£®£° ¨ª®¬ Pn ¨¬¥¾²±¿ ª¢ §¨²®°¨·¥±ª¨¥ ¬®£®-®¡° §¨¿. � «¨·¨¥ ª¢ §¨²®°¨·¥±ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿ ¯®§¢®«¿¥² ±¢¥±²¨ ¢»·¨±«¥¨¥ ª®£®¬®«®£¨© ZP ª¢»·¨±«¥¨¾ ª®£®¬®«®£¨©  «£¥¡°», ¬¥¼¸¥© ·¥¬  «£¥¡°  ¨§ ²¥®°¥¬» 4.6.� ª ³¦¥ ®¡±³¦¤ «®±¼ ¢»¸¥, ¤«¿ «¾¡®£® ª¢ §¨²®°¨·¥±ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿ M2n  ¤ Pn ¨¬¥¥²-±¿ £« ¢®¥ Tm�n-° ±±«®¥¨¥ ZP ! M2n. �²® ° ±±«®¥¨¥ ¨¤³¶¨°³¥²±¿ ¨§ ³¨¢¥°± «¼®£® Tm�n-° ±±«®¥¨¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ¥ª®²®°®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ f :M2n ! BTm�n.24



�¥®°¥¬  4.7. �³±²¼ M2n | ¯°®¨§¢®«¼®¥ ª¢ §¨²®°¨·¥±ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥  ¤ ¯°®±²»¬ ¬®£®-£° ¨ª®¬ Pn. �®£¤  ±¯¥ª²° «¼»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ �©«¥¡¥°£ {�³°  ¤«¿ ±«¥¤³¾¹¨µ ª®¬-¬³² ²¨¢»µ ª¢ ¤° ²®¢ZP �ETm �! ETm ZP �! ETm�n# # ¨ # #BTP p�! BTm M2n f�! BTm�n¨§®¬®°´».�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ fEr; drg | ±¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �©«¥¡¥°£ {�³°  ¯¥°¢®£®ª®¬¬³² ²¨¢®£® ª¢ ¤° ² ,   f �Er; �drg | ¢²®°®£® ª®¬¬³² ²¨¢®£® ª¢ ¤° ² . �®£¤ , ª ª ±«¥¤³¥² ¨§°¥§³«¼² ²®¢ [15, 8], ¥±²¥±²¢¥»¥ ¢«®¦¥¨¿ BTm�n ! BTm, ETm�n ! ETm, M2n ! BTP ¨ ZP !ZP � ETm ¨¤³¶¨°³¾² £®¬®¬®°´¨§¬ ±¯¥ª²° «¼»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© g : fEr; drg ! f �Er; �drg.� · «¥ ¤®ª ¦¥¬, ·²® g2 : E2 ! �E2 | ¨§®¬®°´¨§¬.�²®¡° ¦¥¨¥ f� : H�(BTm�n)! H�(M2n) ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �°¥¤±² ¢¨¬ ª®«¼-¶® H�(BTm�n) = k[w1; : : : ; wm�n] ¢ ¢¨¤¥ k[v1; : : : ; vm]=J (·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¢«®¦¥¨¾ BTm�n ,!BTm), £¤¥ J | ®¯¨± »© ¢»¸¥ ¨¤¥ «, J = (�1; : : : ; �n). � ±¨«³ ²¥®°¥¬» 3.3 H�(M2n) =k[v1; : : : ; vm] = I+J . �®£¤  f� : H�(BTm�n) = k[v1; : : : ; vm]=J ! k[v1; : : : ; vm] = I+J = H�(M2n)| ¥±²¥±²¢¥»© ½¯¨¬®°´¨§¬   ´ ª²®°-ª®«¼¶®.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¨¬¥¥¬ E2 = Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k) ¨ �E2 = Tork[w1;::: ;wm�n](k(P )=J; k).�²®¡» ¤¢¨£ ²¼±¿ ¤ «¼¸¥,  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ±«¥¤³¾¹¨© °¥§³«¼² ².�°¥¤«®¦¥¨¥ 4.8. �³±²¼ � |  «£¥¡°  ¨ � | ¯®¤ «£¥¡° , ¨ ¯®«®¦¨¬ 
 = �==�. �°¥¤¯®«®¦¨¬,·²® � ¿¢«¿¥²±¿ ±¢®¡®¤»¬ �-¬®¤³«¥¬ ¨ A | ¯° ¢»© 
-¬®¤³«¼,   � | «¥¢»© �-¬®¤³«¼. �®£¤ ±³¹¥±²¢³¥² ±¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fEr; drg, ¤«¿ ª®²®°®©Er ) Tor�(A;C); Ep;q2 = Torp
(A;Torq�(C; k)):�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¬. [5, ±.349]. ��«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¥© ®¤®£® ¨§ ³²¢¥°¦¤¥¨© [15].�°¥¤«®¦¥¨¥ 4.9. �³±²¼ f : k[v1; : : : ; vm]! A| ½¯¨¬®°´¨§¬ £° ¤³¨°®¢ »µ  «£¥¡°, deg vi = 2,¨ J � A | ¨¤¥ «, ¯®°®¦¤¥»© °¥£³«¿°®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾ ¤«¨» n ½«¥¬¥²®¢ A ±²¥¯¥¨¤¢ . �®£¤  ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¨§®¬®°´¨§¬Tork[v1;::: ;vm](A; k) �= Tork[w1;::: ;wm�n](A=J; k):�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ J = (�1; : : : ; �n), deg�i = 2, f�1; : : : ; �ng | °¥£³«¿° ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-®±²¼. �»¡¥°¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯°®®¡° §®¢ ½«¥¬¥²®¢ �i ¥ª®²®°»¥ ½«¥¬¥²» �̂i 2 k[v1; : : : ; vm] ±²¥¯¥¨2, ².¥. �̂i = �i1v1 + : : :+ �imvm, rk(�ij ) = n. � ±±¬®²°¨¬ ½«¥¬¥²» w1; : : : ; wm�n ±²¥¯¥¨ ¤¢  ² ª¨¥,·²® k[v1; : : : ; vm] = k[�̂1; : : : ; �̂n; w1; : : : ; wm�n];¨ ¯®«®¦¨¬ � = k[�̂1; : : : ; �̂n]. �®£¤  k[v1; : : : ; vm] | ±¢®¡®¤»© ¬®¤³«¼  ¤ �, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯®¯°¥¤«®¦¥¨¾ 4.8 ¬» ¯®«³· ¥¬ ±¯¥ª²° «¼³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼Er ) Tork[v1;::: ;vm](A; k); E2 = Tor
(Tor�(A; k); k);25



£¤¥ 
 = k[v1; : : : ; vm]==� = k[w1; : : : ; wm�n].� ª ª ª �1; : : : ; �n | °¥£³«¿° ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ²® A| ±¢®¡®¤»© ¬®¤³«¼  ¤ �. �®½²®¬³Tor�(A; k) = A
� k = A=J ¨ Torq�(A; k) = 0 ¯°¨ q 6= 0;) Ep;q2 = 0 ¯°¨ q 6= 0;) Tork[v1;::: ;vm](A; k) = Tork[w1;::: ;wm�n](A=J; k): ��®«®¦¨¢ A = k(P ) ¢ ¯°¥¤«®¦¥¨¨ 4.9, ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²® g2 : E2 ! �E2 ¿¢«¿¥²±¿ ¨§®¬®°´¨§¬®¬.�°®¬¥ ²®£®, ¨§ ¢¨¤  ·«¥®¢E2 ®¡¥¨µ ±¯¥ª²° «¼»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¨ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ®¡±³¦¤¥¨©¿±®, ·²® ª ¦¤ ¿ ¨§ ±¯¥ª²° «¼»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ±®¤¥°¦¨² «¨¸¼ ª®¥·®¥ ·¨±«® ¥³«¥¢»µª®¬¯®¥² ¢ ª ¦¤®¬ ·«¥¥. �«¿ ² ª¨µ ±¯¥ª²° «¼»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© £®¬®¬®°´¨§¬ g, ¿¢«¿¾-¹¨©±¿ ¨§®¬®°´¨§¬®¬ ¢ ·«¥¥ E2, ¿¢«¿¥²±¿ ¨§®¬®°´¨§¬®¬ (±¬. [13, XI, ²¥®°¥¬  1.1]). �²® § ¢¥°¸ ¥²¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 4.7. ��«¥¤±²¢¨¥ 4.10. H�(ZP ) = Tork[w1;::: ;wm�n](H�(M2n); k) ¤«¿ «¾¡®£® ²®°¨·¥±ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿M2n  ¤ ¯°®±²»¬ ¬®£®£° ¨ª®¬ Pn.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±¨«³ ²¥®°¥¬» 4.6 H�(ZP ) = Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤®ª §»-¢ ¥¬®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ±¢®¤¨²±¿ ª ¨§®¬®°´®±²¨ ·«¥®¢ E2 ±¯¥ª²° «¼»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¨§²¥®°¥¬» 4.7. ��¥¯¥°¼ ®¡° ²¨¬±¿ ±®¢  ª £« ¢®¬³ Tm�n-° ±±«®¥¨¾ ZP ! M2n  ¤ ¥ª®²®°»¬ ²®°¨·¥±ª¨¬¬®£®®¡° §¨¥¬ M2n. �«¿ ½²®£® ° ±±«®¥¨¿ ¨¬¥¥² ¬¥±²® «¥¬¬ ,   «®£¨· ¿ «¥¬¬¥ 4.5 (¨ ¤®ª §»-¢ ¥¬ ¿ ² ª ¦¥).�¥¬¬  4.11. �«¿ ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ �¥°¥{�¥°°  ° ±±«®¥¨¿ ZP ! M2n ¨¬¥¥²¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¨© ¨§®¬®°´¨§¬:E(s)3 �= Tork[w1;::: ;wm�n](H�(M2n); k) = Tork[w1;::: ;wm�n](k(P )=J ; k);£¤¥ E(s)3 | ·«¥ E3 ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ �¥°¥{�¥°° ,   ±²°³ª²³°  k[w1; : : : ; wm�n]-¬®¤³«¿ ¢ H�(M2n) § ¤ ¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ®²®¡° ¦¥¨¿k[w1; : : : ; wm�n] = k[v1; : : : ; vm]=J ! k[v1; : : : ; vm]=I+J = H�(M2n): ��¥®°¥¬  4.12. �³±²¼ M2n | ¥ª®²®°®¥ ²®°¨·¥±ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥  ¤ Pn. �¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥-¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �¥°¥{�¥°°  £« ¢®£® Tm�n-° ±±«®¥¨¿ ZP !M2n ¢»°®¦¤ ¥²±¿ ¢ ·«¥¥ E3, ².¥.E3 = E1. �°¨ ½²®¬ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¨§®¬®°´¨§¬  «£¥¡°H�(ZP ) = H [(k(P )=J)
 �[u1; : : : ; um�n]; d];bideg a = (0; deg a); bidegui = (�1; 2);d(1
 ui) = wi 
 1; d(a
 1) = 0;£¤¥ a 2 k(P )=J = k[w1; : : : ; wm�n]=I, �[u1; : : : ; um�n] | ¢¥¸¿¿  «£¥¡° .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«£¥¡°  ª®£®¬®«®£¨© H [(k(P )=J)
�[u1; : : : ; um�n]; d] ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ·«¥E3 ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ �¥°¥{�¥°°  ° ±±«®¥¨¿ ZP ! M2n. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ¢ ±¨-«³ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 4.4 ½²   «£¥¡°  ª®£®¬®«®£¨© ¨§®¬®°´  Tork[w1;::: ;wm�n](H�(M2n); k). �§ ±«¥¤-±²¢¨¿ 4.10 ¬» ¯®«³· ¥¬ ·²® ½²® ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼ ¨§®¬®°´® H�(ZP ). � ª ª ª ±¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®-±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �¥°¥{�¥°°  ±µ®¤¨²±¿ ª H�(ZP ), ²® ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²® ®  ¢»°®¦¤ ¥²±¿ ¢ ·«¥¥E3. � 26



�«£¥¡°  (k(P )=J) 
 �[u1; : : : ; um�n] ¨§ ²¥®°¥¬» 4.12 ±³¹¥±²¢¥® ¬¥¼¸¥, ·¥¬  «£¥¡°  k(P ) 
�[u1; : : : ; um] ¨§ ®¡¹¥© ²¥®°¥¬» 4.6, ·²® ¯®§¢®«¿¥² ±¤¥« ²¼ ¢»·¨±«¥¨¥ ª®£®¬®«®£¨© ZP ¡®«¥¥ ½´-´¥ª²¨¢»¬.� «¥¥ ¬» ¯¥°¥©¤¥¬ ª ¨§³·¥¨¾ ±¢®¡®¤»µ ¤¥©±²¢¨© ¯°®¨§¢®«¼»µ ²®°®¢   ¬®£®®¡° §¨¨ ZP .�±«¨  ¤ ¯°®±²»¬ ¬®£®£° ¨ª®¬ Pn ¨¬¥¥²±¿ ²®°¨·¥±ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥M2n, ²® ½²® ±®®²¢¥²-±²¢³¥² ²®¬³, ·²® ¢ ²®°¥ Tm, ¤¥©±²¢³¾¹¥¬   ¬®£®®¡° §¨¨ ZP ± ¯°®±²° ±²¢®¬ ®°¡¨² Pn, ¨¬¥-¥²±¿ ¯®¤£°³¯¯  H , ¨§®¬®°´ ¿ Tm�n, ¤¥©±²¢³¾¹ ¿ ±¢®¡®¤®. � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ² ª®© ¯®¤£°³¯¯»¬®¦¥² ¥ ±³¹¥±²¢®¢ ²¼, ®¤ ª® ¬®£³² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ¯®¤£°³¯¯» ° §¬¥°®±²¨, ¬¥¼¸¥© m�n, ² ª-¦¥ ¤¥©±²¢³¾¹¨¥ ±¢®¡®¤®. �®£¤  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ´ ª²®°-¯°®±²° ±²¢  ZP =H ¡³¤³² £« ¤ª¨¬¨¬®£®®¡° §¨¿¬¨. �³±²¼,  ¯°¨¬¥°, ²®° H ' T k ±¢®¡®¤® ¤¥©±²¢³¥²   ZP . �®£¤  ¢«®¦¥¨¥H � Tm§ ¤ ¥²±¿ ¶¥«®·¨±«¥®© (m � k)-¬ ²°¨¶¥© S = (sij), ¯°¨·¥¬ ¢¥ª²®°» sj = (s1j ; : : : ; smj), j = 1; k,¯®°®¦¤ ¾² Z-¬®¤³«¼, ¿¢«¿¾¹¨©±¿ ¯°¿¬»¬ ±« £ ¥¬»¬ ¢ Zm. �»¡¥°¥¬ ¡ §¨± ti = (ti1; : : : ; tim),i = 1;m� k, ¢ ¿¤°¥ ¤¢®©±²¢¥®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ s� : (Zm)� ! (Zk)�. �®£¤  ª®£®¬®«®£¨¨ ¬®£®®¡° -§¨¿ Y(k) = ZP =H ®¯¨±»¢ ¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¥© ²¥®°¥¬®©, ®¡®¡¹ ¾¹¥© ®¤®¢°¥¬¥® ±«¥¤±²¢¨¥ 3.4 ¨²¥®°¥¬³ 4.2.�¥®°¥¬  4.13. �¬¥¥² ¬¥±²® ¨§®¬®°´¨§¬  «£¥¡°H�(Y(k)) ' Tork[t1;::: ;tm�k](k(P ); k);£¤¥ ¤¥©±²¢¨¥ k[t1; : : : ; tm�k]   k(P ) = k[v1; : : : ; vm]=I § ¤ ¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ £®¬®¬®°´¨§¬ k[t1; : : : ; tm�k] ! k[v1; : : : ; vm];ti ! ti1v1 + : : :+ timvm: (15)�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«®¦¥¨¾ ²®°  H ' T k ! Tm ±®®²¢¥²±²¢³¥² ®²®¡° ¦¥¨¥ ª« ±±¨´¨¶¨°³¾¹¨µ¯°®±²° ±²¢ h : BT k ! BTm. � ±±¬®²°¨¬ ° ±±«®¥¨¥, ¨¤³¶¨°®¢ ®¥ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ½²®£® ®²®¡° -¦¥¨¿ ¨§ ° ±±«®¥¨¿ p : BTP ! BTm ±® ±«®¥¬ ZP . �§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨¤³¶¨°®¢ ®£® ° ±±«®¥¨¿¨ ª®±²°³ª¶¨¨ ¯°®±²° ±²¢  BTP (±¬. ° §¤. 1) «¥£ª® ¢»¢®¤¨²±¿, ·²® ¯°®±²° ±²¢® ½²®£® ¨¤³-¶¨°®¢ ®£® ° ±±«®¥¨¿ £®¬®²®¯¨·¥±ª¨ ½ª¢¨¢ «¥²® Y(k) (²®·¥¥, ®® £®¬¥®¬®°´® Y(k) �ET k).� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¨¬¥¥¬ ª®¬¬³² ²¨¢»© ª¢ ¤° ²Y(k) �! BTP# #BT k �! BTm:�¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �©«¥¡¥°£ {�³°  ½²®£® ª®¬¬³² ²¨¢®£® ª¢ ¤° ²  ±µ®¤¨²±¿ ªª®£®¬®«®£¨¿¬ Y ¨ ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹¨© ·«¥ E2:E2 = Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k[w1; : : : ; wk]);¯°¨·¥¬ ¤¥©±²¢¨¥ k[v1; : : : ; vm]   k[w1; : : : ; wk] § ¤ ¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ £®¬®¬®°´¨§¬  s�, ².¥. vi !si1w1 + : : : + sikwk. �°¨ ¯®¬®¹¨ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ [15, ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 3.4]   «®£¨·® ²®¬³, ª ª ½²® ¤¥-« «®±¼ ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 4.6, ¬» ¤®ª §»¢ ¥¬, ·²® ±¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¢»°®¦¤ ¥²±¿ ¢ ·«¥¥ E2 ¨ ¨¬¥¥²±¿ ¨§®¬®°´¨§¬  «£¥¡°H�(Y(k)) = Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k[w1; : : : ; wk ]): (16)27



�¥¯¥°¼ ¯®«®¦¨¬ ¢ ¯°¥¤«®¦¥¨¨ 4.8 � = k[v1; : : : ; vm], � = k[t1; : : : ; tm�k], A = k[w1; : : : ; wk],C = k(P ). �°¨ ½²®¬ � ¿¢«¿¥²±¿ ±¢®¡®¤»¬ �-¬®¤³«¥¬, 
 = �==� = k[w1; : : : ; wk] ¨ ±³¹¥±²¢³-¥² ±¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fEr; drg, ±µ®¤¿¹ ¿±¿ ª Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k[w1; : : : ; wk]), ¤«¿ª®²®°®© ·«¥ E2 ¨¬¥¥² ¢¨¤Ep;q2 = Torpk[w1;::: ;wk](A;Torqk[t1;::: ;tm�k](k(P ); k)):�® ² ª ª ª A ¥±²¼ ±¢®¡®¤»© k[w1; : : : ; wk]-¬®¤³«¼ ± ®¤®© ®¡° §³¾¹¥© 1, ²® ¬» ¨¬¥¥¬Ep;q2 = 0 ¯°¨ p 6= 0; E0;q2 = Torqk[t1;::: ;tm�k](k(P ); k):�®½²®¬³ ±¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¢»°®¦¤ ¥²±¿ ¢ ·«¥¥ E2 ¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ¨§®¬®°´¨§¬  «£¥¡°Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k[w1; : : : ; wk]) ' Tork[t1;::: ;tm�k](k(P ); k);ª®²®°»© ¢¬¥±²¥ ± ¨§®¬®°´¨§¬®¬ (16) ¤®ª §»¢ ¥² ²¥®°¥¬³. ��¨¦¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¢®¯°®± ® µ ° ª²¥°¨§ ¶¨¨ ¯®¤£°³¯¯ H � Tm, ª®²®°»¥ ±¢®¡®¤® ¤¥©±²¢³¾²  ¬®£®®¡° §¨¨ ZP .� ±±¬®²°¨¬ ±®¢  ¶¥«®·¨±«¥³¾ (m � k)-¬ ²°¨¶³ S, § ¤ ¾¹³¾ ¢«®¦¥¨¥ ¯®¤£°³¯¯» H 'T k ! Tm. �«¿ ª ¦¤®© ¢¥°¸¨» v = Fi1 \ � � � \ Fin ¬®£®£° ¨ª  Pn ¢»¤¥«¨¬ ¢ ¬ ²°¨¶¥ S¯®¤¬ ²°¨¶³ Si1;::: ;in ° §¬¥°  (m� n)� k, ¯®«³· ¥¬³¾ ¢»·¥°ª¨¢ ¨¥¬ ±²°®ª ± ®¬¥° ¬¨ i1; : : : ; in.� ª¨¬ ®¡° §®¬ ¬» ¯®±²°®¨¬ r = fn�1 ¬ ²°¨¶ ° §¬¥°  (m� n)� k. �®£¤  ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¨©ª°¨²¥°¨© ±¢®¡®¤®±²¨ ¤¥©±²¢¨¿ H   ZP .�¥¬¬  4.14. �¥©±²¢¨¥   ¬®£®®¡° §¨¨ ZP ¯®¤£°³¯¯» H � Tm, § ¤ ¢ ¥¬®© ¶¥«®·¨±«¥®© (m�k)-¬ ²°¨¶¥© S, ¿¢«¿¥²±¿ ±¢®¡®¤»¬ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ «¾¡®© ¢¥°¸¨» v = Fi1 \: : :\Fin ¬®£®£° ¨ª  Pn ¯®¤¬ ²°¨¶  Si1;::: ;in § ¤ ¥² ¢«®¦¥¨¥ Zk � Zm�n   ¯°¿¬®¥ ±« £ ¥¬®¥.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ 1.6 ¢»²¥ª ¥², ·²® ¬ ª±¨¬ «¼»¥ ±² ¡¨«¨§ ²®°» ¤«¿ ¤¥©±²¢¨¿Tm   ZP ¨¬¥¾² ®°¡¨²», ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¢¥°¸¨ ¬ v = Fi1 \ : : : \ Fin ¬®£®£° ¨ª  Pn. �²¨±² ¡¨«¨§ ²®°» ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ª®®°¤¨ ²»¥ ¯®¤£°³¯¯» Tni1;::: ;in � Tm. �®¤£°³¯¯  H ¤¥©-±²¢³¥²   ZP ±¢®¡®¤® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®  ¯¥°¥±¥ª ¥²±¿ ± ª ¦¤»¬ ±² ¡¨«¨§ ²®°®¬Tni1;::: ;in «¨¸¼ ¯® ¥¤¨¨¶¥. �²® ®§ · ¥², ·²® m� (k+n)-¬ ²°¨¶ , ¯®«³· ¥¬ ¿ ¨§ ¬ ²°¨¶» S ¯°¨¯¨-±»¢ ¨¥¬ n ±²®«¡¶®¢ ¢¨¤  (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0)>, £¤¥ 1 ±²®¨²   ¬¥±²¥ ij , j = 1; n, § ¤ ¥² ¢«®¦¥¨¥Zk+n � Zm   ¯°¿¬®¥ ±« £ ¥¬®¥ (½²  ¬ ²°¨¶  ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯®¤£°³¯¯¥ H � Tni1;::: ;in � Tm). �²®½ª¢¨¢ «¥²® ³±«®¢¨¾, ±´®°¬³«¨°®¢ ®¬³ ¢ «¥¬¬¥. �� · ±²®±²¨, ¤«¿ ¯®¤£°³¯¯ ¬ ª±¨¬ «¼® ¢®§¬®¦®£® ¤«¿ ±¢®¡®¤®£® ¤¥©±²¢¨¿ ° £  m� n, ¬»¯®«³· ¥¬�«¥¤±²¢¨¥ 4.15. �¥©±²¢¨¥   ¬®£®®¡° §¨¨ ZP ¯®¤£°³¯¯» H � Tm ° £  m � n, § ¤ ¢ ¥¬®©¶¥«®·¨±«¥®© m � (m � n)-¬ ²°¨¶¥© S, ¿¢«¿¥²±¿ ±¢®¡®¤»¬ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿«¾¡®© ¢¥°¸¨» v = Fi1 \ : : :\Fin ¬®£®£° ¨ª  Pn ¬¨®° ¬ ²°¨¶» S, ¯®«³· ¥¬»© ¢»·¥°ª¨¢ ¨¥¬±²°®ª ± ®¬¥° ¬¨ i1; : : : ; in, ° ¢¥ �1.�²® ±«¥¤±²¢¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ \¶¥«®·¨±«¥»¬   «®£®¬" ²¥®°¥¬» 2.8, ¤ ¾¹¥© ª°¨²¥°¨© ±¢®¡®¤®±²¨¤¥©±²¢¨¿ ¯®¤£°³¯¯» Rm�n+ � Rm+   ¬®¦¥±²¢¥ U(Pn) � Cm . �¤ ª® ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ²¥®°¥¬» 2.8¯®¤£°³¯¯  H ' Tm�n, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ³±«®¢¨¾ ±«¥¤±²¢¨¿ 4.15, ±³¹¥±²¢³¥² ¥ ¢±¥£¤ .28



�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ³±«®¢¨¥ ¨§ ±«¥¤±²¢¨¿ 4.15 ½ª¢¨¢ «¥²® ²®¬³, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ Zm! Zn, § -¤ ¢ ¥¬®¥ ´ ª²®°¨§ ¶¨¥© ¯® ®¡° §³ ¢«®¦¥¨¿ s : Zm�n ! Zm, ¿¢«¿¥²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª-¶¨¥© ¢ ±¬»±«¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ 1.11. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¯®«³·¨«¨ ¤°³£³¾ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¾ ²®£® ´ ª² ,·²® ª¢ §¨²®°¨·¥±ª¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿  ¤ Pn ±³¹¥±²¢³¥² ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±³¹¥±²¢³¾²¯®¤£°³¯¯» H ' Tm�n, ¤¥©±²¢³¾¹¨¥   ZP ±¢®¡®¤®.�§ «¥¬¬» 4.14 ² ª¦¥ ±«¥¤³¥², ·²®   ¬®£®®¡° §¨¨ ZP ¢±¥£¤  ±¢®¡®¤® ¤¥©±²¢³¥² ®¤®¬¥° ¿¯®¤£°³¯¯  H ' T 1, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¤¨ £® «¼®¬³ ¢«®¦¥¨¾ T 1 � Tm. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ½²®¬±«³· ¥ ¬ ²°¨¶  S ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±²®«¡¥¶ ¤«¨» m ¨§ ¥¤¨¨¶ ¨ ³±«®¢¨¥ «¥¬¬» 4.14 ®·¥¢¨¤®¢»¯®«¥®. �«¿ ª®£®¬®«®£¨© ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¬®£®®¡° §¨¿ Y(1) = ZP =H ¢ ±¨«³ ²¥®°¥¬» 4.13¬» ¨¬¥¥¬ H�(Y(1)) ' Tork[t1;::: ;tm�1](k(P ); k); (17)£¤¥ ¤¥©±²¢¨¥ k[t1; : : : ; tm�1]   k(P ) = k[v1; : : : ; vm]=I § ¤ ¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ £®¬®¬®°´¨§¬ k[t1; : : : ; tm�1] ! k[v1; : : : ; vm];ti ! vi � vm:�« ¢®¥ T 1-° ±±«®¥¨¥ ZP ! Y(1) ¨¤³¶¨°®¢ ® ¨§ ³¨¢¥°± «¼®£® T 1-° ±±«®¥¨¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨¥ª®²®°®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ c : Y(1) ! BT 1 = CP1 . � ª ª ª H�(CP1 ) = k[v], v 2 H2(C P1 ), ¬»¬®¦¥¬ ° ±±¬®²°¥²¼ ½«¥¬¥² c�(v) 2 H2(Y(1)). �®£¤  ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�¥¬¬  4.16. �®£®£° ¨ª Pn ¿¢«¿¥²±¿ q-±¬¥¦®±²»¬ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  (c�(v))q 6=0.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¨ ®²®¡° ¦¥¨¨ c� ª®«¼¶® k[v] ª®£®¬®«®£¨© CP1 ®²®¡° ¦ ¥²±¿   ¯®¤ª®«¼¶®k(P ) 
k[t1;::: ;tm�1] k = Tor0k[t1;::: ;tm�1](k(P ); k) ª®«¼¶  ª®£®¬®«®£¨© Y(1) (±¬. (17)). �²® ¯®¤ª®«¼¶®¨§®¬®°´® ´ ª²®°-ª®«¼¶³ k(P )=fv1 = : : : = vmg. �¥¯¥°¼ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ «¥¬¬» ¢»²¥ª ¥² ¨§ ²®£®´ ª² , ·²® ¬®£®£° ¨ª Pn ¿¢«¿¥²±¿ q-±¬¥¦®±²»¬ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¨¤¥ « I ¨§®¯°¥¤¥«¥¨¿ ª®«¼¶  k(P ) ¥ ±®¤¥°¦¨² ¬®®¬®¢ ±²¥¯¥¨ ¬¥¼¸¥ q + 1. ��¥°¥¬±¿ ±®¢  ª ° ±±¬®²°¥¨¾ ®¡¹¥£® ±«³· ¿, ª®£¤    ¬®£®®¡° §¨¨ ZP ±¢®¡®¤® ¤¥©±²¢³¥²£°³¯¯  H ' T k. �®£¤  ¨¬¥¥¬BTP = ZP �Tm ETm = �(ZP =T k)�Tm�k ETm�k��ET k = (Y(k) �Tm�k ETm�k)�ET k:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨¬¥¥¬ £« ¢®¥ Tm�k-° ±±«®¥¨¥ Y(k) �ETm ! BTP .�¥®°¥¬  4.17. �¯¥ª²° «¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �¥°¥{�¥°°  ° ±±«®¥¨¿ Y(k)�ETm ! BTP ±®±«®¥¬ Tm�k ¢»°®¦¤ ¥²±¿ ¢ ·«¥¥ E3, ².¥. E3 = E1. �°¨ ½²®¬H�(Y(k)) = H [k(P )
 �[u1; : : : ; um�k]; d];d(1
 ui) = (ti1v1 + : : :+ timvm)
 1; d(a
 1) = 0; bideg a = (0; deg a); bideg ui = (�1; 2);£¤¥ a 2 k(P ) = k[v1; : : : ; vn]=I, �[u1; : : : ; um�k] | ¢¥¸¿¿  «£¥¡° .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®   «®£¨¨ ± «¥¬¬®© 4.5 «¥£ª® ³±² ®¢¨²¼, ·²® ·«¥ E3 ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®-¢ ²¥«¼®±²¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤E3 = H [k(P )
 �[u1; : : : ; um�k]; d] = Tork[t1;::: ;tm�k](k(P ); k):� ±¨«³ ²¥®°¥¬» 4.13 ½²® ¥±²¼ ¥ ·²® ¨®¥ ª ª, H�(Y(k)). ��¥®°¥¬  4.6 ¨ ±«¥¤±²¢¨¥ 3.4 ¯®«³· ¾²±¿ ¨§ ½²®© ²¥®°¥¬» ±®®²¢¥²±²¢¥® ¯°¨ k = 0 ¨ k = m�n.29



4.4. �¢»¥ ¢»·¨±«¥¨¿ ª®£®¬®«®£¨© ¬®£®®¡° §¨© ZP ¤«¿ ¥ª®²®°»µ¬®£®£° ¨ª®¢.1. � ¸ ¯¥°¢»© ¯°¨¬¥° ¯®ª §»¢ ¥², ª ª ¬¥²®¤», ¨§«®¦¥»¥ ¢»¸¥, ° ¡®² ¾² ¢ ¯°®±²®¬ ±«³-· ¥, ª®£¤  P ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ±¨¬¯«¥ª±®¢. � ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¨© ¯°®±²®© ¬®£®£° ¨ª:Pn = �i1 ��i2 � : : : ��ik , £¤¥ �i | i-¬¥°»© ±¨¬¯«¥ª±, Pk ik = n. �®£¤  P ¨¬¥¥² n + k £° ¥©ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨, ².¥. m = n+ k. � ±¨«³ «¥¬¬» 2.11 ¬» ¨¬¥¥¬ ²®£¤  ZP = Z�i1 � : : :�Z�ik .�«¿ Pi = �i ¬¨¨¬ «¼ ¿ °¥§®«¼¢¥²  (11) ª®«¼¶  k(Pi) ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤:0 �! R�1 d�1�! R0 d0�! k(Pi) �! 0;£¤¥ R0, R�1 | ±¢®¡®¤»¥ ®¤®¬¥°»¥ k[v1; : : : ; vi+1]-¬®¤³«¨ ¨ d�1 | ³¬®¦¥¨¥   v1 � : : : � vi+1.�²±¾¤  ¨¬¥¥¬ ¨§®¬®°´¨§¬  «£¥¡°Tork[v1;::: ;vi+1](k(Pi); k) = �[a]; bideg a = (�1; 2i+ 2);£¤¥ �[a] | ¢¥¸¿¿  «£¥¡°   ¤ k. �§ ²¥®°¥¬» 4.6 ¯®«³· ¥¬H�(Z�i) = �[a]; deg a = 2i+ 1;� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ZP = Z�i1 � : : :�Z�ik ¬» ¨¬¥¥¬H�(ZP ) = �[a1; : : : ; ak]; deg al = 2il + 1:� ¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨, ª ª ¯®ª §»¢ ¥² ¯°¨¬¥° 2.10, ¢  ¸¥¬ ±«³· ¥ ZP = S2i1+1�: : :�S2ik+1. �¤ ª® ¸¨ ¢»·¨±«¥¨¿ ª®£®¬®«®£¨© ¿¢® ¥ ¨±¯®«¼§³¾² £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ª®±²°³ª¶¨© ¨§ ° §¤. 2.2. �  ¸¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯°¨¬¥°¥ ¬» ° §¡¥°¥¬ ±«³· ©, ª®£¤  Pn ¿¢«¿¥²±¿ ¢»¯³ª«»¬m-³£®«¼¨ª®¬,².¥. n = 2. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ZP ¨¬¥¥² ²®£¤  ° §¬¥°®±²¼ m+2. � · «  ¬» ¢»·¨-±«¨¬ ·¨±«  �¥²²¨ ½²¨µ ¬®£®®¡° §¨©.� ±±¬®²°¨¬ ·«¥ E2 ±¯¥ª²° «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ �¥°¥{�¥°°  ° ±±«®¥¨¿ p : Z ! M4 ±®±«®¥¬ Tm�2 ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ²®°¨·¥±ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿ M4  ¤ P 2 («¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²®  ¤ «¾¡»¬¬®£®³£®«¼¨ª®¬ ±³¹¥±²¢³¥² µ®²¿ ¡» ®¤® ²®°¨·¥±ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥). �§ ²¥®°¥¬» 3.3 ¬» ¯®«³· -¥¬, ·²® H2(M4) ¨¬¥¥² ° £ m�2 ± ¡ §¨±®¬ w1; : : : ; wm�2, ¨ ª®«¼¶® H�(M4) ¬³«¼²¨¯«¨ª ²¨¢® ¯®-°®¦¤¥® ½²¨¬¨ ½«¥¬¥² ¬¨. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ H�(Tm�2) | ¢¥¸-¿¿  «£¥¡°  ± ®¡° §³¾¹¨¬¨ u1; : : : ; um�2 ¨ d2(ui) = wi (²®·¥¥,d2(ui 
 1) = 1 
 wi). �°®¬¥ ²®£®, ®²®¡° ¦¥¨¥ p� : ~H�(M4) !~H�(Z) ¿¢«¿¥²±¿ ³«¥¢»¬ £®¬®¬®°´¨§¬®¬. �²® ±«¥¤³¥² ¨§ ²®-£® ´ ª² , ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ f� : H�(BTm�2) ! H�(M4) ½¯¨-¬®°´® (±¬. ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 4.7), ¨ ª®¬¬³² ²¨¢®±²¨¤¨ £° ¬¬» ZP ����! ETm�2p??y ??yp0M4 f����! BTm�2:�§ ¢±¥µ ½²¨µ § ¬¥· ¨© ¨ ²¥®°¥¬» 4.12 (¢ ±¨«³ ª®²®°®© E3 =E1) ¢»²¥ª ¥², ·²® ¢±¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «» d0;�2 ¿¢«¿¾²±¿ ¬®®¬®°-´¨§¬ ¬¨,   ¢±¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «» d2;�2 ¿¢«¿¾²±¿ ½¯¨¬®°´¨§¬ ¬¨.1ui wiPPPPq PPPPqPPPPq PPPPq
PPPPq PPPPqd0;�2 d2;�20 2 40

m�2 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
30



�¥¯¥°¼ ¨§ ²¥®°¥¬» 4.12 ¯³²¥¬ ¯°®±²®£® ¯®¤±·¥²  ¬» ¢»¢®¤¨¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ´®°¬³«» ¤«¿ ·¨±¥«�¥²²¨ bi(Z): b0(Z) = bm+2(Z) = 1;b1(Z) = b2(Z) = bm(Z) = bm+1(Z) = 0;bk(Z) = (m� 2)�m�2k�2 �� �m�2k�1 �� �m�2k�3 � = �m�2k�3�m(m�k)k�1 ; 3 6 k 6 m� 1: (18)� ¬ «»µ ° §¬¥°®±²¿µ ´®°¬³«» (18) ¤ ¾²  ¬ ±«¥¤³¾¹¥¥:m = 3 : b0(Z5) = b5(Z5) = 1 ¨ 0 ¤«¿ ®±² «¼»µ,m = 4 : b0(Z6) = b6(Z6) = 1; b3(Z6) = 2 ¨ 0 ¤«¿ ®±² «¼»µ.�²¨ ¤¢  ±«³· ¿ ¯®ª°»¢ ¾²±¿ ¯°¥¤»¤³¹¨¬ ¯°¨¬¥°®¬, ² ª ª ª ¤«¿ m = 3 ¬» ¨¬¥¥¬ P 2 = �2,   ¤«¿m = 4 ¬» ¨¬¥¥¬ P 2 = �1 ��1. � ª ¡»«® ³ª § ®, ¢ ½²¨µ ±«³· ¿µ Z5 = S5, Z6 = S3 � S3. � «¥¥,m = 5 : b0(Z7) = b7(Z7) = 1; b3(Z7) = b4(Z7) = 5; ¨ 0 ¤«¿ ®±² «¼»µ,m = 6 : b0(Z8) = b8(Z8) = 1; b3(Z8) = b5(Z8) = 9; b4(Z8) = 16; ¨ 0 ¤«¿ ®±² «¼»µ,¨ ².¤.�²® ¦¥ ª ± ¥²±¿ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²¨¢®© ±²°³ª²³°» ª®£®¬®«®£¨©, ²® ¢ ±¨«³ ²¥®°¥¬» 4.6 ¬» ¨¬¥¥¬¨§®¬®°´¨§¬  «£¥¡°H�(Zm+2P ) �= Tork[v1;::: ;vm](k(P 2); k) = H [k(P 2)
 �[u1; : : : ; um]; d]: (19)�±«¨ m = 3, ²® k(P ) = k[v1; v2; v3]=v1v2v3, ¥±«¨ ¦¥ m > 3, ²® ¬» ¨¬¥¥¬ k(P ) = k[v1; : : : ; vm]=I , £¤¥I ¯®°®¦¤¥ ¬®®¬ ¬¨ ¢¨¤  vivj , i 6= j � 1 (§¤¥±¼ ¨ ¤ «¥¥ ¬» ¯®« £ ¥¬ vm+i = vi ¨ vi�m = vi). �»¢»·¨±«¨¬ ¿¢® ³¬®¦¥¨¥ ¢ ª®£®¬®«®£¨¿µ ¢ ±«³· ¥ m = 5. � ª «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¯¿²¼®¡° §³¾¹¨µ H3(ZP ) ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ ª®¶¨ª« ¬¨ vi 
 ui+2, i = 1; 5,  «£¥¡°» k(P 2)
 �[u1; : : : ; um];¯¿²¼ ®¡° §³¾¹¨µ H4(ZP ) ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ ª®¶¨ª« ¬¨ vj 
 uj+2uj+3, j = 1; 5. �°®¨§¢¥¤¥¨¥ ª®¶¨-ª«®¢ vi 
 ui+2 ¨ vj 
 uj+2uj+3 ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¥²°¨¢¨ «¼»© ª« ±± ª®£®¬®«®£¨© H7(ZP ) ²®£¤  ¨²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢ ¬®¦¥±²¢¥ fi; i+ 2; j; j + 2; j + 3g ¨ª ª¨¥ ¤¢  ¨¤¥ª±  ¥ ±®¢¯ ¤ ¾². � ª¨¬®¡° §®¬, ¤«¿ ª ¦¤®£® ª« ±±  ª®£®¬®«®£¨© [vi 
 ui+2] ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥»© ª« ±± ª®£®¬®«®£¨©[vj 
 uj+2uj+3] (¤¢®©±²¢¥»© ¯® �³ ª °¥), ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ± ª®²®°»¬ ¥²°¨¢¨ «¼®. � ½²®¬ ±«³-· ¥ ½²® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ § ¤ ¥² ´³¤ ¬¥² «¼»© ª« ±± ª®£®¬®«®£¨© ¬®£®®¡° §¨¿ ZP (®¤¨¬ ¨§ ¥£®¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥©,  ¯°¨¬¥°, ¿¢«¿¥²±¿ ª®¶¨ª« v1v2
u3u4u5). � ±«¥¤³¾¹¥¬ ° §¤¥«¥ ¬» ±´®°¬³«¨°³¥¬  «®£¨·®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥. �  ¸¥¬ ±«³· ¥ ¢±¥ ®±² «¼»¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢  «£¥¡°¥ª®£®¬®«®£¨© H�(Z7P ) ²°¨¢¨ «¼».5. �®£®¬®«®£¨¨ ZP ¨ ª®¬¡¨ ²®°¨ª  ¯°®±²»µ ¬®£®£° ¨-ª®¢�¥®°¥¬  4.6 ¯®§¢®«¿¥² ¢¢¥±²¨ ¢ ª®£®¬®«®£¨¨ ¬®£®®¡° §¨¿ ZP ±²°³ª²³°³ ¡¨£° ¤³¨°®¢ ®©  «-£¥¡°». �¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¤¢®©±²¢¥®±²¼ �³ ª °¥ ¢ ª®£®¬®«®£¨¿µ ZP ±®µ° ¿¥² ½²³ ¡¨£° ¤³-¨°®¢ ³¾ ±²°³ª²³°³. �¬¥® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¥¥ ª®¬¡¨ ²®°®¥ ®¯¨± ¨¥ ¤¢®©±²¢¥®±²¨�³ ª °¥.�¥¬¬  5.1. � ²¥°¬¨ µ ¡¨£° ¤³¨°®¢ ®©  «£¥¡°» [k(P ) 
 �[u1; : : : ; um]; d] ¨§ ²¥®°¥¬» 4.6 ¬»¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ 31



1) �³¤ ¬¥² «¼»© ª®£®¬®«®£¨·¥±ª¨© ª« ±± ¬®£®®¡° §¨¿ ZP ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ «¾¡»¬ ª®¶¨-ª«®¬ ¢¨¤  vi1 : : : vin 
 uj1 : : : ujm�n , j1 < : : : < jm�n, £¤¥ (i1; : : : ; in) |  ¡®° ¨¤¥ª±®¢ £¨¯¥°-£° ¥©, ±µ®¤¿¹¨µ±¿ ¢ ¥ª®²®°®© ¢¥°¸¨¥ v 2 Pn ¨ fi1; : : : ; in; j1; : : : ; jm�ng = f1; : : : ;mg.2) �¢  ª®¶¨ª«  vi1 : : : vip 
 uj1 : : : ujr ¨ vk1 : : : vks 
 ul1 : : : ult ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ¤¢®©±²¢¥»¥ ¯®�³ ª °¥ ª« ±±» ª®£®¬®«®£¨© ¢ H�(ZP ) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  p + s = n, r + t =m � n, (i1; : : : ; ip; k1; : : : ; ks) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©  ¡®° ¨¤¥ª±®¢ £¨¯¥°£° ¥©, ±µ®¤¿¹¨µ±¿ ¢¥ª®²®°®© ¢¥°¸¨¥ v 2 Pn ¨ fi1; : : : ; ip; j1; : : : ; jr; k1; : : : ; ks; l1; : : : ; ltg = f1; : : : ;mg.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²¢¥°¦¤¥¨¥ ¯. 1 ¢»²¥ª ¥² ¨§ ²®£® ´ ª² , ·²® ®¯¨± »© ² ¬ ª« ±± ª®£®¬®-«®£¨© ¿¢«¿¥²±¿ ®¡° §³¾¹¥© £°³¯¯» Tor�(m�n);2mk[v1;::: ;vm] (k(P ); k), ª®²®° ¿ ¨§®¬®°´  Hm+n(Zm+nP ) (±¬.²¥®°¥¬³ 4.6). �²¢¥°¦¤¥¨¥ ¯. 2 ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® ¤¢  ª« ±±  ª®£®¬®«®£¨© ¤¢®©±²¢¥» ¯® �³ -ª °¥ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¨µ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥±²¼ ´³¤ ¬¥² «¼»© ª« ±± ª®£®¬®«®£¨©. ��¤¥±¼ ³¬¥±²® ¢¢¥±²¨ ±«¥¤³¾¹¨¥ ®¡®§ ·¥¨¿. �®«®¦¨¬ T i = Tor�ik[v1;::: ;vm](k(P ); k), T i;2j =Tor�i;2jk[v1;::: ;vm](k(P ); k) ¨ ¢¢¥¤¥¬ ¡¨£° ¤³¨°®¢ »¥ ·¨±«  �¥²²¨ ¬®£®®¡° §¨¿ ZP ª ªb�i;2j(ZP ) = dimk Tor�i;2jk[v1;::: ;vm](k(P ); k): (20)�®£¤  ¨§ ²¥®°¥¬» 4.2 ¢»²¥ª ¥², ·²® bk(ZP ) = P2j�i=k b�i;2j(ZP ). �²®° ¿ · ±²¼ «¥¬¬» 5.1 ³²¢¥°-¦¤ ¥², ·²® b�i;2j(ZP ) = b�(m�n�i);2(m�j)(ZP ) ¤«¿ «¾¡»µ i; j. �²® ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥ ±«¥¤³¾-¹¥£® ±®®²®¸¥¨¿   °¿¤» �³ ª °¥ F (T i; t) =Pmr=0 b�i;2rt2r ¬®¤³«¥© T i:F (T i; t) = t2mF �T m�n�i; 1t � : (21)�²® ±®®²®¸¥¨¥ µ®°®¸® ¨§¢¥±²® ¢ ª®¬¬³² ²¨¢®©  «£¥¡°¥ ¤«¿ ² ª  §»¢ ¥¬»µ ª®«¥¶ �®°¥¸²¥©-  (±¬. [16]). �®«¼¶  £° ¥© ±¨¬¯«¨¶¨ «¼»µ ª®¬¯«¥ª±®¢ Kn�1, § ¤ ¾¹¨µ ²°¨ £³«¿¶¨¨ ±´¥°»Sn�1, ¿¢«¿¾²±¿ ª®«¼¶ ¬¨ �®°¥¸²¥© . � · ±²®±²¨, ª®«¼¶ ¬¨ �®°¥¸²¥©  ¿¢«¿¾²±¿ ¢±¥ ª®«¼¶ k(Pn) ¤«¿ ¯°®±²»µ ¬®£®£° ¨ª®¢ Pn.�°®±²®¥ ª®¬¡¨ ²®°®¥ ° ±±³¦¤¥¨¥ (±¬. [16, £«. II, x1]) ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®£® (n � 1)-¬¥°®£® ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®£® ª®¬¯«¥ª±  K °¿¤ �³ ª °¥ F (k(K); t) ¨¬¥¥² ¢¨¤F (k(K); t) = 1 + n�1Xi=0 fit2(i+1)(1� t2)i+1 ;£¤¥ (f0; : : : ; fn�1) | f -¢¥ª²®° K. �® ¦¥ ± ¬®¥ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ²¥°¬¨ µ h-¢¥ª²®°  (h0; : : : ; hn):F (k(K); t) = h0 + h1t2 + : : :+ hnt2n(1� t2)n : (22)� ¤°³£®© ±²®°®», °¿¤ �³ ª °¥ k[v1; : : : ; vm]-¬®¤³«¿ k(P ) (¨«¨ k(K)) ¬®¦® ¢»·¨±«¿²¼ ¯°¨ ¯®-¬®¹¨ ¯°®¨§¢®«¼®© ±¢®¡®¤®© °¥§®«¼¢¥²» k(P ). � ¨¬¥® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿ ®¡¹ ¿ ²¥®°¥¬ (±¬.,  ¯°¨¬¥°, [16]).�¥®°¥¬  5.2. �³±²¼M | ª®¥·® ¯®°®¦¤¥»© £° ¤³¨°®¢ »© k[v1; : : : ; vm]-¬®¤³«¼, deg vi = 2,¨ § ¤   ª®¥· ¿ ±¢®¡®¤ ¿ °¥§®«¼¢¥²  M :0 �! R�h d�h�! R�h+1 d�h+1�! � � � �! R�1 d�1�! R0 d0�!M �! 0:32



�³±²¼ ®¡° §³¾¹¨¥ ±¢®¡®¤»µ k[v1; : : : ; vm]-¬®¤³«¥© R�i ¨¬¥¾² ° §¬¥°®±²¨ d1i; : : : ; dqii, £¤¥ qi =dimk[v1;::: ;vm]R�i. �®£¤  °¿¤ �³ ª °¥ ¬®¤³«¿ M ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥:F (M; t) = P�hi=0(�1)i(td1i + : : :+ tdqii)(1� t2)m : ��°¨¬¥¨¬ ½²³ ²¥®°¥¬³ ª ¬¨¨¬ «¼®© °¥§®«¼¢¥²¥ (11) ª®«¼¶  k(P ) = k[v1; : : : ; vm]=I . �®£¤ , ¢¢¨¤³²°¨¢¨ «¼®±²¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ «®¢ ª®¬¯«¥ª±  (12), ¬» ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ´®°¬³«³F (k(P ); t) = (1� t2)�m m�nXi=0 (�1)iF (T i; t): (23)�²±¾¤  ¨ ¨§ ±®®²®¸¥¨¿ (21) ¯®«³· ¥¬:F (k(P ); t) = (1� t2)�m m�nXi=0 (�1)it2mF (T m�n�i; 1t ) == (1� ( 1t )2)�m � (�1)m m�nXj=0 (�1)m�n�jF (T j ; 1t ) = (�1)nF (k(P ); 1t ):�®¤±² ¢«¿¿ ¢¬¥±²® F (k(P ); t) ¨ F (k(P ); 1t ) ¢»° ¦¥¨¿ ¨§ ¯° ¢®© · ±²¨ ´®°¬³«» (22), ¬» ¯®«³· ¥¬hi = hn�i: (24)�²® ² ª  §»¢ ¥¬»¥ ±®®²®¸¥¨¿ �¥ {�®¬¬¥°¢¨««¿, µ®°®¸® ¨§¢¥±²»¥ ¢ ²¥®°¨¨ ¯°®±²»µ ¬®-£®£° ¨ª®¢.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® ¨§ ¤¢®©±²¢¥®±²¨ �³ ª °¥ ¤«¿ ¬®£®®¡° §¨¿ ZP ¢»²¥ª ¥²¨§¢¥±² ¿  «£¥¡° ¨·¥±ª ¿ ¤¢®©±²¢¥®±²¼ (21) ¨ ª®¬¡¨ ²®°»¥ ±®®²®¸¥¨¿ �¥ {�®¬¬¥°¢¨««¿(24). �°®¬¥ ²®£®, ¨§ ±®®²®¸¥¨© (22) ¨ (23) ¯®«³· ¥¬m�nXi=0 (�1)iF (T i; t) = (1� t2)m�nh(t2); (25)£¤¥ h(t) =Pni=0 hiti.� °¿¤³ ± ª®¶¥¯»¬ ª®¬¯«¥ª±®¬ [k(P ) 
 �[u1; : : : ; um]; d] ¨§ ²¥®°¥¬» 4.6 ¬» ¢¢¥¤¥¬ ¥ª®²®°»©¥£® ¯®¤ª®¬¯«¥ª± A, ª®²®°»© ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �®¬¯«¥ª± A ¯®°®¦¤ ¥²±¿ ª ª k-¬®¤³«¼ ½«¥¬¥² ¬¨ k(P )
�[u1; : : : ; um] ¢¨¤  vi1 : : : vip 
uj1 : : : ujq ¨ 1
uj1 : : : ujk , £¤¥ fvi1 ; : : : ; vipg¯®°®¦¤ ¾² ±¨¬¯«¥ª± KP ¨ fi1; : : : ; ipg \ fj1; : : : ; jqg = ?. �¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® d(A) � A ¨ ¯®½²®¬³A ¿¢«¿¥²±¿ ª®¶¥¯»¬ ¯®¤ª®¬¯«¥ª±®¬. �°®¬¥ ²®£®, A  ±«¥¤³¥² ¨§ k(P )
�[u1; : : : ; um] ±²°³ª²³°³¡¨£° ¤³¨°®¢ ®£® ¬®¤³«¿, ² ª ·²® ¤¨´´¥°¥¶¨ « d ¯®¢»¸ ¥² ¡¨±²¥¯¥¼   (1; 0).�¥¬¬  5.3. �®£®¬®«®£¨¨ ª®¶¥¯»µ ª®¬¯«¥ª±®¢ [k(P )
�[u1; : : : ; um]; d] ¨ [A; d] ±®¢¯ ¤ ¾². � ª¨¬®¡° §®¬, ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¨§®¬®°´¨§¬ k-¬®¤³«¥©H [A; d] �= Tork[v1;::: ;vm](k(P ); k):33



�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·® ¤®ª § ²¼, ·²® «¾¡®© ª®¶¨ª« ! = v�1i1 : : : v�pip 
 uj1 : : : ujq ¨§ k(P ) 
�[u1; : : : ; um], ¥ «¥¦ ¹¨© ¢ A, ¿¢«¿¥²±¿ ª®£° ¨¶¥©. �«¿ ½²®£® § ¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨  ©¤¥²±¿ ik 2fi1; : : : ; ipg\fj1; : : : ; jqg, ²® d! ±®¤¥°¦¨² ±« £ ¥¬®¥ v�1i1 : : : v�k+1ik : : : v�pip 
uj1 : : : buik : : : ujq , ².¥. d! 6= 0| ¯°®²¨¢®°¥·¨¥. � ·¨², fi1; : : : ; ipg \ fj1; : : : ; jqg = ?. �±«¨ ¦¥ ¢ § ¯¨±¨ ! ¨¬¥¥²±¿ µ®²¿ ¡» ®¤®�k > 1, ²® ¢ ±¨«³ ²®£®, ·²® d! = 0, ¬» ¯®«³· ¥¬ ! = �d�v�1i1 : : : v�k�1ik : : : v�pip 
 uikuj1 : : : ujq�. �«¿§ ¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  «¥¬¬» ®±² «®±¼ § ¬¥²¨²¼, ·²® ¢±¥ ¥³«¥¢»¥ ½«¥¬¥²» ª®«¼¶  k(P )¢¨¤  vi1 : : : vip ±®®²¢¥²±²¢³¾² ±¨¬¯«¥ª± ¬ KP . �� «¥¥, ¢¢¥¤¥¬ ¯®¤¬®¤³«¨ A�;2r � A, r = 0; : : : ;m, ¯®°®¦¤¥»¥ ½«¥¬¥² ¬¨ vi1 : : : vip 
uj1 : : : ujq 2 A, £¤¥ p + q = r. � ª¨¬ ®¡° §®¬, A�;2r | ¯®¤¬®¤³«¼ ¢ A, ±®±²®¿¹¨© ¨§ ½«¥¬¥²®¢¢³²°¥¥© ±²¥¯¥¨ 2r (².¥. ¤«¿ «¾¡®£® ! 2 A�;2r ¨¬¥¥¬ bideg! = (�; 2r); ¢³²°¥¿¿ ±²¥¯¥¼±®®²¢¥²±²¢³¥² ¢²®°®© £° ¤³¨°®¢ª¥). �±®, ·²® P2mr=0A�;2r = A. � ª ª ª ¤¨´´¥°¥¶¨ « d ±®µ° ¿-¥² ¢³²°¥¾¾ £° ¤³¨°®¢ª³, ¢±¥ A�;2r ¿¢«¿¾²±¿ ¯®¤ª®¬¯«¥ª± ¬¨ ¢ A. �°³¯¯» ª®£®¬®«®£¨© ½²¨µª®¬¯«¥ª±®¢ c³²¼ T i;2r,   ¨µ ° §¬¥°®±²¨ | ¡¨£° ¤³¨°®¢ »¥ ·¨±«  �¥²²¨ b�i;2r(ZP ). � ±±¬®²°¨¬²¥¯¥°¼ ½©«¥°®¢» µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ½²¨µ ¯®¤ª®¬¯«¥ª±®¢�r := �(A�;2r) = mXq=0(�1)q dimk A�q;2r = mXq=0(�1)qb�q;2r(ZP )¨ ®¯°¥¤¥«¨¬ �(t) = mXr=0�rt2r: (26)�®£¤  ¨§ «¥¬¬» 5.3 ¬» ¯®«³· ¥¬�(t) =Pmr=0Pmq=0(�1)q dimkA�q;2rt2r =Pmq=0(�1)qPmr=0 dimkH�q[A�;2r]t2r ==Pmq=0(�1)qPmr=0 dimk T q;2rt2r =Pmq=0(�1)qF (T q ; t);£¤¥ T q;2r = H�q;2r[k(P ) 
 �[u1; : : : ; um]; d] = Tor�q;2rk[v1;::: ;vm](k(P ); k). �²±¾¤  ¨ ¨§ ±®®²®¸¥¨¿ (25)¯®«³· ¥¬ �(t) = (1� t2)m�nh(t2): (27)�²® ±®®²®¸¥¨¥ ² ª¦¥ «¥£ª® ¢»¢¥±²¨ ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ �r. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥²°³¤-® ¢¨¤¥²¼, ·²® dimk A�q;2r = fr�q�1�m� r + qq �; �r = mXj=0(�1)r�jfj�1�m� jr � j �; (28)(¬» ¯®« £ ¥¬ �jk� = 0 ¯°¨ k < 0). �®£¤ �(t) =Pmr=0 �rt2r =Pmr=0Pmj=0 t2jt2(r�j)(�1)r�jfj�1�m�jr�j � =Pmj=0 fj�1t2j(1� t2)m�j == (1� t2)mPnj=0 fj�1(t�2 � 1)�j : (29)� «¥¥, ¨§ ±®®²®¸¥¨¿ (1) ¢»²¥ª ¥², ·²®tnh(t�1) = (t� 1)n nXi=0 fi�1(t� 1)�i:34



�®¤±² ¢«¿¿ ±¾¤  t�2 ¢¬¥±²® t, ± ³·¥²®¬ (29) ¯®«³· ¥¬�(t)(1� t2)m = t�2nh(t2)(t�2 � 1)n = h(t2)(1� t2)n ;·²® ½ª¢¨¢ «¥²® (27).�®®²®¸¥¨¥ (27) ¯®§¢®«¿¥² ¢»° §¨²¼ h-¢¥ª²®° ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  Pn ¢ ²¥°¬¨ µ ¡¨£° -¤³¨°®¢ »µ ·¨±¥« �¥²²¨ b�q;2r(ZP ) ¬®£®®¡° §¨¿ ZP .�¥¬¬  5.4. �¿¤ �³ ª °¥ F (A�;�; �; t) = Pr;q dimk A�q;2r��qt2r ¡¨£° ¤³¨°®¢ ®£® ¬®¤³«¿ A�;�¨¬¥¥² ¢¨¤ F (A�;�; �; t) =Xj fj�1�1 + t2� �m�j t2j :�®ª § ²¥«¼±²¢®. �§ ´®°¬³«» (28) ¯®«³· ¥¬Pr;q dimk A�q;2r��qt2r =Pr;q fr�q�1�m�r+qq ���qt2r =Pr;j fj�1�m�jr�j ���(r�j)t2r ==Pj fj�1 �1 + t2� �m�j t2j : ��«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ¡¨£° ¤³¨°®¢ »µ ·¨±¥« �¥²²¨ b�i;2j(ZP )  °¿¤³ ± ²¥®°¥¬®© 4.6 ¨ °¥§³«¼² ² -¬¨ ¯. 4.3 ¬®¦® ² ª¦¥ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨© °¥§³«¼² ², ±¢®¤¿¹¨© ¨µ ¢»·¨±«¥¨¥ ª ¢»·¨±«¥¨¾ª®£®¬®«®£¨© ¯®¤ª®¬¯«¥ª±®¢ ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®£® ª®¬¯«¥ª±  Kn�1, ¤¢®©±²¢¥®£® ª @Pn.�¥®°¥¬  5.5 (�®µ±²¥°, ±¬. [16, 11]). �³±²¼ K | ±¨¬¯«¨¶¨ «¼»© ª®¬¯«¥ª± ± ¬®¦¥±²¢®¬ ¢¥°-¸¨ V = fv1; : : : ; vmg, k(K) | ª®«¼¶® £° ¥© ¨ T i = Tor�ik[v1;::: ;vm](k(K); k). �®£¤ F (T i; t) = XW�V (dimk ~HjW j�i�1(KW ))t2jW j;£¤¥ KW | ¯®¤ª®¬¯«¥ª± K, ±®±²®¿¹¨© ¨§ ¢±¥µ ±¨¬¯«¥ª±®¢, ¢¥°¸¨» ª®²®°»µ «¥¦ ² ¢ W . ��¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¯°®±²»¥ ¯°¨¬¥°» ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ¢»·¨±«¥¨¿, ®±®¢ »¥   ½²®© ²¥®°¥¬¥,±² ®¢¿²±¿ ®·¥¼ ±«®¦»¬¨ ¤ ¦¥ ¤«¿ ¥¡®«¼¸¨µ ª®¬¯«¥ª±®¢ K. �®¦® ² ª¦¥ ¯®ª § ²¼, ·²® ®¡-±³¦¤ ¢¸¨©±¿ ¢»¸¥ °¥§³«¼² ² ¨§ [10], ¯°¨¬¥¥»© ª U(Pn) (±¬. ¯³ª² 2.2) ¤ ¥² ²® ¦¥ ± ¬®¥®¯¨± ¨¥ H�(U(Pn)), ·²® ¨ ²¥®°¥¬  �®µ±²¥°  ¤«¿ H�(ZP ) (·²® ¥±²¥±²¢¥® ±®£« ±³¥²±¿ ±  ¸¨¬¨°¥§³«¼² ² ¬¨ ¨§ ¯³ª²  2.2).�¥¬¬  5.6. �«¿ «¾¡®£® ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  PTor�q;2rk[v1;::: ;vm](k(P ); k) = 0 ¯°¨ 0 < r 6 q:�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²® ¬®¦® ¢»¢¥±²¨ «¨¡® ¯°¿¬® ¨§ ª®±²°³ª¶¨¨ ¬¨¨¬ «¼®© °¥§®«¼¢¥²» (11),«¨¡® ¨§ ²¥®°¥¬» 5.5. ��¥®°¥¬  5.7. 1) H1(Z) = H2(Z) = 0. 35



2) � £ ²°¥²¼¥© £°³¯¯» ª®£®¬®«®£¨© Z (².¥. ²°¥²¼¥ ·¨±«® �¥²²¨, b3(Z)) ° ¢¥ ·¨±«³ ¯ °¢¥°¸¨ ±¨¬¯«¨¶¨ «¼®£® ª®¬¯«¥ª±  Kn�1, ¥ ±®¥¤¨¥»µ °¥¡° ¬¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ f0 =m | ·¨±«® ¢¥°¸¨ K ¨ f1 | ·¨±«® °¥¡¥°, ²®b3(ZP ) = m(m� 1)2 � f1:�®ª § ²¥«¼±²¢®. �§ ²¥®°¥¬» 4.2 ¨ «¥¬¬» 5.6 ±«¥¤³¥², ·²®H3(Z) = Tor�1;4k[v1;::: ;vm](k(P ); k) = T 1;4:� «¥¥ ¨§ ²¥®°¥¬» 5.5 ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²®b�1;4(ZP ) = dimk T 1;4 = XW�V;jW j=2dimk ~H0(KW ):�¥¯¥°¼  ¸  ²¥®°¥¬  ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£® ´ ª² , ·²® dimk ~H0(KW ) = 0, ¥±«¨ KW ¿¢«¿¥²±¿ °¥¡°®¬ K,¨ dimk ~H0(KW ) = 1, ¥±«¨ KW ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯ °³ ²®·¥ª. �� ¬¥· ¨¥. �§ ²¥®°¥¬ 4.2, 5.5 ¨ «¥¬¬» 5.6 ² ª¦¥ ±«¥¤³¥², ·²®b4(Z) = dimk T 2;6 = XW�V;jW j=3dimk ~H0(KW ):� °¿¤³ ± ±®®²®¸¥¨¿¬¨ �¥ {�®¬¬¥°¢¨««¿ (24) °¿¤ ¤°³£¨µ ª®¬¡¨ ²®°»µ ±¢®©±²¢ ¯°®±²»µ¬®£®£° ¨ª®¢ ¯®«³· ¾² ª° ±¨¢³¾ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¾ ¢ ²¥°¬¨ µ ¬®£®®¡° §¨© ZP . � · ±²®±²¨,±®®²®¸¥¨¥ (27) ¯®§¢®«¿¥² § ¯¨± ²¼ ¨§¢¥±²»¥ ¥° ¢¥±²¢  � ª�¾««¥ , ¢¥°µ¾¾ ¨ ¨¦¾¾®¶¥ª¨ ¤«¿ ·¨±«  £° ¥© ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  (±¬. [3]) ¢ ²¥°¬¨ µ ª®£®¬®«®£¨© ¬®£®®¡° §¨¿ZP . �» ®±² ®¢¨¬±¿ §¤¥±¼ «¨¸¼   ¤¢³µ ¯°¨¬¥° µ.�¥°¢®¥ ¥²°¨¢¨ «¼®¥ ¥° ¢¥±²¢® � ª�¾««¥  ¤«¿ ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  Pn ¨¬¥¥² ±«¥¤³-¾¹¨© ¢¨¤: h1 6 h2 ¯°¨ n > 3. � ²¥°¬¨ µ f -¢¥ª²®°  ½²® § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ² ª: f1 > mn��n+12 �. � ±¨«³²¥®°¥¬» 5.7 ¬» ¨¬¥¥¬ b3(ZP ) = �m2 �� f1. �²±¾¤  ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ®¶¥ª³ ±¢¥°µ³:b3(ZP ) 6 �m� n2 � ¯°¨ n > 3: (30)�¥°µ¿¿ ®¶¥ª  ¤«¿ ·¨±«  £° ¥© ¯°®±²®£® ¬®£®£° ¨ª  ¢ ²¥°¬¨ µ h-¢¥ª²®°  ¢»£«¿¤¨²±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: hi 6 �m� n+ i� 1i �: (31)�±¯®«¼§³¿ ° §«®¦¥¨¥ � 11� t2�m�n = 1Xi=0 �m� n+ i� 1i �t2i;¨§ ±®®²®¸¥¨¿ (27) ¨ ¥° ¢¥±²¢  (31) ¯®«³· ¥¬�(t) 6 1: (32)�»«® ¡» ¨²¥°¥±® ¯®«³·¨²¼ ·¨±²® ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¥° ¢¥±²¢ (30) ¨ (32).36
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