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Ââåäåíèå

SU -áîðäèçìû � ýòî òåîðèÿ áîðäèçìîâ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé ñî ñïåöèàëüíîé
óíèòàðíîé ñòðóêòóðîé â ñòàáèëüíîì êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè. Ãåîìåòðè÷åñêè, SU -
ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèèM îïðåäåëÿåòñÿ ðåäóêöèåé ñòðóêòóðíîé ãðóïïû ñòàáèëü-
íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M ê ãðóïïå SU(N). Ãîìîòîïè÷åñêè, SU -
ñòðóêòóðà � ýòî ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ïîäíÿòèÿ îòîáðàæåíèÿ M → BO(2N), êëàñ-
ñèôèöèðóþùåãî ñòàáèëüíîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå, äî îòîáðàæåíèÿ M → BSU(N).
Ìíîãîîáðàçèå M äîïóñêàåò SU -ñòðóêòóðó, åñëè îíî äîïóñêàåò ñòàáèëüíî êîìïëåêñ-
íóþ ñòðóêòóðó ñ c1(TM) = 0.

Òåîðèÿ áîðäèçìîâ è êîáîðäèçìîâ íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè áóðíîãî ðîñòà è ðàç-
âèòèÿ â íà÷àëå 1960-õ ãîäîâ. Áîëüøèíñòâî âåäóùèõ òîïîëîãîâ òîãî âðåìåíè âíåñëè
ñâîé âêëàä â ýòî ðàçâèòèå. Èäåÿ áîðäèçìà áûëà âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíà â ÿâíîì
âèäå Ïîíòðÿãèíûì [43], êîòîðûé ñâÿçàë òåîðèþ îñíàùåííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ èçó÷å-
íèåì ñòàáèëüíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï ñôåð, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå òðàíñâåðñàëüíîñòè.
Â ðàííèõ ðàáîòàõ, êàê íàïðèìåð ó Ðîõëèíà [47], òåîðèÿ áîðäèçìîâ íàçûâàëàñü ¾âíóò-
ðåííèìè ãîìîëîãèÿìè¿, èìåÿ â âèäó èäåþ ãîìîëîãè÷åñêèõ öèêëîâ, âîñõîäÿùóþ ê Ïó-
àíêàðå. Ïåðâàÿ èçó÷åííàÿ òåîðèÿ áîðäèçìîâ � íåîðèåíòèðîâàííûå áîðäèçìû � ñòàëà
ïðåäìåòîì ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòû Òîìà [51], êîòîðûé ïîëíîñòüþ âû÷èñëèë êîëü-
öî íåîðèåíòèðîâàííûõ áîðäèçìîâ ΩO. Îïèñàíèå êîëüöà îðèåíòèðîâàííûõ áîðäèçìîâ
ΩSO áûëî çàêîí÷åíî ê êîíöó 1950-õ ãîäîâ ðàáîòàìè Íîâèêîâà [38, 39] (ìóëüòèïëèêà-
òèâíàÿ ñòðóêòóðà ïî ìîäóëþ êðó÷åíèÿ) è Óîëëà [53] (ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ êîíå÷-
íîãî ïîðÿäêà); âàæíûå áîëåå ðàííèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû Òîìîì [51] (îïèñàíèå
êîëüöà ΩSO⊗Q), Àâåðáóõîì [4] (îòñóòñòâèå íå÷¼òíîãî êðó÷åíèÿ), Ìèëíîðîì [33] (àä-
äèòèâíàÿ ñòðóêòóðà ïî ìîäóëþ êðó÷åíèÿ), à òàêæå Ðîõëèíûì [47].

Êóëüìèíàöèåé â ðàçâèòèè ýòîé òåîðèè ñòàëî âû÷èñëåíèå êîëüöà êîìïëåêñíûõ
(óíèòàðíûõ) áîðäèçìîâ ΩU , âûïîëíåííîå â ðàáîòàõ Ìèëíîðà [33] è Íîâèêîâà [38, 39].
Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êîëüöî ΩU èçîìîðôíî ãðàäóèðîâàííîìó êîëüöó ìíîãî÷ëåíîâ
Z[ai : i > 1] îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ñ îäíîé îáðàçóþùåé â êàæäîé ÷åòíîé
ðàçìåðíîñòè, deg ai = 2i. Ýòîò ðåçóëüòàò íàøåë ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â àëãåá-
ðàè÷åñêîé òîïîëîãèè è ñìåæíûõ ðàçäåëàõ íàóêè. Ìû äà¼ì îáçîð òåîðèè óíèòàðíûõ
áîðäèçìîâ â � 1, òàê êàê â äàëüíåéøåì îíà ïîíàäîáèòñÿ íàì äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû
êîëüöà SU -áîðäèçìîâ.

Èçó÷åíèå SU -áîðäèçìîâ â 1960-õ ãîäàõ îáîçíà÷èëî ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ìå-
òîäîâ àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè. Êîëüöî êîýôôèöèåíòîâ ΩSU ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì.
Îíî íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ, õîòÿ è ñòàíîâèòñÿ òàêîâûì ïðè îáðàùåíèè
äâîéêè. Íàèáîëüøèé âêëàä çäåñü âíåñëè Íîâèêîâ [39] (îïèñàíèå êîëüöà ΩSU ⊗Z[12 ]),
Êîííåð è Ôëîéä [22] (ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà), Óîëë [54] è
Ñòîíã [50] (ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñòóêòóðà êîëüöà ΩSU/Tors). Òåì íå ìåíåå, êàê áûëî
çàìå÷åíî Ñòîíãîì [50, ñ. 247], ¾èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñòðóê-
òóðû êîëüöà ΩSU/Tors ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíî¿. Íàèëó÷øåå èç èìåþùèõñÿ íà äàííûé
ìîìåíò îïèñàíèå êîëüöà ΩSU/Tors çàêëþ÷àåòñÿ â âåñüìà íåòðèâèàëüíîì âëîæåíèè
åãî êàê ïîäêîëüöà â êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ W, ÿâëÿþùååñÿ â ñâîþ î÷åðåäü êîëüöîì
êîýôôèöèåíòîâ òåîðèè Êîííåðà�Ôëîéäà c1-ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé (ñì. äåòàëè â
� 6).

Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àäàìñà�Íîâèêîâà è òåõíèêà ôîðìàëüíûõ
ãðóïï, ïðèâíåñ¼ííàÿ â òîïîëîãèþ ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòîé Íîâèêîâà [40], ïîçâîëèëè
ðàçâèòü íîâûé ñèñòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê áîëåå ðàííèì ãåîìåòðè÷åñêèì âû÷èñëåíèÿì
â êîëüöå SU -áîðäèçìîâ. Òàê, òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîííåðà�Ôëîéäà (0.1), ñâÿ-
çûâàþùàÿ ãðàäóèðîâàííûå êîìïîíåíòû êîëåö ΩSU èW, äîïóñêàåò âíóòðåííåå îïèñà-
íèå â òåðìèíàõ íåòðèâèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëîâ â ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Àäàìñà�Íîâèêîâà äëÿ ñïåêòðàMSU (ñì. � 5). Ýòîò ïîäõîä äàëåå ðàçâèâàëñÿ â êîíòåê-
ñòå áîðäèçìîâ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè â ðàáîòàõ Ìèðîíîâà [34], Áîòâèííèêà [9]
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è Âåðøèíèíà [52]. Ãëàâíîé öåëüþ çäåñü áûëî îïèñàíèå êîëüöà êîýôôèöèåíòîâ ΩSp

åùå îäíîé êëàññè÷åñêîé òåîðèè áîðäèçìîâ � ñèìïëåêòè÷åñêèõ áîðäèçìîâ (â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ íàçûâàåìûõ òàêæå êâàòåðíèîííûìè áîðäèçìàìè), êîòîðîå ïî-ïðåæíåìó
îñòà¼òñÿ íåèçâåñòíûì. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ î ΩSp, èçâåñòíûõ ê 1975 ã., äàí â [12, �3].
Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àäàìñà�Íîâèêîâà òàêæå ñòàëà îñíîâíûì èíñòðó-
ìåíòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàáèëüíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï ñôåð [45].

Õîðîøî èçâåñòíà òàêæå êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåä-
ñòàâèòåëåé êëàññîâ áîðäèçìà â ðàçëè÷íûõ òåîðèÿõ áîðäèçìîâ, â ÷àñòíîñòè, â êîëüöàõ
óíèòàðíûõ è ñïåöèàëüíûõ óíèòàðíûõ áîðäèçìîâ. Âàæíîñòü äàííîé ïðîáëåìû áûëà
ïîä÷¼ðêíóòà â îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîòàõ, òàêèõ êàê ìîíîãðàôèÿ Êîííåðà è Ôëîé-
äà [22].

Íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, êîëüöà áîðäèçìîâ ïîðîæäåíû ïðîåêòèâíûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè, íî öåëî÷èñëåííûå îáðàçóþùèå óñòðîåíû çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ïîñêîëü-
êó çäåñü óæå âîçíèêàþò íåòðèâèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äåëèìîñòè íà èõ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèå ÷èñëà. Îäèí èç íåìíîãèõ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ î ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâèòåëÿõ
êëàññîâ áîðäèçìà, ïîëó÷åííûé åùå â íà÷àëå 1960-õ ãîäîâ, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
êîëüöî êîìïëåêñûõ áîðäèçìîâ ΩU , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ïîëèíîìîâ íàä öåëû-
ìè ÷èñëàìè, ïîðîæäàåòñÿ òàê íàçûâàåìûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè Ìèëíîðà H(n1, n2).
Ïîñëåäíèå ñóòü ãèïåðïëîñêèå ñå÷åíèÿ âëîæåíèé Ñåãðå ïðîèçâåäåíèé CPn1 × CPn2

êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ. Àíàëîãè÷íûå îáðàçóþùèå ìîæíî ïîñòðîèòü
è äëÿ êîëåö íåîðèåíòèðîâàííûõ è îðèåíòèðîâàííûõ áîðäèçìîâ.

Ðàííåìó ïðîãðåññó â ðåøåíèè ýòîé ïðîáëåìû ïðåïÿòñòâîâàë íåäîñòàòîê ïðèìåðîâ
(ñòàáèëüíî) êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî
áûëî ÿâíî âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà. Ñ ïîÿâëåíèåì â êîíöå 1970-õ ãîäîâ
òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, à òàêæå ïîñëåäîâàâøèì â íà÷àëå âåêà ðàçâèòèåì òîðè÷å-
ñêîé òîïîëîãèè [15], áûëî äàíî ìíîæåñòâî ÿâíûõ êîíñòðóêöèé, äîñòàâëÿþùèõ êîí-
êðåòíûå ïðèìåðû ñòàáèëüíî êîìïëåêñíûõ è SU -ìíîãîîáðàçèé ñ áîãàòûìè òîðè÷åñêè-
ìè ñèììåòðèÿìè. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ìîãóò áûòü ýôôåê-
òèâíî âû÷èñëåíû íà îñíîâå êîìáèíàòîðíî-ãåîìåòðè÷åñêîé òåõíèêè. Ýòè äîñòèæåíèÿ
îáîãàòèëè òåîðèþ áîðäèçìîâ è êîáîðäèçìîâ íîâûìè ãåîìåòðè÷åñêèì ìåòîäàìè.

Â ðàáîòå [18], Áóõøòàáåð è Ðýé ïîñòðîèëè ñåìåéñòâî îáðàçóþùèõ äëÿ êîëüöà
ΩU , ñîñòîÿùåå èñêëþ÷èòåëüíî èç êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâíûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðà-
çèé B(n1, n2), ÿâëÿþùèõñÿ ïðîåêòèâèçàöèÿìè ñóìì ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íàä ìíîãî-
îáðàçèÿìè îãðàíè÷åííûõ ôëàãîâ. Äðóãîå òîðè÷åñêîå ñåìåéñòâî {L(n1, n2)} ñ òåì æå
ñâîéñòâîì ìû ïðèâîäèì â � 8. Â ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ, êëàññû êîìïëåêñíûõ áîðäèçìîâ,
ñîäåðæàùèå ïðîåêòèâíûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, áûëè îïèñàíû Âèëüôîíãîì [55]
(ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå â ðàçìåðíîñòÿõ âïëîòü äî 6 è ÷àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû â
ðàçìåðíîñòè 8). Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Ñîëîìàäèíà è Óñòèíîâñêîãî [49],
ïîëèíîìèàëüíûå îáðàçóþùèå êîëüöà ΩU ìîãóò áûòü âûáðàíû ñðåäè ïðîåêòèâíûõ
òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé (÷àñòè÷íûé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë ðàíåå ïî-
ëó÷åí â [56]). Êâàçèòîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ îáëàäàþò áîëüøåé ãèáêîñòüþ: ñîãëàñíî
ðåçóëüòàòó Áóõøòàáåðà, Ïàíîâà è Ðýÿ [16] â êàæäîì êëàññå êîìïëåêñíûõ áîðäèçìîâ
íàéäåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ïðåäñòàâèòåëü � êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Ïîñëåäíåå
òàêæå íåñ¼ò äåéñòâèå áîëüøîãî òîðà, íî ÿâëÿåòñÿ ëèøü ñòàáèëüíî êîìïëåêñíûìè, à
íå êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì. Â ÷àñòè II ýòîãî îáçîðà ìû îáñóæäàåì àíàëîãè÷íûå
ðåçóëüòàòû â êîíòåêñòå SU -áîðäèçìîâ.

Íåäàâíèé èíòåðåñ ê SU -ìíîãîîáðàçèÿì áûë ñâÿçàí ñ èçó÷åíèåì çåðêàëüíîé ñèì-
ìåòðèè è äðóãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé, ìîòèâèðîâàííûõ òåîðåòè÷åñêîé ôèçè-
êîé; êëþ÷åâóþ ðîëü çäåñü èãðàåò ïîíÿòèå ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�ßó. Ïîä ìíîãîîáðà-
çèåì Êàëàáè�ßó îáû÷íî ïîíèìàþò êýëåðîâî SU -ìíîãîîáðàçèå; îíî îáëàäàåò Ðè÷÷è-
ïëîñêîé ìåòðèêîé â ñèëó òåîðåìû ßó. Ñâÿçü ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè�ßó è
SU -áîðäèçìàìè îáñóæäàåòñÿ â �� 11�13 ýòîãî îáçîðà.
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×àñòü I ñîäåðæèò ñòðóêòóðíûå ðåçóëüòàòû î êîëüöå SU -áîðäèçìîâ ΩSU . Â ýòîì
îïèñàíèè ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû Êîííåðà�Ôëîéäà, Óîëëà è Ñòîíãà ñîåäèíÿþòñÿ ñ
òåõíèêîé ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Àäàìñà�Íîâèêîâà è ôîðìàëüíûõ ãðóïï.

� 1 ñîäåðæèò êðàòêèé îáçîð òåîðèè êîìïëåêñíûõ áîðäèçìîâ. Ñîãëàñíî òåîðåìå
Ìèëíîðà è Íîâèêîâà,

ΩU ∼= Z[ai : i > 1], deg ai = 2i,

è äâà ñòàáèëüíî êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèÿ áîðäàíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó
íèõ ñîâïàäàþò âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ×æåíÿ. Ïîëèíîìèàëüíûå îáðàçóþùèå
çàäàþòñÿ óñëîâèåì íà ñïåöèàëüíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî si (èíîãäà íàçûâàåìîå
÷èñëîì Ìèëíîðà). Äëÿ âñÿêîãî öåëîãî ÷èñëà i > 1, ïîëîæèì

mi =

{
1, åñëè i+ 1 6= pk íè äëÿ êàêîãî ïðîñòîãî p;

p, åñëè i+ 1 = pk äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî p è öåëîãî k > 0.

Êëàññ áîðäèçìà ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M2i ìîæåò áûòü ïðèíÿò çà
2i-ìåðíóþ îáðàçóþùóþ ai òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà si[M

2i] = ±mi.

SU -ìíîãîîáðàçèÿ è SU -áîðäèçìû ââîäÿòñÿ â � 2. Ïî òåîðåìå Íîâèêîâà, ΩSU⊗Z[12 ]
åñòü àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ ñ îäíîé îáðàçóþùåé â êàæäîé ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè > 4:

ΩSU ⊗ Z[12 ] ∼= Z[12 ][yi : i > 2], deg yi = 2i.

Êëàññ áîðäèçìà SU -ìíîãîîáðàçèÿM2i ìîæåò áûòü ïðèíÿò çà 2i-ìåðíóþ îáðàçóþùóþ
yi òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà si[M

2i] = ±mimi−1, ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ñòå-
ïåíü 2. Äîïîëíèòåëüíîå ñîîòíîøåíèå äåëèìîñòè â ðàçìåðíîñòÿõ âèäà 2pk ïîëó÷àåòñÿ
èç ïðîñòîãî íàáëþäåíèÿ, ÷òî si-÷èñëî SU -ìíîãîîáðàçèÿ M2i ðàçìåðíîñòè 2i = 2pk

äåëèòñÿ íà p (ïðåäëîæåíèå 2.2).

Àëãåáðà îïåðàöèé AU â êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìàõ è ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Àäàìñà�Íîâèêîâà ðàññìîòðåíû â � 3.

Ñòðóêòóðà AU -ìîäóëÿ íà U∗(MSU), íåîáõîäèìàÿ äëÿ âû÷èñëåíèé ñî ñïåêòðàëü-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Àäàìñà�Íîâèêîâà, îïðåäåëÿåòñÿ â � 4. Çäåñü ââîäÿòñÿ äâå
ãåîìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè. Ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì ∂ : ΩU

2n → ΩU
2n−2 îòîáðàæàåò

êëàññ áîðäèçìà [M2n] â êëàññ áîðäèçìà [N2n−2], äâîéñòâåííûé ê c1(M) = c1(det TM).
Îãðàíè÷åíèå det TM íà N åñòü íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå âëîæåíèÿ ν(N ⊂ M). Ñòà-
áèëüíî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà N îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èçîìîðôèçìà TM |N ∼=
T N ⊕ ν(N ⊂ M). Òîãäà c1(N) = 0, è ïîòîìó N ÿâëÿåòñÿ SU -ìíîãîîáðàçèåì. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ∂2 = 0.

Àíàëîãè÷íî, ãîìîìîðôèçì ∆ : ΩU
2n → ΩU

2n−4 îòîáðàæàåò êëàññ áîðäèçìà [M2n]

â êëàññ áîðäèçìà ïîäìíîãîîáðàçèÿ L2n−4, äâîéñòâåííîãî ê êëàññó êîãîìîëîãèé
−c21(M) = c1(det TM)c1(det TM), ñ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé â íîðìàëüíîì ðàññëîå-

íèè, çàäàâàåìîé îãðàíè÷åíèåì ðàññëîåíèÿ det TM ⊕ det TM .
Òîãäà AU -ìîäóëü U∗(MSU) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ôàêòîðìîäóëåì AU/(AU∆+AU∂)

(òåîðåìà 4.5).

Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àäàìñà�Íîâèêîâà äëÿ ñïåêòðàMSU âû÷èñëÿ-
åòñÿ â � 5, ãäå òàêæå ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ î ñòðóêòóðå êîëüöà SU -áîðäèçìîâ ΩSU . Â
òåîðåìå 5.8 äîêàçàíî, ÷òî ÿäðî çàáûâàþùåãî ãîìîìîðôèçìà ΩSU → ΩU ñîñòîèò èç
ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, è êàæäûé ýëåìåíò êðó÷åíèÿ èç ΩSU èìååò ïîðÿäîê 2.

Äëÿ îïèñàíèÿ êðó÷åíèÿ â êîëüöå ΩSU Êîííåð è Ôëîéä [22] ââåëè ãðóïïó

W2n = Ker(∆ : ΩU
2n → ΩU

2n−4)

è îòîæäåñòâèëè åå ñ ïîäãðóïïîé â ΩU
2n, ñîñòîÿùåé èç òåõ êëàññîâ áîðäèçìîâ [M2n], ó

êîòîðûõ ðàâíû íóëþ âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà, cîîòâåòñòâóþùèå êëàññàì ×æå-
íÿ, ñîäåðæàùèì ìíîæèòåëü c21 (ñì. òåîðåìó 6.3). Çàáûâàþùèé ãîìîìîðôèçì ðàñêëà-
äûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ ΩSU

2n → W2n → ΩU
2n, è îïðåäåëåíî îãðàíè÷åíèå ãðàíè÷íîãî
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ãîìîìîðôèçìà ∂ : W2n → W2n−2. (Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä áûë ðàíåå èñïîëüçîâàí Óîë-
ëîì [53] äëÿ íàõîæäåíèÿ êðó÷åíèÿ â êîëüöå îðèåíòèðîâàííûõ áîðäèçìîâ ΩSO.)

Ñâÿçü ìåæäó ãðóïïàìè ΩSU
∗ èW∗ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ Êîííåðà è Ôëîéäà:

(0.1) 0 −→ ΩSU
2n−1

θ−→ ΩSU
2n

α−→W2n
β−→ ΩSU

2n−2
θ−→ ΩSU

2n−1 −→ 0,

ãäå θ îáîçíà÷àåò óìíîæåíèå íà îáðàçóþùóþ θ ∈ ΩSU
1
∼= Z2, α � çàáûâàþùèé ãîìî-

ìîðôèçì, à αβ = −∂ : W2n → W2n−2. Ýòà òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ôîðìó
òî÷íîé ïàðû, äëÿ êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ ïàðà ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ ÷ëåíîì
E2 ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Àäàìñà�Íîâèêîâà äëÿ ñïåêòðà MSU (ñì. ëåì-
ìó 5.9).

Ãîìîëîãèè êîìïëåêñà (W∗, ∂) áûëè îïèñàíû Êîííåðîì è Ôëîéäîì [22, òåîðå-
ìà 11.8] êàê àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì Z2 ñî ñëåäóþùèìè îáðàçóþùèìè:

H(W∗, ∂) ∼= Z2[ω2, ω4k : k > 2], degω2 = 4, degω4k = 8k.

Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó îïèñàíèþ ñâîáîäíîé ÷àñòè è êðó÷åíèÿ â êîëüöå ΩSU

(òåîðåìà 5.11):

à) TorsΩSU
n = 0, êðîìå n = 8k+1 è 8k+2, êîãäà TorsΩSU

n ÿâëÿåòñÿ Z2-âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì ðàíãà, ðàâíîãî ÷èñëó ðàçáèåíèé ÷èñëà k.

á) Ãðóïïà ΩSU
2i /Tors èçîìîðôíà Ker(∂ : W →W) ïðè 2i 6≡ 4 mod 8 è èçîìîðô-

íà Im(∂ : W →W) ïðè 2i ≡ 4 mod 8.

â) Ñóùåñòâóþò êëàññû SU -áîðäèçìà w4k ∈ ΩSU
8k , k > 1, òàêèå, ÷òî âñÿêèé ýëå-

ìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â ΩSU åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
P · θ èëè P · θ2, ãäå P � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ w4k ñ êîýôôèöåíòàìè
0 è 1. Ýëåìåíò w4k ∈ ΩSU

8k îïðåäåëÿåòñÿ òåì óñëîâèåì, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò

ïîëèíîìèàëüíóþ îáðàçóþùóþ ω4k â H8k(W∗, ∂) ïðè k > 2, à w4 ∈ ΩSU
8 �

ïðåäñòàâëÿåò ω2
2.

Ïðÿìàÿ ñóììà W =
⊕

i>0W2i íå ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â ΩU : ìû èìååì [CP 1] ∈
W2, îäíàêî c

2
1[CP 1 × CP 1] = 8 6= 0, è ïîòîìó [CP 1] × [CP 1] /∈ W4. Òåì íå ìåíåå, W

ñòàíîâèòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé îòíîñèòåëüíî ïîäêðó÷åííîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ

a ∗ b = a · b+ 2[V 4] · ∂a · ∂b,
ãäå · îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå â êîëüöå ΩU , à V 4 = CP 1 × CP 1 − CP 2. Ýòî ïðèâîäèò
ê êîìïëåêñíî-îðèåíòèðîâàííîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé òåîðèè êîãîìîëîãèé, ââåä¼ííîé è
èçó÷åííîé Áóõøòàáåðîì â ðàáîòå [11].

Ñòðóêòóðà êîëüöà íà W äà¼òñÿ òåîðåìîé 6.10: W ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ
íàä öåëûìè ÷èñëàìè, ñ îäíîé îáðàçóþùåé â êàæäîé ÷¼òíîé ðàçìåðíîñòè, êðîìå 4:

W ∼= Z[x1, xi : i > 3], x1 = [CP 1], deg xi = 2i,

ãäå si(xi) = mimi−1 ïðè i > 3. Ãðàíè÷íûé îïåðàòîð ∂ : W →W, ∂2 = 0, óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâó

∂(a ∗ b) = a ∗ ∂b+ ∂a ∗ b− x1 ∗ ∂a ∗ ∂b,
à ïîëèíîìèàëüíûå îáðàçóþùèå êîëüöàW ìîãóò áûòü âûáðàíû òàê, ÷òî óäîâëåòâîðÿ-
þòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

∂x1 = 2, ∂x2i = x2i−1.

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñòðóêòóðà êîëüöà ΩSU îïèñûâàåòñÿ â � 7. Çàáûâàþùåå îòîá-
ðàæåíèå α : ΩSU → W ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì ãîìîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, êîëüöî
ΩSU/Tors ìîæåò áûòü îïèñàíî êàê ïîäêîëüöî â W.

Ìû èìååì

W ⊗ Z[12 ] ∼= Z[12 ][x1, x2k−1, 2x2k − x1x2k−1 : k > 2],
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ãäå x21 = x1 ∗ x1 åñòü ∂-öèêë, è êàæäûé èç ýëåìåíòîâ x2k−1 è 2x2k − x1x2k−1 ïðè k > 2
òàêæå åñòü ∂-öèêë.

Èç îïèñàíèÿ êîëüöàW ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ yi ∈ ΩSU
2i ,

i > 2 òàêèõ, ÷òî si(yi) = mimi−1, åñëè i íå÷åòíî, s2(y2) = −48, è si(yi) = 2mimi−1,
åñëè i ÷åòíî è i > 2. Ýòè ýëåìåíòû îòîáðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì ïîä äåéñòâèåì
çàáûâàþùåãî ãîìîìîðôèçìà α : ΩSU →W:

y2 7→ 2x21, y2k−1 7→ x2k−1, y2k 7→ 2x2k − x1x2k−1, k > 2.

Â ÷àñòíîñòè, êîëüöî ΩSU ⊗ Z[12 ] ∼= Z[12 ][yi : i > 2] âêëàäûâàåòñÿ â W ⊗ Z[12 ] â êà÷åñòâå

ïîäêîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ, ïîðîæäåííîãî ýëåìåíòàìè x21, x2k−1 è 2x2k − x1x2k−1.

Â ÷àñòè II ìû îïèñûâàåì ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâèòåëè â êëàññàõ SU -áîðäèçìà,
âîçíèêàþùèå â òîðè÷åñêîé òîïîëîãèè.

Â � 8 ìû ñîáðàëè íåîáõîäèìûå ðåçóëüòàòû î òîðè÷åñêèõ è êâàçèòîðè÷åñêèõ ìíî-
ãîîáðàçèÿõ, èõ êîëüöàõ êîãîìîëîãèé è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññàõ.

Â � 9 ìû ïðåäúÿâëÿåì ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ ñåìåéñòâ êâàçèòîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðà-
çèé, äîïóñêàþùèõ SU -ñòðóêòóðó, ñëåäóÿ ðàáîòå Ëþ è Ïàíîâà [31]. Êâàçèòîðè÷åñêèå
SU -ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ èòåðèðîâàííîé îïåðàöèè êîì-
ïëåêñíîé ïðîåêòèâèçàöèè (÷òî äàåò ïðîåêòèâíûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ); ó ïîëó-
÷àåìûõ ìíîãîîáðàçèé ìû çàòåì ïîäïðàâëÿåì ñòàáèëüíî êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó òàê,
÷òîáû ïåðâûé êëàññ ×æåíÿ îáðàòèëñÿ â íóëü. Ïîëó÷àåìûå SU -ñòðóêòóðû íà êâàçèòî-
ðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèé òîðà. Ïåðâûå ïðèìåðû
òàêîãî òèïà áûëè ïîëó÷åíû Ëþ è Âàíîì â ðàáîòå [32].

Â � 10 ìû ñòðîèì êâàçèòîðè÷åñêèå îáðàçóþùèå â êîëüöå SU -áîðäèçìîâ. Ñîãëàñíî
ðåçóëüòàòó [31] (êîòîðûé ìû ïðèâîäèì â òåîðåìå 10.8), ñóùåñòâóþò êâàçèòîðè÷åñêèå
SU -ìíîãîîáðàçèÿ M2i ðàçìåðíîñòè 2i > 10 ñ si(M

2i) = mimi−1, åñëè i íå÷åòíî, è
ñ si(M

2i) = 2mimi−1, åñëè i ÷åòíî. Ýòè êâàçèòîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿ-
þò íåðàçëîæèìûå ýëåìåíòû yi ∈ ΩSU , ÿâëÿþùèåñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè îáðàçóþùèìè
êîëüöà ΩSU ⊗Z[12 ]. Â ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ 2i < 10 èçâåñòíî, ÷òî êâàçèòîðè÷åñêèå SU -

ìíîãîîáðàçèÿ M2i áîðäàíòíû íóëþ. Ïîýòîìó èíòåðåñåí âîïðîñ î òîì, êàêèå êëàññû
SU -áîðäèçìà â ðàçìåðíîñòÿõ > 8 ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êâàçèòîðè÷åñêèìè ìíî-
ãîîáðàçèÿìè.

Êàê ìû óæå âèäåëè ïðè îïèñàíèè êîëüöà ΩSU âûøå, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà
SU -ìíîãîîáðàçèé óäîâëåòâîðÿþò íåòðèâèàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì äåëèìîñòè. Òåîðåìà
Îøàíèíà [41], óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ñèãíàòóðà (8k + 4)-ìåðíîãî SU -ìíîãîîáðàçèÿ äå-
ëèòñÿ íà 16, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ ýòîãî ôåíîìåíà. Ïî-
ýòîìó ìû ñ÷èòàåì óäèâèòåëüíûì òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïîëèíîìèàëüíûå îáðàçóþ-
ùèå êîëüöà SU -áîðäèçìîâ ΩSU ⊗ Z[12 ] ìîãóò áûòü íàéäåíû ñðåäè ñàìûõ ïðîñòûõ ñå-
ìåéñòâ ìíîãîîáðàçèé, ïîëó÷àåìûõ òîðè÷åñêèìè ìåòîäàìè: 2-óðîâíåâûå êîìïëåêñíûå
ïðîåêòèâèçàöèè è 3-óðîâíåâûå ïðîåêòèâèçàöèè, èìåþùèå ïåðâûì óðîâíåì ïðîñòðàí-
ñòâî CP 1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.8 ñîäåðæèò â ñåáå âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ÷èñåë è ïðîâåðêó ñîîòíîøåíèé äåëèìîñòè. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷àþòñÿ
íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû î áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ ïî ìîäóëþ ïðî-
ñòîãî ÷èñëà.

Â � 11 ìû ïðèâîäèì îáçîð êîíñòðóêöèè Áàòûðåâà [6] ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè�ßó,
âîçíèêàþùèõ â òîðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Â åå ñàìîé ïðîñòîé ôîðìå, ýòà êîíñòðóöèÿ äà-
¼ò àëãåáðàè÷åñêóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü, ïðåäñòàâëÿþùóþ êëàññ SU -áîðäèçìà ∂[V ] äëÿ
ãëàäêîãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî V . Áîëåå îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ îïðåäåëÿåò
(ãëàäêèå) ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�ßó, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ãèïåðïîâåðõíîñòåé â òîðè÷å-
ñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî ñ ãîðåíøòåéíîâûìè îñîáåííîñòÿìè ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëü-
íîãî ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé. Ãîðåíøòåéíîâû òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî îòâå-
÷àþò òàê íàçûâàåìûì ðåôëåêñèâíûì ìíîãîãðàííèêàì, è ÷èñëî èõ êîíå÷íî â êàæäîé
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ðàçìåðíîñòè. ×åòûð¼õìåðíûå ðåôëåêñèâíûå ìíîãîãðàííèêè è âîçíèêàþùèå èç íèõ
òð¼õìåðíûå Êàëàáè�ßó ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíîñòüþ êëàññèôèöèðîâàíû [28], [1]; èìå-
þòñÿ òàêæå îòäåëüíûå êëàññèôèêàöèîííûå ðåçóëüòàòû î ïÿòèìåðíûõ ðåôëåêñèâíûõ
ìíîãîãðàííèêàõ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷åòûð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ Êàëàáè�ßó.

Êëàññû SU -áîðäèçìà ãèïåðïîâåðõíîñòåé Êàëàáè�ßó â ãëàäêèõ òîðè÷åñêèõ ìíî-
ãîîáðàçèÿõ Ôàíî ïîðîæäàþò êîëüöî SU -áîðäèçìîâ ΩSU ⊗Z[12 ]. Áîëåå òî÷íî, íåðàçëî-

æèìûå ýëåìåíòû yi ∈ ΩSU , îïðåäåëåííûå âûøå, ïðåäñòàâëÿþòñÿ ëèíåéíûì êîìáèíà-
öèÿìè êëàññîâ áîðäèçìà ãèïåðïîâåðõíîñòåé Êàëàáè�ßó. Ýòîò ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé
â [30], îáñóæäàåòñÿ â � 12 (â îòëè÷èå îò ñèòóàöèè ñ êâàçèòîðè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿ-
ìè, íà ðàçìåðíîñòè yi çäåñü óæå íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé).

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î òîì, êàêèå êëàññû áîðäèçìà èç ΩSU ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè�ßó. Ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ SU -àíàëîãîì õîðî-
øî èçâåñòíîé ïðîáëåìû Õèðöåáðóõà: êàêèå êëàññû áîðäèçìà èç ΩU ñîäåðæàò ñâÿçíûå
(íåïðèâîäèìûå) íåîñîáûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ? Åñëè îïóñòèòü óñëîâèå ñâÿç-
íîñòè, òî ëþáîé êëàññ U -áîðäèçìà ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâèì àëãåáðàè-
÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì ïî òåîðåìå Ìèëíîðà (ñì. [50, ñ. 125]). Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå
è öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè àëãåáðà-
è÷åñêèõ êëàññîâ òàêæå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè êëàññàìè (âîçìîæíî, íåñâÿçíûìè),
îñòàåòñÿ òîëüêî íàéòè â êàæäîé ðàçìåðíîñòè i àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ M è N
ñ si(M) = mi è si(N) = −mi. Äëÿ SU -áîðäèçìîâ ñèòóàöèÿ îêàçûâàåòñÿ äðóãîé: åñ-
ëè êëàññ a ∈ ΩSU ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ìíîãîîáðàçèåì Êàëàáè�ßó, òî êëàññ −a
íåîáÿçàòåëüíî îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.

Òàêîé ñëó÷àé âîçíèêàåò óæå â êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè 2: êëàññ y2 ∈ ΩU
4 ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåí ïîâåðõíîñòüþ Êàëàáè�ßó (K3-ïîâåðõíîñòüþ), â òî âðåìÿ êàê −y2
íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí íèêàêîé ãëàäêîé êîìïëåêñíîé ïîâåðõíîñòüþ. Ñèòóàöèÿ
ìåíÿåòñÿ â ðàçìåðíîñòè 3, ãäå îáå îáðàçóþùèõ, y3 è −y3, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè�ßó. Òî æå èìååò ìåñòî è â êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè 4, êàê
ïîêàçûâàåò òåîðåìà 13.5.

Àâòîðû áëàãîäàðíû Â. Ì. Áóõøòàáåðó è Ï. Ëàíäâåáåðó çà âíèìàíèå ê íàøåé
ðàáîòå è ìíîãî÷èñëåííûå ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è êîììåíòàðèè.

×àñòü I. Ñòðóêòóðíûå ðåçóëüòàòû

1. Êîìïëåêñíûå áîðäèçìû

Ìû êðàòêî èçëîæèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è êîíñòðóêöèè òåîðèè êîìïëåêñíûõ
áîðäèçìîâ (òàêæå èçâåñòíûõ êàê óíèòàðíûå áîðäèçìû èëè U -áîðäèçìû). Áîëåå ïî-
äðîáíîå èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè â [22], [50], [13] è [15].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ηn óíèâåðñàëüíîå (òàâòîëîãè÷åñêîå) êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå âåê-
òîðíîå ðàññëîåíèå íàä áåñêîíå÷íîìåðíûì ãðàññìàíèàíîì BU(n). Ïóñòü ζ � âå-
ùåñòâåííîå 2n-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì (CW -
êîìïëåêñîì) X. Êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà ζ ìîæíî îïðåäåëèòü îäíèì èç ñëåäó-
þùèõ ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáîâ:

1) êàê êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èçîìîðôèçìîâ âåùåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ðàññëîå-
íèé ζ → ξ, ãäå ξ � êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå íàä ïðîñòðàíñòâîì X, è
äâà òàêèõ èçîìîðôèçìà ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäèí ïîëó÷àåòñÿ èç
äðóãîãî ñ ïîìîùüþ êîìïîçèöèè ñ èçîìîðôèçìîì êîìïëåêñíûõ ðàññëîåíèé;

2) êàê ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ îòîáðàæåíèé âåùåñòâåííûõ 2n-ìåðíûõ âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèé ζ → ηn, ÿâëÿþùèõñÿ èçîìîðôèçìàìè íà êàæäîì ñëîå;

3) êàê ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ïîäíÿòèé îòîáðàæåíèÿ X → BO(2n), êëàññèôè-
öèðóþùåãî ðàññëîåíèå ζ, äî îòîáðàæåíèÿ X → BU(n).
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Âñå ìíîãîîáðàçèÿ äàëåå ïîäðàçóìåâàþòñÿ ãëàäêèìè, êîìïàêòíûìè è áåç êðàÿ (åñ-
ëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå). Ñòàáèëüíî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà (òàêæå óíèòàðíàÿ
ñòðóêòóðà èëè U -ñòðóêòóðà) íà ìíîãîîáðàçèè M (âîçìîæíî, ñ êðàåì) � ýòî êëàññ
ýêâèàëåíòíîñòè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð íà ñòàáèëüíîì êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ìíî-
ãîîáðàçèÿM , òî åñòü, êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èçîìîðôèçìîâ âåùåñòâåííûõ âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèé

(1.1) cT : TM ⊕ Rk
∼=−→ ξ,

ãäå ξ � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå, è Rk îáîçíà÷àåò òðèâèàëüíîå âåùåñòâåííîå
k-ìåðíîå ðàññëîåíèå íà M . Äâå òàêèå êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû ýêâèâàëåíòíû, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ íà èçîìîðôèçì êîìïëåêñíûõ ðàññëîåíèé è ïðèáàâëåíèå òðèâèàëü-
íîãî êîìïëåêñíîãî ñëàãàåìîãî. Èçîìîðôèçì (1.1) îïðåäåëÿåò ïîäíÿòèå îòîáðàæåíèÿ
M → BO(2l), êëàññèôèöèðóþùåãî ðàññëîåíèå TM⊕Rk, äî îòîáðàæåíèÿM → BU(l);
çäåñü 2l = dimR ξ = dimM + k. Êîìïîçèöèÿ cT ñ èçîìîðôèçìîì êîìïëåêñíûõ ðàñ-
ñëîåíèé íå ìåíÿåò ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ïîäíÿòèÿ, à ïðèáàâëåíèå òðèâèàëüíîãî êîì-
ïëåêñíîãî ñëàãàåìîãî Cm ê (1.1) ïðèâîäèò ê êîìïîçèöèè ïîäíÿòèÿ ñ êàíîíè÷åñêèì
îòîáðàæåíèåì BU (l) → BU (l + m). Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàáèëüíî êîìïëåêñíûå ñòðóê-
òóðû íà ìíîãîîáðàçèè M íàõîäÿòñÿ â åñòåñòâåííîì áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ãî-
ìîòîïè÷åñêèìè êëàññàìè ïîäíÿòèé êëàññèôèöèðóþùåãî îòîáðàæåíèÿ M → BO äî
îòîáðàæåíèÿ M → BU .

Çàìå÷àíèå. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû îïðåäåëÿòü ñòàáèëüíî êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó
êàê êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èçîìîðôèçìîâ (1.1), ìîæíî îïðåäåëèòü å¼, ôèêñèðîâàâ
åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè-
áàâëåíèå òðèâèàëüíîãî êîìïëåêñíîãî ñëàãàåìîãî èíäóöèðóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñî-
îòâåòñòâèå ìåæäó êîìïëåêñíûìè ñòðóêòóðàìè íà ðàññëîåíèÿõ TM ⊕ Rk äëÿ ðàçíûõ
k ïðè k > 2, ñì. [22, òåîðåìà 2.3].

Ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå (òàêæå óíèòàðíîå ìíîãîîáðàçèå èëè U -
ìíîãîîáðàçèå) � ýòî ïàðà (M, cT ), ñîñòîÿùàÿ èç ìíîãîîáðàçèÿ è ñòàáèëüíî êîìïëåêñ-
íîé ñòðóêòóðû íà í¼ì.

Êîìïëåêñíûå (êî)áîðäèçìû � ýòî îáîáù¼ííàÿ òåîðèÿ (êî)ãîìîëîãèé, âîçíèêàþ-
ùàÿ èç U -ìíîãîîáðàçèé. Îíà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê ãåîìåòðè÷åñêè, òàê è ãîìî-
òîïè÷åñêè.

Â ãåîìåòðè÷åñêîì ïîäõîäå ãðóïïà áîðäèçìîâ Un(X) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ìíîæå-
ñòâî êëàññîâ áîðäèçìîâ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé M → X, ãäå M � n-ìåðíîå U -
ìíîãîîáðàçèå. Ïîäðîáíåå ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä îïèñàí â [22, �1] (ñì. òàêæå [15,
ïðèëîæåíèå D]). Ìû çäåñü êðàòêî íàïîìíèì êëþ÷åâûå ìîìåíòû.

Êîíñòðóêöèÿ 1.1 (ãåîìåòðè÷åñêèå U -áîðäèçìû). Ãîâîðÿò, ÷òî ñòàáèëüíî êîì-
ïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå M îãðàíè÷èâàåò (èëè áîðäàíòíî íóëþ), åñëè ñóùåñòâóåò òà-
êîå ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì W , ÷òî ∂W = M , ïðè÷åì ñòàáèëü-
íî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèè M ñîâïàäàåò ñ èíäóöèðîâàííîé íà êðàå
ìíîãîîáðàçèÿ W . Èíäóöèðîâàííàÿ ñòàáèëüíî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ∂W îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èçîìîðôèçìà TW |∂W ∼= TM ⊕ R. Ýòîò èçîìîðôèçì çàâèñèò îò
òîãî, ðàññìàòðèâàåì ìû âíóòðåííþþ èëè âíåøíþþ íîðìàëü ê ïîäìíîãîîáðàçèþ M â
W â êà÷åñòâå áàçèñà äëÿ R, è îò òîãî, ñòàâèì ëè ìû ýòó íîðìàëü â íà÷àëî èëè êîíåö
êàñàòåëüíîãî ðåïåðà ê M . Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âûáîð, ïðè êîòîðîì âíåøíÿÿ íîð-
ìàëü ñòàâèòñÿ â êîíåö ðåïåðà. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñòàáèëüíî êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà
ìíîãîîáðàçèè W , ñ ïîìîùüþ èçîìîðôèçìà

TM ⊕ Rk+1 ∼= TW |∂W ⊕ Rk ∼= ξ

ìû ïîëó÷àåì ñòàáèëüíî êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà êðàå M = ∂W .
Åñëè áû ìû âûáðàëè âíóòðåííþþ íîðìàëü âìåñòî âíåøíåé, òî ïîëó÷èëàñü áû

äðóãàÿ ñòàáèëüíî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà M = ∂W . À èìåííî, åñëè cT : TM ⊕
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Rk+1 ∼=−→ ξ � ñòàáèëüíî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà M , îïèñàííàÿ âûøå, òî íåñëîæíî
âèäåòü, ÷òî ñòàáèëüíî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, ïîëó÷àþùàÿñÿ ñ ïîìîùüþ âíóòðåííåé
íîðìàëè, ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé:

(1.2) TM ⊕ Rk+1 ⊕ C cT ⊕τ−−−→ ξ ⊕ C

ãäå τ : C→ C � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (M, cT ) ìû áóäåì íà-

çûâàòü ñòàáèëüíî êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó (1.2) ïðîòèâîïîëîæíîé ê ñòðóêòóðå cT è
îáîçíà÷àòü å¼ ÷åðåç −cT . Åñëè ñòðóêòóðà cT ÿñíà èç êîíòåêñòà, ìû áóäåì ïèñàòü M
âìåñòî (M, cT ) è −M âìåñòî (M,−cT ).

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà n è òîïîëîãè÷åñêîé ïàðû
(X,A) ðàññìîòðèì ïàðû (M,f), ñîñòîÿùèå èç êîìïàêòíîãî n-ìåðíîãî U -ìíîãîîáðàçèÿ
ñ êðàåìM è íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ïàð f : (M,∂M)→ (X,A). Ñêàæåì, ÷òî òàêàÿ
ïàðà (M,f) îãðàíè÷èâàåò (èëè áîðäàíòíà íóëþ), åñëè ñóùåñòâóþò êîìïàêòíîå (n+1)-
ìåðíîå U -ìíîãîîáðàçèåW ñ êðàåì è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F : W → X òàêèå, ÷òî

(a) M ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â ∂W , è U -ñòðóêòóðà íà M ñîâ-
ïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì U -ñòðóêòóðû íà ∂W ;

(b) F |M = f è F (∂W \M) ⊂ A.
Ïàðû (M1, f1) è (M2, f2) íàçûâàþòñÿ áîðäàíòíûìè, åñëè äèçúþíêòíîå îáúåäèíå-

íèå (M1, f1)t (−M2, f2) áîðäàíòíî íóëþ. Áîðäàíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-
ëåíòíîñòè: ðåôëåêñèâíîñòü ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîé
ñòðóêòóðû íà öèëèíäðå M × I, ÷òî ∂(M × I) = M t (−M), à ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òðàíçèòèâíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ñêëåèâàíèå ìíîãîîáðàçèé è ñãëàæèâàíèå óãëîâ. Êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè ìû äàëåå áóäåì íàçûâàòü êëàññàìè áîðäèçìîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [M,f ] èëè ïðîñòî ÷åðåç [M ] êëàññ áîðäèçìîâ ïàðû (M,f).
Ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ êëàññû áîðäèçìîâ [M,f ] îá-
ðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó, êîòîðóþ ìû ïîêà îáîçíà÷èì U ′n(X,A), è áóäåì íàçûâàòü
(ãåîìåòðè÷åñêîé) ãðóïïîé óíèòàðíûõ áîðäèçìîâ ïàðû (X,A). Ãåîìåòðè÷åñêèå U -
áîðäèçìû � ýòî îáîáù¼ííàÿ òåîðèÿ ãîìîëîãèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì àêñèîìàì
Ñòèíðîäà�Ýéëåíáåðãà, çà èñêëþ÷åíèåì àêñèîìû ðàçìåðíîñòè.

Ãîìîòîïè÷åñêèé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ êîìïëåêñíûõ (êî)áîðäèçìîâ îñíîâûâàåòñÿ
íà ïîíÿòèè MU -ñïåêòðà, êîòîðîå ìû òàêæå êðàòêî íàïîìíèì.

Êîíñòðóêöèÿ 1.2 (ãîìîòîïè÷åñêèå U -áîðäèçìû). Îáîçíà÷èì ÷åðåç MU (n) ïðî-
ñòðàíñòâî Òîìà óíèâåðñàëüíîãî êîìïëåêñíîãî n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ηn
íàä BU (n). Ñïåêòð Òîìà MU = {Yi, ΣYi → Yi+1 : i > 0} ñîñòîèò èç ïðîñòðàíñòâ Y2k =
MU (k), Y2k+1 = ΣY2k ñî ñëåäóþùèìè ñòðóêòóðíûìè îòîáðàæåíèÿìè: ΣY2k → Y2k+1 �
òîæäåñòâåííîå, à ΣY2k+1 → Y2k+2 � îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ Òîìà Σ2MU (k) = S2∧
MU (k)→ MU (k+1), ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèþ ðàññëîåíèé ηk⊕C→ ηk+1, êëàñ-
ñèôèöèðóþùåìó ηk ⊕ C. MU -ñïåêòð îïðåäåëÿåò îáîáù¼ííóþ òåîðèþ (êî)ãîìîëîãèé,
èçâåñòíóþ êàê (ãîìîòîïè÷åñêèå) óíèòàðíûå (êî)áîðäèçìû. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðóïïû
áîðäèçìîâ è êîáîðäèçìîâ êëåòî÷íîé ïàðû (X,A) ðàâíû ïî îïðåäåëåíèþ

(1.3)

Un(X,A) = lim
k→∞

π2k+n
(
(X/A) ∧MU (k)

)
,

Un(X,A) = lim
k→∞

[
Σ2k−n(X/A),MU (k)

]
.

Ãðóïïû áîðäèçìîâ ïðîñòðàíñòâà X îïðåäåëÿþòñÿ êàê Un(X) := Un(X,∅). Ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå X+ äëÿ ïóíêòèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X/∅, êîòîðîå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ïðîñòðàíñòâà X è äîáàâëåííîé îòìå÷åííîé
òî÷êè. Äëÿ êîíå÷íîé êëåòî÷íîé ïàðû (X,A) ãðóïïà áîðäèçìîâ Un(X,A) èçîìîðôíà
π2k+n((X/A) ∧MU (k)) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k, è àíàëîãè÷íî äëÿ Un(X,A).
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Ïî îïðåäåëåíèþ ãðóïïû ãîìîòîïè÷åñêèõ áîðäèçìîâ è êîáîðäèçìîâ òî÷êè óäîâëå-
òâîðÿþò ðàâåíñòâó

Un(pt) = U−n(pt) = π2k+n(MU (k))

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k, è Un(pt) = 0 äëÿ n < 0.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî è ãîìîòîïè÷åñêîãî ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ
êîìïëåêñíûõ áîðäèçìîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì Êîííåðà è Ôëîéäà.

Òåîðåìà 1.3 ([22, (3.1)]). Îáîáù¼ííûå òåîðèè ãîìîëîãèé U ′∗(·) è U∗(·) èçîìîðôíû
íà êàòåãîðèè êëåòî÷íûõ ïàð è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò ïîäõîäó Òîìà [51], èñ-
ïîëüçîâàííîìó èì â ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííûõ áîðäèçìîâ (ñì. òàêæå [21, Chapter 1]).
Ìû îïðåäåëèì ôóíêòîð ϕ : U ′n(X,A)→ Un(X,A) ìåæäó òåîðèÿìè ãîìîëîãèé, à çàòåì
ïîêàæåì, ÷òî îí èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì íà ãîìîëîãèÿõ òî÷êè.

Äëÿ êëåòî÷íîé ïàðû (X,A) èìååòñÿ èçîìîðôèçì U ′n(X,A) ∼= U ′n(X/A, pt), è ñëå-
äîâàòåëüíî ìû ìîæåì ñâåñòè âñ¼ ê ñëó÷àþ A = ∅ è îïðåäåëÿòü òîëüêî îòîáðàæåíèÿ
ϕ : U ′n(X)→ Un(X).

Âîçüì¼ì ãåîìåòðè÷åñêèé êëàññ áîðäèçìîâ [M,f ] ∈ U ′n(X), ïðåäñòàâëåííûé íåïðå-
ðûâíûì îòîáðàæåíèåì f : M → X èç U -ìíîãîîáðàçèÿ M . Âëîæèì M â åâêëèäî-
âî ïðîñòðàíñòâî Rn+2k è îáîçíà÷èì ÷åðåç ν íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ýòîãî âëîæåíèÿ.
Èçîìîðôèçì âåùåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé TM⊕ν ∼= Rn+2k ïîçâîëÿåò íàì ïå-
ðåâîäèòü ñòàáèëüíî êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáàçèèM â êîìïëåêñíûå ñòðóê-
òóðû íà íîðìàëüíîì ðàññëîåíèè ν. (Ýòî ìîæíî ïîíèìàòü â ñàìîì íàèâíîì ñìûñëå,
ðàáîòàÿ ñ êàñàòåëüíûìè è íîðìàëüíûìè ðåïåðàìè, íî íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííàÿ
ïðîöåäóðà ñîãëàñîâàíà ñ îïåðàöèåé ñòàáèëèçàöèè, ñì. òàêæå [22, (2.3)].)

Îòîáðàæåíèå Ïîíòðÿãèíà�Òîìà

S2k+n → Th(ν)

îòîæäåñòâëÿåò çàìêíóòóþ òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ M â R2k+n ⊂ S2k+n

ñ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì D(ν) ðàññëîåíèÿ íà äèñêè, àññîöèèðîâàííîãî ñ ν, è îòîá-
ðàæàåò çàìûêàíèå äîïîëíåíèÿ äî ýòîé òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè â îòìå÷åííóþ òî÷êó
ïðîñòðàíñòâà Òîìà Th(ν) = D(ν)/S(ν).

Òåïåðü ìû îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå D(ν) → X ×D(ηk), ïåðâàÿ êîìïîíåíòà êîòî-

ðîãî ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé D(ν) −→ M
f−→ X, à âòîðàÿ êîìïîíåíòà � îòîáðàæåíèå

ðàññëîåíèé íà äèñêè, ñîîòâåòñòâóþùåå êëàññèôèöèðóþùåìó îòîáðàæåíèþ ν → ηk äëÿ
îïðåäåë¼ííîé âûøå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà ðàññëîåíèè ν. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàÿ ñ
ðàññëîåíèÿìè íà ñôåðû, ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå ïàð(

D(ν), S(ν)
)
→
(
X ×D(ηk), X × S(ηk)

)
è, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ Òîìà

Th(ν)→ (X/∅) ∧MU (k).

Âçÿâ êîìïîçèöèþ ñ îòîáðàæåíèåì Ïîíòðÿãèíà�Òîìà, ìû ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå
S2k+n → (X/∅) ∧ MU (k), ïðåäñòàâëÿþùåå ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ áîðäèçìîâ â
ãðóïïå Un(X), ñì. (1.3). Íóæíî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ, ïîëó÷àþùèå-
ñÿ èç áîðäàíòíûõ ïàð (M,f), ãîìîòîïíû, è ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì ôóíêòîð
ϕ : U ′∗(·)→ U∗(·).

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ϕ : U ′∗(pt) → U∗(pt) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, ìû ïîñòðîèì
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå U∗(pt) → U ′∗(pt). Âîçüì¼ì ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ îòîáðàæå-
íèé g : S2k+n → MU (k), ïðåäñòàâëÿþùèé ýëåìåíò ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïû áîðäèçìîâ
Un(pt). Ìåíÿÿ, åñëè íåîáõîäèìî, g âíóòðè åãî ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà, ìû ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî g ãëàäêî è òðàíñâåðñàëüíî âäîëü íóëåâîãî ñå÷åíèÿ BU (k) ⊂ MU (k). Òîãäà
ïðîîáðàç M := g−1(BU (k)) ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â S2k+n. Ïðè ýòîì
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íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ν ïîäìíîãîîáðàçèÿ M â S2k+n èíäóöèðóåòñÿ èç íîðìàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ BU (k) â MU (k), òî åñòü èç ηk. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì êîìïëåêñíóþ
ñòðóêòóðó íà íîðìàëüíîì ðàññëîåíèè ν, êîòîðàÿ, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, îïðåäåëÿ-
åò íåêîòîðóþ ñòàáèëüíî êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà ìíîãîîáðàçèè M . Ïîëó÷èâøèéñÿ
ãåîìåòðè÷åñêèé êëàññ áîðäèçìîâ [M ] ∈ U ′n(pt) è îïðåäåëÿåò èñêîìîå îáðàòíîå îòîá-
ðàæåíèå ê ϕ. �

Äàëåå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê ãåîìåòðè÷åñêèå, òàê è ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû
óíèòàðíûõ áîðäèçìîâ ÷åðåç U∗(·).

Êîíñòðóêöèÿ 1.4 (ïðîèçâåäåíèÿ). Äëÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàññëîåíèé ηm×ηn
ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå BU (m) × BU (n) →
BU (m+n) (åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) è îòîáðàæåíèå ðàññëîåíèé ηm×
ηn → ηm+n. Ïîñëåäíåå èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ Òîìà

MU (m) ∧MU (n)→ MU (n+m),

êîòîðîå àññîöèàòèâíî è êîììóòàòèâíî ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè. Ýòè îòîáðàæåíèÿ
èñïîëüçóþòñÿ, ÷òîáû îïðåäåëèòü óìíîæåíèå â êîìïëåêñíûõ (êî)áîðäèçìàõ, ïðåâðà-
ùàþùåå èõ â ìóëüòèïëèêàòèâíóþ òåîðèþ (êî)ãîìîëîãèé. À èìåííî, ñóùåñòâóþò êà-
íîíè÷åñêîå ñïàðèâàíèå (ïðîèçâåäåíèå Êðîíåêåðà)

〈 , 〉 : Um(X)⊗ Un(X)→ ΩU
n−m,

_-ïðîèçâåäåíèå

_ : Um(X)⊗ Un(X)→ Un−m(X),

è ^-ïðîèçâåäíèå (èëè ïðîñòî ïðîèçâåäåíèå)

^ : Um(X)⊗ Un(X)→ Um+n(X),

îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì êëàññ êîáîðäèçìîâ x ∈ Um(X), ïðåä-
ñòàâëåííûé îòîáðàæåíèåì Σ2l−mX+ → MU(l), è êëàññ áîðäèçìîâ α ∈ Un(X), ïðåä-
ñòàâëåííûé îòîáðàæåíèåì S2k+n → X+∧MU(k). Òîãäà 〈x, α〉 ∈ ΩU

n−m ïðåäñòàâëÿåòñÿ
êîìïîçèöèåé

S2k+2l+n−m Σ2l−mα−−−−−→ Σ2l−mX+ ∧MU(k)
x∧ id−−−−→ MU(l) ∧MU(k)→MU(l+k)

Åñëè ∆ : X+ → (X × X)+ = X+ ∧ X+ � äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå, òî x _ α ∈
Un−m(X) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé

S2k+2l+n−m Σ2l−mα−−−−−→ Σ2l−mX+ ∧MU(k)
Σ2l−m∆∧ id−−−−−−−−→ X+ ∧Σ2l−mX+ ∧MU(k)

id∧x∧id−−−−−→ X+ ∧MU(l) ∧MU(k)→ X+ ∧MU(l + k)

^-ïðîèçâåäåíèå îïåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî; îíî ïðåâðàùàåò U∗(X) =
⊕

n∈Z U
n(X) â

ãðàäóèðîâàííîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî, íàçûâàåìîå êîëüöîì êîìïëåêñíûõ êîáîðäèç-
ìîâ ïðîñòðàíñòâà X. Ïðÿìàÿ ñóììà

ΩU := U∗(pt) =
⊕
n

Un(pt)

÷àñòî íàçûâàåòñÿ ïðîñòî êîëüöîì êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ. Îíî ãðàäóèðîâàíî íåïî-
ëîæèòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëàìè. Ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ΩU äëÿ
íåîòðèöàòåëüíî ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà U∗(pt) =

⊕
n Un(pt) � êîëüöà êîìïëåêñíûõ

áîðäèçìîâ, ãäå Un(pt) = U−n(pt). Êàæäîå êîëüöî U∗(X) ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä ΩU .
Ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå n-ìíîãîîáðàçèå M èìååò ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ áîð-

äèçìîâ [M ] ∈ Un(M), êîòîðûé ãåîìåòðè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ êàê êëàññ òîæäåñòâåííî-
ãî îòîáðàæåíèÿ M → Ì. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíû èçîìîðôèçìû äâîéñòâåííîñòè
Ïóàíêàðå�Àòüÿ [3], ñì. òàêæå [15, Construction D.3.4]:

DU : Uk(M)
∼=−→ Un−k(M), x 7→ x _ [M ].
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Ìû èìååì
H∗(BU(n);Z) ∼= Z[c1, . . . , cn], deg ci = 2i,

ãäå ci � óíèâåðñàëüíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû ×æåíÿ. Äëÿ äàííîãî ðàçáèåíèÿ
ω = (i1, . . . , ik) ÷èñëà n = |ω| = i1 + . . . + ik íà íàòóðàëüíûå ÷èñëà îïðåäåëèì ìî-
íîì cω = ci1 · · · cik ñòåïåíè 2|ω| è ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ cω(ξ)
êîìïëåêñíîãî n-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ. Ñîîòâåòñòâóþùåå êàñàòåëüíîå õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå ÷èñëî ×æåíÿ ñòàáèëüíî êàñàòåëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M îïðåäåëÿåòñÿ êàê

cω[M ] := 〈cω(TM), [M ]〉.
Çäåñü [M ] � ôóíäàìåíòàëüíûé ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ M , è TM ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå áëàãîäàðÿ èçîìîðôèçìó (1.1). Ìû ÷àñòî
áóäåì ïèñàòü cω(M) âìåñòî cω(TM) äëÿ ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M .
×èñëî cω[M ] ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ, åñëè 2|ω| 6= dimM .

Îäèí âàæíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ � ýòî êëàññ sn. Îí îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ìíîãî÷ëåí îò êëàññîâ ×æåíÿ c1, . . . , cn, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âûðàçèòü ñèììåò-
ðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí xn1 + · · · + xnn ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû
ii(x1, . . . , xn), à çàòåì çàìåíèòü êàæäûé ii íà ci. Îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî êàê

sn[M ] := 〈sn(TM), [M ]〉.
Îíî èçâåñòíî êàê s-÷èñëî èëè ÷èñëî Ìèëíîðà ìíîãîîáðàçèÿ M .

Äëÿ êàæäîãî öåëîãî i > 1 ïîëîæèì

(1.4) mi =

{
1, åñëè i+ 1 6= pk íè äëÿ êàêîãî ïðîñòîãî p;

p, åñëè i+ 1 = pk äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî p è öåëîãî k > 0.

Ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò Ìèëíîðà è Íîâèêîâà îïèñûâàåò ñòðóê-
òóðó êîëüöà ΩU êîìïëåêñíûõ áîðäèçìîâ òî÷êè.

Òåîðåìà 1.5 (Ìèëíîð, Íîâèêîâ).

à) Êîëüöî êîìïëåêñíûõ áîðäèçìîâ ΩU ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì êîëüöîì íàä
Z ñ îäíîé îáðàçóþùåé â êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé ÷¼òíîé ðàçìåðíîñòè:

ΩU ∼= Z[ai : i > 1], deg ai = 2i.

á) Êëàññ áîðäèçìîâ ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M2i ìîæåò áûòü
âçÿò â êà÷åñòâå 2i-ìåðíîé ïîëèíîìèàëüíîé îáðàçóþùåé ai, åñëè è òîëüêî
åñëè

si[M
2i] = ±mi.

â) Äâà ñòàáèëüíî êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèÿ áîðäàíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ó íèõ ðàâíû âñå õàðàêòåðèñòè÷ñêèå ÷èñëà ×æåíÿ.

×àñòü â) òåîðåìû 1.5 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü, ñêàçàâ, ÷òî ãîìîìîðôèçì óíè-
âåðñàëüíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë e : ΩU

2n → H2n(BU) ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì
â êàæäîé ðàçìåðíîñòè. Äàííûé ãîìîìîðôèçì (äëÿ íîðìàëüíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
÷èñåë) ñîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèåé

ΩU
2n = π2n+2N (MU(N)) −→ H2n+2N (MU(N)) −→ H2n(BU(N))

ãîìîìîðôèçìà Ãóðåâè÷à è èçîìîðôèçìà Òîìà. Ïî òåîðåìå Ñåððà, â äàííîì ñëó÷àå
ãîìîìîðôèçì Ãóðåâè÷à ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïî ìîäóëþ êëàññà êîíå÷íûõ ãðóïï.
Èíúåêòèâíîñòü e : ΩU

2n → H2n(BU) òîãäà ñëåäóåò èç îòñóòñòâèÿ êðó÷åíèÿ â ΩU .
Èçîìîðôèçì êîëåö ΩU ∼= Z[ai : i > 1], deg ai = 2i, áûë âïåðâûå äîêàçàí Íî-

âèêîâûì [38] â 1960 ãîäó ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Àäàìñà è
ñòðóêòóðíîé òåîðèè àëãåáð Õîïôà. Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà
äàíî â [39]. Ðàáîòà Ìèëíîðà [33] ñîäåðæàëà äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî àääèòèâíîãî èçî-
ìîðôèçìà (âêëþ÷àþùåå îòñóòñòâèå êðó÷åíèÿ â ΩU è âû÷èñëåíèå ðàíãîâ); êîëüöåâàÿ
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ñòðóêòóðà ΩU äîëæíà áûëà âîéòè âî âòîðóþ ÷àñòü [33], êîòîðàÿ íå áûëà îïóáëè-
êîâàíà. Äðóãîå, ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî êîëüöåâîãî èçîìîðôèçìà áûëî äàíî
Ñòîíãîì â 1965 ãîäó è âêëþ÷åíî â åãî ìîíîãðàôèþ [50]. Âñå ýòè ðåçóëüòàòû ïðåäøå-
ñòâîâàëè ââåäåíèþ òåõíèêè ôîðìàëüíûõ ãðóïï â êîáîðäèçìû â ðàáîòå Íîâèêîâà [40].
Èñïîëüçóÿ ôîðìàëüíûå ãðóïïû è ñòåïåííûå îïåðàöèè òîì Äèêà, Êâèëëåíîì [44] áûëî
äîêàçàíî, ÷òî êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå èç óíèâåðñàëüíîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû
Ëàçàðà â ôîðìàëüíóþ ãðóïïó ãåîìåòðè÷åñêèõ êîáîðäèçìîâ èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì
êîëåö Z[ai : i > 1] ∼= ΩU .

Êîíñòðóêöèÿ 1.6 (ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà ãåîìåòðè÷åñêèõ êîáîðäèçìîâ). Ïóñòü
X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî. Òàê êàê CP∞ ' MU (1), âòîðàÿ ãðóïïà êîãîìîëîãèé
H2(X) = [X,CP∞] ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì (íå ïîäãðóïïîé!) âî âòîðîé ãðóïïå êî-
áîðäèçìîâ U2(X). Òî åñòü, ëþáîé ýëåìåíò x ∈ H2(X) îïðåäåëÿåò êëàññ êîáîðäèçìîâ
ux ∈ U2(X). Ýëåìåíòû èç U2(X), ïîëó÷àåìûå òàêèì îáðàçîì, íàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè-
÷åñêèìè êîáîðäèçìàìè ïðîñòðàíñòâà X.

Â ñëó÷àå, êîãäà X = Xk � ìíîãîîáðàçèå, êàæäûé êëàññ êîãîìîëîãèé x ∈ H2(X)
äâîéñòâåííåí ïî Ïóàíêàðå ê íåêîòîðîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ M ⊂ X êîðàçìåðíîñòè 2 ñ
ôèêñèðîâàííîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé â íîðìàëüíîì ðàññëîåíèè. Áîëåå òîãî, åñëè
X � ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, ïðåäñòàâëÿþùåå êëàññ áîðäèçìîâ [X] ∈
ΩU
k , òî ìû èìååì

[M ] = εDU (ux) ∈ ΩU
k−2,

ãäå DU : U2(X)→ Uk−2(X) � îòîáðàæåíèå äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå�Àòüÿ, à îòîáðà-
æåíèå ε : Uk−2(X)→ ΩU

k−2 åñòü àóãìåíòàöèÿ â áîðäèçìû òî÷êè. Ïî îïðåäåëåíèþ εDU

åñòü êðîíåêåðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå ñ êëàññîì [X].
Äëÿ äâóõ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîáîðäèçìîâ u, v ∈ U2(X), ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàì

x, y ∈ H2(X), îáîçíà÷èì ÷åðåç u +H v ãåîìåòðè÷åñêèé êîáîðäèçì, ñîîòâåòñòâóþùèé
êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó x+ y. Òîãäà â U2(X) èìååì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

(1.5) u+H v = FU (u, v) = u+ v +
∑

k>1, l>1

αkl u
kvl,

ãäå êîýôôèöèåíòû αkl ∈ Ω
−2(k+l−1)
U íå çàâèñÿò îò u, v è X. Ðÿä FU (u, v) èç ñîîòíî-

øåíèÿ (1.5) ÿâëÿåòñÿ (êîììóòàòèâíîé îäíîìåðíîé) ôîðìàëüíîé ãðóïïîé íàä êîëüöîì
êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ ΩU . Îíà áûëà ââåäåíà Íîâèêîâûì â [40, �5, Appendix 1] è
íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíîé ãðóïïîé ãåîìåòðè÷åñêèõ êîáîðäèçìîâ. Ïîäðîáíîñòè äàííîé
êîíñòðóêöèè ìîæíî íàéòè â [13] è [15, Appendix E].

Èìååì
U∗(BU) = ΩU [[cU1 , c

U
2 , . . . , c

U
i , . . .]],

ãäå cUi � i-ûé óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ Êîííåðà�Ôëîéäà, à ðàâåíñòâî
âûøå ïîíèìàåòñÿ êàê èçîìîðôèçì ãðàäóèðîâàííûõ êîìïîíåíò. Äëÿ êîìïëåêñíîãî i-
ìåðíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàä êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì X îïðåäåë¼í õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé êëàññ cUi (ξ) = f∗(cUi ) ∈ U2i(X), ãäå f : X → BU � êëàññèôèöèðóþùåå
îòîáðàæåíèå.

Ïóñòü η � òàâòîëîãè÷åñêîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä CP∞ è η̄ � êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æ¼ííîå ê íåìó (ðàññëîåíèå ãèïåðïëîñêîñòè). Êëàññ u = cU1 (η̄) ∈ U2(CP∞) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé êëàññ êîáîðäèçìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèé âëîæåíèþ CP∞ = BU (1)→ MU (1),
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Èíûìè ñëîâàìè, u = cU1 (η̄)
åñòü ãåîìåòðè÷åñêèé êîáîðäèçì, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðâîìó êëàññó ×æåíÿ c1(η̄) ∈
H2(CP∞). Òîãäà êëàññ cU1 (η) ∈ U2(CP∞) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé
ðÿä, îáðàòíûé ê u = cU1 (η̄) îòíîñèòåëüíî ôîðìàëüíîé ãðóïïû FU ; ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ýòîò ðÿä ÷åðåç u.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàä X êëàññ
cU1 (ξ) ∈ U2(X) ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì êîáîðäèçìîì, ñîîòâåòñòâóþùèì c1(ξ) ∈
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H2(X). Ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà ãåîìåòðè÷åñêèõ êîáîðäèçìîâ âûðàæàåò ïåðâûé êëàññ
Êîííåðà�Ôëîéäà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ξ ⊗ ζ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íàä X ÷åðåç
êëàññû u = cU1 (ξ) è v = cU1 (ζ):

cU1 (ξ ⊗ ζ) = FU (u, v).

Åñëè ξ � êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè íàä X, òî ãåîìåò-
ðè÷åñêèé êîáîðäèçì, ñîîòâåòñòâóþùèé c1(ξ) ∈ H2(X), åñòü cU1 (det ξ) ∈ U2(X) (îí
çàäà¼òñÿ îòîáðàæåíèåì X → CP∞, êëàññèôèöèðóþùèì äåòåðìèíàíòíîå ðàññëîåíèå
det ξ). Âîîáùå ãîâîðÿ, cU1 (det ξ) 6= cU1 (ξ). Ðàññìîòðèì äåòåðìèíàíòíîå îòîáðàæåíèå
det : U → U(1) è ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå det : BU → BU(1) = CP∞. Îïðåäå-
ëèì óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ dU = det∗ u ∈ U2(BU). Òîãäà ìû èìååì
dU(ξ) = cU1 (det ξ).

2. SU-ìíîãîîáðàçèÿ è SU-ñïåêòð

Ñïåöèàëüíîé óíèòàðíîé ñòðóêòóðîé (SU-ñòðóêòóðîé) íà ìíîãîîáðàçèè M íà-
çûâàåòñÿ ñòàáèëüíî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà cT , ñì. (1.1), âìåñòå ñ âûáîðîì SU -
ñòðóêòóðû íà êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèè ξ. Ýêâèâàëåíòíî, SU -ñòðóêòóðà �
ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ïîäíÿòèÿ îòîáðàæåíèÿ M → BU , êëàññèôèöèðóþùåãî ξ, äî
îòîáðàæåíèÿ M → BSU . Ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå (M, cT ) äîïóñêàåò
SU -ñòðóêòóðó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðâûé (öåëî÷èñëåííûé) êëàññ ×æåíÿ
ðàññëîåíèÿ ξ ðàâåí íóëþ: c1(ξ) = 0. Êðîìå òîãî, òàêàÿ SU -ñòðóêòóðà åäèíñòâåííà,
åñëè H1(M ;Z) = 0 (ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç ðàññìîòðåíèÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ðàññëîåíèÿ BSU → BU ñî ñëîåì S1). SU -ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ
ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ñ ôèêñèðîâàííîé SU -ñòðóêòóðîé íà í¼ì. ×àñòî,
äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü ðå÷è, ìû áóäåì íàçûâàòü SU -ìíîãîîáðàçèåì ñòàáèëü-
íî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå M ñ c1(M) = 0, èìåÿ â âèäó, ÷òî òàêîå ìíîãîîáðàçèå
äîïóñêàåò íåêîòîðóþ SU -ñòðóêòóðó.

Ñóùåñòâóåò îáîáù¼ííàÿ òåîðèÿ ãîìîëîãèé, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ìíîãîîáðàçèé ñ SU -
ñòðóêòóðîé, èçâåñòíàÿ êàê SU -áîðäèçìû. Êàê è â ñëó÷àå U -áîðäèçìîâ, îíà ìîæåò
áûòü îïðåäåëåíà ãåîìåòðè÷åñêè èëè ãîìîòîïè÷åñêè.

Â ãåîìåòðè÷åñêîì ïîäõîäå ãðóïïà áîðäèçìîâ SUn(X) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæå-
ñòâî êëàññîâ áîðäèçìîâ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé M → X, ãäå M � n-ìåðíîå
SU -ìíîãîîáðàçèå. Ãîìîòîïè÷åñêèé ïîäõîä îñíîâûâàåòñÿ íà ïîíÿòèè MSU -ñïåêòðà.
Ïóñòü η̃n � óíèâåðñàëüíîå (òàâòîëîãè÷åñêîå) êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå íàä
BSU (n). Ïðîñòðàíñòâî Òîìà ðàññëîåíèÿ η̃n îáîçíà÷àåòñÿ MSU (n). Ñïåêòð Òîìà
MSU = {Zi, ΣZi → Zi+1 : i > 0} èìååò Z2k = MSU (k) è Z2k+1 = ΣZ2k. Ãðóïïû
SU -áîðäèçìîâ è êîáîðäèçìîâ êëåòî÷íîé ïàðû (X,A) îïðåäåëÿþòñÿ êàê

SUn(X,A) = lim
k→∞

π2k+n
(
(X/A) ∧MSU (k)

)
,

SUn(X,A) = lim
k→∞

[
Σ2k−n(X/A),MSU (k)

]
.

Òàêèì îáðàçîì, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ U -áîðäèçìîâ, ïîëó÷àåì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ îáîá-
ù¼ííóþ òåîðèþ (êî)ãîìîëîãèé.

Êîëüöî SU -áîðäèçìîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ΩSU = SU∗(pt).
Â îòëè÷èå îò ΩU , êîëüöî ΩSU èìååò êðó÷åíèå. Ïåðâûé ýëåìåíò êðó÷åíèÿ ïîÿâëÿ-

åòñÿ óæå â ðàçìåðíîñòè 1: èç òîãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Òîìà MSU (k) íå èìååò êëåòîê â
ðàçìåðíîñòÿõ îò 2k + 1 äî 2k + 3, ñëåäóåò, ÷òî ΩSU

1 = πs1 = Z2. Îáðàçóþùàÿ θ ãðóï-
ïû ΩSU

1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ ñ íåòðèâèàëüíûì îñíàùåíèåì, èíäóöèðóþùèì
íåòðèâèàëüíóþ SU -ñòðóêòóðó.

Ïåðâûì ñòðóêòóðíûì ðåçóëüòàòîì î êîëüöå ΩSU áûëà òåîðåìà Íîâèêîâà 1962 ãî-
äà, ïîêàçûâàþùàÿ, ÷òî ΩSU ñòàíîâèòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì êîëüöîì ïîñëå îáðàùåíèÿ
äâîéêè (õîòÿ ñàìî ΩSU íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì äàæå ïî ìîäóëþ êðó÷åíèÿ). Íà-
ïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå 1.5 êëàññ áîðäèçìîâ [M2i] ∈ ΩU

2i ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé
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îáðàçóþùåé â ΩU , åñëè è òîëüêî åñëè si[M
2i] = ±mi, ãäå ÷èñëà mi îïðåäåëåíû â (1.4).

Áîëåå ñëîæíûå óñëîâèÿ äåëèìîñòè íà si-÷èñëî ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü è ïîëèíîìèàëü-
íûå îáðàçóþùèå â êîëüöå ΩSU ⊗ Z[12 ].

Òåîðåìà 2.1 (Íîâèêîâ [39, Ïðèëîæåíèå 1]). ΩSU ⊗ Z[12 ] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî-
ëèíîìèàëüíîå êîëüöî ñ îäíîé îáðàçóþùåé â êàæäîé ÷¼òíîé ðàçìåðíîñòè > 4:

ΩSU ⊗ Z[12 ] ∼= Z[12 ][yi : i > 2], deg yi = 2i.

Êëàññ áîðäèçìîâ SU -ìíîãîîáðàçèÿ M2i ìîæåò áûòü âçÿò â êà÷åñòâå 2i-ìåðíîé îá-
ðàçóþùåé yi, åñëè è òîëüêî åñëè

si[M
2i] = ±mimi−1 ñ òî÷íîñòüþ äî ñòåïåíè äâîéêè.

Çàìåòèì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ñòåïåíåé äâîéêè ìû èìååì

mimi−1 =

{
1, åñëè i 6= pk, i 6= pk − 1 íè äëÿ êàêîãî íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî p,

p, åñëè i = pk èëè i = pk − 1 äëÿ íåêîòîðîãî íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî p.

Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå äåëèìîñòè â ðàçìåðíîñòÿõ 2i = 2pk âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî
ïðîñòîãî íàáëþäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Åñëè M2n ÿâëÿåòñÿ SU -ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè 2n =
2pk äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî p, òî

sn[M2n] = 0 mod p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ n = pk ìû èìååì

sn(M2n) = xn1 + · · ·+ xnn ≡ (x1 + · · ·+ xn)n = cn1 (M2n) = 0 mod p �

Êàê è â ñëó÷àå óíèòàðíûõ áîðäèçìîâ, èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ SU -
áîðäèçìîâ SU -ìíîãîîáðàçèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñëàìè ñ
òî÷íîñòüþ äî 2-ïðèìàðíîãî êðó÷åíèÿ. Êàê ïîêàçàëè Àíäåðñîí, Áðàóí è Ïåòåðñîí [2],
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà â KO-òåîðèè âìåñòå ñ îáû÷íûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
÷èñëàìè óæå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò êëàññ SU -áîðäèçìîâ.

3. Îïåðàöèè â êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìàõ è ñïåêòðàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àäàìñà�Íîâèêîâà

(Ñòàáèëüíîé) îïåðàöèåé θ ñòåïåíè n â êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìàõ íàçûâàåòñÿ ñå-
ìåéñòâî àääèòèâíûõ îòîáðàæåíèé

θ : Uk(X,A)→ Uk+n(X,A),

îïðåäåë¼ííûõ äëÿ âñåõ êëåòî÷íûõ ïàð (X,A), êîòîðûå ôóíêòîðèàëüíû ïî (X,A) è
êîììóòèðóþò ñ èçîìîðôèçìàìè íàäñòðîéêè. Ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàöèé îáðàçóåò êîëü-
öî ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ è êîìïîçèöèè; áîëåå òîãî, èìååòñÿ ñòðóêòóðà àëãåáðû
íàä êîëüöîì ΩU . Ýòà àëãåáðà îáîçíà÷àåòñÿ A

U ; îíà áûëà îïèñàíà â ðàáîòàõ Ëàíäâå-
áåðà [29] è Íîâèêîâà [40, �5].

Êîíñòðóêöèÿ 3.1 (îïåðàöèè è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû). Ñóùåñòâóåò èçîìîð-
ôèçì ΩU -ìîäóëåé

AU ∼= U∗(MU) = lim
←−

U∗+2N (MU (N)).

Äëÿ ýëåìåíòà a ∈ Un(MU) èç AU , ïðåäñòàâëåííîãî îòîáðàæåíèåì ñïåêòðîâ a : MU →
ΣnMU , ìû îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ îïåðàöèþ ÷åðåç

a∗ : U∗(X)→ U∗+n(X),
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ãäå X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèå îïåðàöèè a∗ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Äëÿ ýëåìåíòà x ∈ Um(X), ïðåäñòàâëåííîãî îòîáðàæåíèåì x : X → ΣmMU ,
ýëåìåíò a∗x ∈ Um+n(X) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé

X
x−→ ΣmMU

Σma−−−→ Σm+nMU.

Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ëåâîå äåéñòâèå àëãåáðû AU íà ãðóïïàõ êîáîðäèçìîâ
ïðîñòðàíñòâà X, ïðåâðàùàþùåå U∗ â ôóíêòîð ñî çíà÷åíèÿìè â êàòåãîðèè ãðàäóèðî-
âàííûõ ëåâûõ AU -ìîäóëåé.

Òàêæå àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèå

a∗ : U∗(X)→ U∗−n(X)

àëãåáðû AU íà ãðóïïàõ áîðäèçìîâ. Äëÿ ýëåìåíòà x ∈ Um(X), ïðåäñòàâëåííîãî îòîá-
ðàæåíèåì x : ΣmS → X ∧MU , ýëåìåíò a∗x ∈ Um−n(X) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé

Σm−nS
Σ−nx−−−−→ Σ−n(X ∧MU)

Σ−n(1∧a)−−−−−−→ X ∧MU.

Ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå èçîìîðôèçìû Òîìà

ϕN∗ : Un+2N (MU(N))→ Un(BU(N)), ϕ∗N : Un(BU(N))→ Un+2N (MU(N)).

Òàê êàê Un(BU) åñòü ïðÿìîé ïðåäåë ãðóïï Un(BU(N)), à Un(BU) � îáðàòíûé ïðåäåë
ãðóïï Un(BU(N)), è àíàëîãè÷íî äëÿ MU , òî ìû òàêæå èìååì ñòàáèëüíûå èçîìîð-
ôèçìû Òîìà

ϕ∗ : Un(MU)→ Un(BU), ϕ∗ : Un(BU)→ Un(MU).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ α ∈ Un(BU)
îïðåäåëÿåò îïåðàöèþ a = ϕ∗(α) ∈ Un(MU), è íàîáîðîò.

Åñëè x ∈ Um(X) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ìíîãîîáðàçèåì Mm f−→ X, òî a∗x
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ãåîìåòðè÷åñêè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü α = (ϕ∗)−1a �
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó a. Ðàññìîòðèì α(−TM) ∈
Un(Mm), ãäå TM � êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå, à −TM � ñòàáèëüíîå íîðìàëüíîå
ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M . Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå�Àòüÿ
DU : Un(Mm) → Um−n(Mm), ìû ïîëó÷àåì ýëåìåíò DUα(−TM) ∈ Um−n(M), ïðåä-

ñòàâëÿåìûé ñèíãóëÿðíûì ìíîãîîáðàçèåì Yα
fα−→ M . Òîãäà a∗x ∈ Um−n(X) ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé Yα
fα−→M

f−→ X.
Èìååòñÿ èçîìîðôèçì ëåâûõ ΩU -ìîäóëåé

AU = U∗(MU) ∼= ΩU ⊗̂ S,

ãäå ⊗̂ � ïîïîëíåííîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, à S � àëãåáðà Ëàíäâåáåðà-Íîâèêîâà,
ïîðîæä¼ííàÿ îïåðàöèÿìè Sω = ϕ∗(sUω), ñîîòâåòñòâóþùèìè óíèâåðñàëüíûì õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèì êëàññàì sUω ∈ U∗(BU), êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ñèììåòðèçàöèè ìîíîìîâ

ti11 · · · t
ik
k , èíäåêñèðîâàííûõ ðàçáèåíèÿìè ω = (i1, . . . , ik). Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé ýëå-

ìåíò a ∈ AU ìîæåò áûòü çàïèñàí åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà
a =

∑
ω λωSω, ãäå λω ∈ ΩU . Ñòðóêòóðà àëãåáðû Õîïôà íà S îïèñàíà â [29] è [40, �5].

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå X = pt ìû èìååì ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû AU íà ΩU =
U∗(pt) è ΩU = U∗(pt). Â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ (êî)ãîìîëîãèé âåðíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.2 (ñì. [40, ëåììà 3.1 è ëåììà 5.2]). Ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû AU íà ΩU =
U∗(pt) è ΩU = U∗(pt) òî÷íû.

Çàìå÷àíèå. Áîëåå îáùî, äëÿ äâóõ ñïåêòðîâ êîíå÷íîãî òèïà E è F åñòåñòâåííûé
ãîìîìîðôèçì F ∗(E)→ Hom∗(π∗(E), π∗(F )) èíúåêòèâåí, åñëè π∗(F ) è H∗(E) íå èìåþò
êðó÷åíèÿ; ïîäðîáíîñòè ñì. â [48].
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Êðîìå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû AU íà áîðäèçìàõ U∗(X) ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà X
îïðåäåëèì åù¼ îäíî ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû AU íà U∗(BU) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Êîíñòðóêöèÿ 3.3 (ïðåäñòàâëåíèå AU íà U∗(BU), a 7→ ã). Ïóñòü a ∈ Un(MU) �
ýëåìåíò èç AU . Ïîëîæèì

ã := ϕ∗a∗ϕ
−1
∗ : Um(BU)→ Um−n(BU).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîé îïåðàöèè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì
êëàññ áîðäèçìîâ [M, ξ] ∈ Um(BU), ãäå ξ � ñòàáèëüíîå ðàññëîåíèå, èíäóöèðîâàííîå
ñèíãóëÿðíûì ìíîãîîáðàçèåìM → BU èç (ñòàáèëüíîãî) òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ
íàä BU . Ýëåìåíò a ∈ Un(MU) îïðåäåëÿåò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ
α = (ϕ∗)−1a ∈ Un(BU) è, ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ α(ξ) ∈ Un(M). Ðàññìîòðèì äâîé-

ñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå-Àòüÿ êëàññ DU (α(ξ)) = [Ya, fa] ∈ Um−n(M), ãäå Ya
fa−→ M �

ñèíãóëÿðíîå ìíîãîîáðàçèå â M . Òîãäà

ã[M, ξ] = [Ya, f
∗
a (ξ + TM)− T Ya] ∈ Um−n(BU).

Ïðèìåíÿÿ àóãìåíòàöèþ ε : U∗(BU )→ ΩU , ìû ïîëó÷àåì

(3.1) ε(ã[M, ξ]) = [Ya] =
〈
(ϕ∗)−1a, [M, ξ]

〉
∈ Um−n(pt) = ΩU

m−n,

ãäå 〈 , 〉 îáîçíà÷àåò êðîíåêåðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå â (êî)áîðäèçìàõ ïðîñòðàíñòâà BU .

Ëåììà 3.4. Ïðåäñòàâëåíèå a 7→ ã àëãåáðû AU íà U∗(BU) òî÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ ξ = −TM â êîíñòðóêöèè 3.3, ìû ïîëó÷àåì

ã[M,−TM ] = [Ya,−T Ya].
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïðåäñòàâëåíèå a 7→ a∗ íà U∗(pt) êàê
ïîäïðåäñòàâëåíèå â ïðåäñòàâëåíèè a 7→ ã íà U∗(BU). Òàê êàê ïðåäñòàâëåíèå a 7→ a∗
òî÷íî ïî ëåììå 3.2, ïðåäñòàâëåíèå a 7→ ã òàêæå òî÷íî. �

Íèæå ìû ïðèâîäèì îñíîâíûå ñâîéñòâà êîãîìîëîãè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Àäàìñà�Íîâèêîâà â êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìàõ. Ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè
â [40]; ñì. òàêæå [35], [5], [9].

Òåîðåìà 3.5 (ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àäàìñà�Íîâèêîâà â êîìïëåêñ-
íûõ êîáîðäèçìàõ). Ïóñòü X � ñâÿçíûé ñïåêòð, öåëî÷èñëåííûå ãîìîëîãèè êîòîðîãî
íå èìåþò êðó÷åíèÿ è êîíå÷íî ïîðîæäåíû â êàæäîé ðàçìåðíîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Ep,qr , dr : Ep,qr → Ep+r,q+r−1r , r > 2}
ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) Ep,q2 = Extp,q
AU

(U∗(X), U∗(pt)), ãäå U∗ � òåîðèÿ êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ è

AU = U∗(MU) � àëãåáðà îïåðàöèé.
á) Ñóùåñòâóåò ôèëüòðàöèÿ

πn(X) = F 0,n ⊃ F 1,n+1 ⊃ F 2,n+2 ⊃ . . . ,
⋂
s>0

F s,n+s = 0,

ïðèñîåäèí¼ííûé áèãðàäóèðîâàííûé ìîäóëü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ áåñêîíå÷íûì
÷ëåíîì ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: Ep,q∞ ∼= F p,q/F p+1,q+1.

â) Êðàåâîé ãîìîìîðôèçì

πn(X) = F 0,n → E0,n
∞ → E0,n

2 = Homn
AU (U∗(X), U∗(pt))

ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííî îïðåäåë¼ííûì îòîáðàæåíèåì.

Êðîìå òîãî, åñëè X � êîëüöåâîé ñïåêòð, òî ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìóëüòèïëèêàòèâíà.
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Çàìå÷àíèå. Åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå h : πn(X) → Homn
AU (U∗(X), U∗(pt)) èç

ïóíêòà â) òåîðåìû 3.5 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ýëåìåíò α ∈ πn(X)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì f : ΣnS → X, à ýëåìåíò β ∈ Up(X) � îòîáðàæåíèåì
g : X → ΣpMU , òî ýëåìåíò h(α)(β) ∈ Up−n(pt) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé

ΣnS
f−−−→ X

g−−−→ ΣpMU.

4. Ñòðóêòóðà AU -ìîäóëÿ U∗(MSU)

×òîáû ïðèìåíèòü òåîðåìó 3.5 ê ñïåêòðó ñïåöèàëüíûõ óíèòàðíûõ áîðäèçìîâMSU ,
ìû äîëæíû îïèñàòü ñòðóêòóðó AU -ìîäóëÿ íà U∗(MSU ). Ãëàâíûé ðåçóëüòàò çäåñü
(òåîðåìà 4.5) âîñõîäèò ê Íîâèêîâó. Ìû ïðèâîäèì ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî, âîñïîëíÿÿ
íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå äåòàëè, îòñóòñòâóþùèå â [40].

Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ dU ∈ U2(BU), ââåä¼ííûé
ê êîíöå ïàðàãðàôà 1, dU(ξ) = cU1 (det ξ). Ïîëîæèì òàêæå dU = cU1 (det ξ). Èç ðàññìîòðå-

íèÿ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññëîåíèÿ BSU → BU
det−→ BU(1) âûòåêàåò,

÷òî U∗(BU ) → U∗(BSU ) åñòü ýïèìîðôèçì, ÿäðîì êîòîðîãî ñëóæèò èäåàë I(dU), ïî-
ðîæä¼ííûé êëàññîì dU . Èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçìû Òîìà

ϕ∗ : U∗(BSU )→ U∗(MSU ) è ϕ∗ : U∗(BU )→ U∗(MU ),

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå MSU → MU èíäóöèðóåò ýïèìîðôèçì
U∗(MU )→ U∗(MSU ) ñ ÿäðîì ϕ∗(I(dU)). Òàê êàê U∗(MU )→ U∗(MSU ) � îòîáðàæåíèå
AU -ìîäóëåé, ìû ïîëó÷àåì

(4.1) U∗(MSU ) = AU/ϕ∗(I(dU)) êàê AU -ìîäóëü.

Ýòî ïåðâîå îïèñàíèå èñêîìîé ñòðóêòóðû AU -ìîäóëÿ.

Òåïåðü ìû îïðåäåëèì íåêîòîðûå âàæíûå îïåðàöèè èç AU . Íàïîìíèì, ÷òî êàæäûé
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ α ∈ U∗(BU ) îïðåäåëÿåò îïåðàöèþ ϕ∗(α) ∈ AU = U∗(MU ).

Êîíñòðóêöèÿ 4.1 (îïåðàöèè ∆(k1,k2)). Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë k1, k2
îïðåäåëèì

∆(k1,k2) = ϕ∗
(
(dU)k1(dU)k2

)
∈ (AU )2k1+2k2 .

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàöèÿ ∆̃(k1,k2) : U∗(BU) → U∗−2k1−2k2(BU) (ñì. êîíñòðóê-
öèþ 3.3) îïèñûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì êëàññ [M, ξ] ∈
Un(BU). Ïóñòü i1 : Y1 ↪→M è i2 : Y2 ↪→ M � ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîðàçìåðíîñòè 2,
äâîéñòâåííûå ïî Ïóàíêàðå ê −c1(ξ) è c1(ξ) ñîîòâåòñòâåííî. Ìû èìååì ν(Y1 ⊂M) =

(det ξ)|Y1 è ν(Y2 ⊂ M) = (det ξ)|Y2 . Ýòè æå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü,
êàê äâîéñòâåííûå ïî Ïóàíêàðå�Àòüÿ ê êëàññàì cU1 (det ξ) = dU(ξ) è cU1 (ξ) = dU(ξ) ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïîäìíîãîîáðàçèå, äâîéñòâåííîå ïî Ïóàíêàðå�Àòüÿ ê (dU(ξ))k1(dU(ξ))k2 ∈
U2k1+2k2(M), çàäà¼òñÿ òðàíñâåðñàëüíûì ïåðåñå÷åíèåì

Yk1,k2 = Y1 · · ·Y1︸ ︷︷ ︸
k1

·Y2 · · ·Y2︸ ︷︷ ︸
k2

ñ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé â íîðìàëüíîì ðàññëîåíèè ν = ν(Yk1,k2 ⊂M) = (det ξ)⊕k1 ⊕
(det ξ)⊕k2 |Yk1,k2 . Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì

∆̃(k1,k2)[M, ξ] = [Yk1,k2 , ξ|Yk1,k2 + ν ] ∈ Un−2k1−2k2(BU).

Â ñëó÷àå ξ = −TM ìû ïîëó÷àåì (∆(k1,k2))∗[M ] = [Mk1,k2 ], ãäå Mk1,k2 � ïîäìíîãîîá-

ðàçèå, äâîéñòâåííîå ê (det TM)⊕k1 ⊕ (det TM)⊕k2 .
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Êîíñòðóêöèÿ 4.2 (îïåðàöèè Ψ(k1,k2)). Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë k1, k2,
ïîëîæèì k = k1 + k2. Ïóñòü ξ � êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä CPn. Ðàññìîò-
ðèì ïðîåêòèâèçàöèþ p : CP (ξ⊕Ck)→ CPn, ãäå Ck � òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ðàíãà k.
Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê ìíîãîîáðàçèþ CP (ξ ⊕ Ck) ñòàáèëüíî ðàñùåïëÿåòñÿ:

T CP (ξ ⊕ Ck)⊕ C ∼= p∗T CPn ⊕ (η̄ ⊗ p∗(ξ ⊕ Ck)) = p∗T CPn ⊕ (η̄ ⊗ p∗ξ)⊕ η̄⊕k,

ãäå η � òàâòîëîãè÷åñêîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä CP (ξ⊕Ck), ñì. [15, òåîðåìà D.4.1].
Ìû ââåä¼ì íîâóþ ñòàáèëüíî êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà CP (ξ ⊕ Ck), èñïîëüçóÿ èçî-
ìîðôèçì âåùåñòâåííûõ ðàññëîåíèé

T CP (ξ ⊕ Ck)⊕ R2 ∼= p∗T CPn ⊕ (η̄ ⊗ p∗ξ)⊕ η̄⊕k1 ⊕ η⊕k2 ,

è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ÷åðåç P (k1,k2)(ξ).

Ìû ïîëó÷àåì êëàññ áîðäèçìîâ [P (k1,k2)(ξ), p] ∈ U2n+2k(CPn). Äâîéñòâåííûé ê íåìó

êëàññ êîáîðäèçìîâ χ(k1,k2)(ξ) := (DU )−1[P (k1,k2)(ξ), p] ∈ U−2k(CPn) îïðåäåëÿåò óíè-
âåðñàëüíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì
χ(k1,k2) ∈ U−2k(CP∞).

Òåïåðü ìû ìîæåì ðàñïðîñòðàíèòü îïðåäåëåíèå χ(k1,k2) íà êîìïëåêñíûå ðàññëîåíèÿ
ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà, ïîëàãàÿ χ(k1,k2)(ξ) := χ(k1,k2)(det ξ). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì

óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ χ(k1,k2) ∈ U−2k(BU) è ñîîòâåòñòâóþùóþ
îïåðàöèþ

Ψ(k1,k2) = ϕ∗χ(k1,k2) ∈ U
−2(k1+k2)(MU) = (AU )−2(k1+k2).

Ãåîìåòðè÷åñêè, (Ψ(k1,k2))∗[M
2n] � ýòî êëàññ (2n + 2k1 + 2k2)-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

[CP (det TM ⊕ Ck1+k2)] ñî ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé

p∗(TM)⊕ (η̄ ⊗ p∗(det TM))⊕ η̄⊕k1 ⊕ η⊕k2 .
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ èç ââåä¼ííûõ îïå-

ðàöèé:

(4.2) ∂ = ∆(1,0), ∆ = ∆(1,1), χ = Ψ(1,0), Ψ = Ψ(1,1).

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ∂∗[M ] ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì, äâîéñòâåí-
íûì ê c1(det TM) = c1(M), è χ∗[M ] ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì CP (det TM ⊕ C)
ñî ñòàíäàðòíîé ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé. Îïåðàöèè ∂∗ è ∆∗ äåòàëüíî èçó-
÷àëèñü Êîííåðîì è Ôëîéäîì [22], êîòîðûå îáîçíà÷àëè èõ ïðîñòî ÷åðåç ∂ è ∆.

Îïèñàííûå âûøå îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì àëãåáðàè÷åñêèì ñîîòíîøå-
íèÿì.

Ëåììà 4.3. Âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

∂2 = ∆∂ = 0, ∆Ψ = id, ∂Ψ = 0, χ∂ = [CP 1]∂, ∂χ∂ = 2∂.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3.2 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ýòè ñîîòíîøåíèÿ
íà áîðäèçìàõ òî÷êè ΩU . Íàïîìíèì, ÷òî ∂∗[M ] ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçè-
åì, äâîéñòâåííûì ê c1(M), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ SU -ìíîãîîáðàçèåì. Ñëåäîâàòåëüíî,
(∆(k1,k2))∗∂∗ = 0. Â ÷àñòíîñòè, ∂2∗ = ∆∗∂∗ = 0.

Ðàâåíñòâî ∆∗Ψ∗ = id äîêàçàíî â [22, òåîðåìà 8.1]. Ðàâåíñòâî ∂∗Ψ∗ = 0 ïðèâåäåíî
â [22, òåîðåìà 8.2], íî åãî äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæèò íåòî÷íîñòü â âû÷èñëåíèè õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ. Ïîýòîìó íèæå ìû ïðèâîäèì èñïðàâëåííîå äîêàçàòåëüñòâî.

Âîçüì¼ì [M2n] ∈ ΩU
2n. Òîãäà êëàññ Ψ∗[M

2n] ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì

CP (det TM ⊕ C2) ñî ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, çàäàâàåìîé èçîìîðôèçìîì

T CP (det TM ⊕ C2)⊕ R2 ∼= p∗TM ⊕ (η̄ ⊗ p∗det TM)⊕ η̄ ⊕ η.
Îáîçíà÷èì ýòî ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ÷åðåç P 2n+4. Òîãäà ∂∗Ψ∗[M

2n] =
∂∗[P

2n+4] ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì N2n+2 ⊂ P 2n+4, äâîéñòâåííûì ê êëàññó



20 È.Þ. ËÈÌÎÍ×ÅÍÊÎ, Ò.Å. ÏÀÍÎÂ, AND Ã.Ñ. ×ÅÐÍÛÕ

c1(P
2n+4) = c1(η̄). Ìû ìîæåì âçÿòü â êà÷åñòâå N2n+2 ïîäìíîãîîáðàçèå CP (det TM ⊕

C) ñî ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé

T CP (det TM ⊕ C)⊕ R2 ∼= p∗TM ⊕ (η̄ ⊗ p∗det TM)⊕ η.

Çàìåòèì, ÷òî [N2n+2] åñòü â òî÷íîñòè (Ψ(0,1))∗[M
2n]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óâèäåòü, ÷òî

N2n+2 áîðäàíòíî íóëþ, ïîñ÷èòàåì åãî ïîëíûé êëàññ ×æåíÿ. Îáîçíà÷èì ci = ci(M),
d = c1(η̄), òîãäà ìû èìååì ñîîòíîøåíèå d2 = p∗c1 · d. Ìû ïîëó÷àåì

c(N2n+2) = (1 + p∗c1 + · · ·+ p∗cn)(1 + d− p∗c1)(1− d)

= (1 + p∗c1 + · · ·+ p∗cn)(1− p∗c1)
= 1 + p∗(c2 − c21) + p∗(c3 − c1c2) + · · ·+ p∗(cn − c1cn−1)

(ýòî âû÷èñëåíèå áûëî íåâåðíî ïðîâåäåíî â [22, pp. 36�37]). Îòñþäà cω(N2n+2) =
p∗c′ω(M2n), ãäå c′i = ci− c1ci−1, è âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà cω[N2n+2] ðàâíû íóëþ
ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè.

Ðàâåíñòâî ∂Ψ = Ψ0,1 = 0 ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ãåîìåòðè÷åñêè, çàìåòèâ, ÷òî
ñòàáèëüíî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà N2n+2 òðèâèàëüíà íà êàæäîì ñëîå CP 1 = S2

ïðîåêòèâèçàöèè, è çíà÷èò, îíà ïðîäîëæàåòñÿ íà àññîöèèðîâàííîå ðàññëîåíèå íà 3-
ìåðíûå äèñêè.

×òîáû ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî χ∗∂∗ = [CP 1]∂∗, çàìåòèì, ÷òî ∂∗[M
2n] = [Y 2n−2], ãäå

Y 2n−2 � SU -ìíîãîîáðàçèå, ò. å. det T Y òðèâèàëüíî. Òîãäà χ∗∂∗[M
2n] ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ìíîãîîáðàçèåì CP (det T Y ⊕ C) = CP 1 × Y , îòêóäà âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ∂∗ ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåí-

ñòâà χ∗∂∗ = [CP 1]∂∗. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî àáçàöà, ìû äîëæíû ïðîâåðèòü
ðàâåíñòâî ∂∗(CP 1×Y ) = 2Y , êîòîðîå ñëåäóåò èç òîãî íàáëþäåíèÿ, ÷òî 2Y ⊂ CP 1×Y
ïðåäñòàâëÿåò êëàññ ãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûé ê c1(CP 1 × Y ) = c1(CP 1)⊗ 1. �

Çàìå÷àíèå. Â [40, �5] âìåñòî ðàâåíñòâà ∂χ∂ = 2∂ ïðèâåäåíî ðàâåíñòâî [∂, χ] = 2.
Íî ðàâåíñòâî [∂, χ] = 2 íåâîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ∂ ñïðàâà, ìû ïîëó÷àåì
∂χ∂ = 2∂, à ïðèìåíÿÿ ∂ ñëåâà, ìû ïîëó÷àåì −∂χ∂ = 2∂, ÷òî âëå÷¼ò ∂ = 0. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ∂[CP 1] = 2.

Ñëåäñòâèå 4.4. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈ AU âûïîëíåíî ðàâåíñòâî a∂+b∆ = 0,
òî b = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî óìíîæèòü äàííîå ðàâåíñòâî ñïðàâà íà Ψ è âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùèìè ñîîòíîøåíèÿìè. �

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò î U∗(MSU), êîòîðûé ïîç-
âîëèò íàì âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àäàìñà�
Íîâèêîâà.

Òåîðåìà 4.5 ([40, òåîðåìà 6.1]).

à) Ëåâûé AU -ìîäóëü U∗(MSU) èçîìîðôåí AU/(AU∆+AU∂). ßäðî åñòåñòâåí-
íîãî ãîìîìîðôèçìà AU = U∗(MU)→ U∗(MSU) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ AU∆+
AU∂.

á) Ëåâûé àííóëÿòîð ∂ ðàâåí AU∆+AU∂.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñõîäíîå äîêàçàòåëüñòâî â [40] â íåêîòîðûõ ìîìåíòàõ äîâîëü-
íî ñõåìàòè÷íî. Âîñïîëíåíèå äåòàëåé ïîòðåáîâàëî íåêîòîðîé òåõíè÷åñêîé ðàáîòû. Äî-
êàçàòåëüñòâî áóäåò ñîñòîÿòü èç òð¼õ ÷àñòåé.

I. Ïîêàæåì, ÷òî ∂̃(U∗(BU)) = U∗(BSU). Äðóãèìè ñëîâàìè, êëàññ áîðäèçìîâ

[X, ξ] ∈ Um(BU) ëåæèò â îáðàçå ∂̃ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ïàðîé (X, ξ), ãäå ξ � SU -ðàññëîåíèå, ò. å. c1(ξ) = 0.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âêëþ÷åíèÿ ∂̃(U∗(BU)) ⊃ U∗(BSU) âîçüì¼ì [X, ξ] ∈ Um(BU)
ñ c1(ξ) = 0. Ðàññìîòðèì êëàññ áîðäèçìîâ [X × CP 1, ξ × η] ∈ Um+2(BU), ãäå η �

òàâòîëîãè÷åñêîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä CP 1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè ∂̃

(êîíñòðóêöèÿ 3.3), ∂̃[X × CP 1, ξ × η] = [Y, ζ], ãäå Y ⊂ X × CP 1 � ïîäìíîãîîáðàçèå
êîðàçìåðíîñòè 2, äâîéñòâåííîå ê c1(ξ×η) = 1⊗c1(η). Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì âçÿòü
Y = X, è òîãäà

ζ = ξ × η|X + T (X × CP 1)|X − T X = ξ

êàê ñòàáèëüíûå ðàññëîåíèÿ. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî [X, ξ] = ∂̃[X × CP 1, ξ × η].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ ∂̃(U∗(BU)) ⊂ U∗(BSU) âîçüì¼ì [Y, ζ] =

∂̃[X, ξ]. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî êëàññ ζ ïðåäñòàâëÿåòñÿ SU -ðàññëîåíèåì. Íî ñî-
ãëàñíî êîíñòðóêöèè 3.3,

∂̃[X, ξ] = [Y, ξ|Y + T X|Y − T Y ] ∈ Um−2(BU),

ãäå Y ⊂ X � ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè 2 ñ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì ν(Y ⊂
X) = det ξ|Y . Òîãäà

c1(ζ) = c1(ξ|Y + T X|Y − T Y ) = c1(ξ|Y ) + c1(ν) = c1(det ξ|Y ) + c1(det ξ|Y ) = 0,

è çíà÷èò, ζ � SU -ðàññëîåíèå.

II. Ïîêàæåì, ÷òî AnnL∂ = ϕ∗(I(dU)), ãäå AnnL∂ îáîçíà÷àåò ëåâûé àííóëÿòîð ∂

â AU . Ïóñòü a∂ = 0 äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ AU . Òîãäà ã∂̃ = 0, ÷òî ïî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ã|U∗(BSU) = 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, ã[X, ξ] = [Ya, f

∗
a (ξ + T X) −

T Ya] = 0 äëÿ ëþáîãî SU -ðàññëîåíèÿ ξ. Â ÷àñòíîñòè, [Ya] = 0 â ΩU . Íî ñîãëàñíî (3.1)
[Ya] = 〈(ϕ∗)−1a, [X, ξ]〉. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (ϕ∗)−1a ∈ U∗(BU) = HomΩU (U∗(BU), ΩU )
ëåæèò â èäåàëå I(dU), ïîòîìó ÷òî ïîñëåäíèé ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç òåõ ãîìîìîðôèç-
ìîâ U∗(BU)→ ΩU , êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â íîëü íà êëàññàõ áîðäèçìîâ SU -ðàññëîåíèé.
Òî åñòü, a ∈ ϕ∗(I(dU)) è AnnL(∂) ⊂ ϕ∗(I(dU)). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîòèâîïîëîæíîãî
âêëþ÷åíèÿ çàìåòèì, ÷òî a ∈ ϕ∗(I(dU)) âëå÷¼ò, ÷òî ã|U∗(BSU) = 0. Ñîãëàñíî ïðåäû-

äóùåìó ïóíêòó, ã∂̃ = 0. Òåïåðü ëåììà 3.4 ïîêàçûâàåò, ÷òî a∂ = 0, è ñëåäîâàòåëüíî,
a ∈ AnnL(∂).

III. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ϕ∗(I(dU)) = AU∆+AU∂.
Èç ñëåäñòâèÿ 4.4 âûòåêàåò, ÷òî ñóììà AU∆ + AU∂ ïðÿìàÿ, è äàëåå ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü å¼ AU∆⊕AU∂.
Èç ëåììû 4.3 è ïóíêòà II ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå AU∆⊕AU∂ ⊂ AnnL∂ = ϕ∗(I(dU)).

Ðàññìîòðèì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(4.3) 0 −→ AU∆⊕AU∂ i−→ ϕ∗(I(dU)) −→ ϕ∗(I(dU))/(AU∆⊕AU∂) −→ 0

ãðàäóèðîâàííûõ ΩU -ìîäóëåé. Îáîçíà÷èì

N = ϕ∗(I(dU))/(AU∆⊕AU∂).

Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî N = 0.
Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî N íå èìååò ΩU -êðó÷åíèÿ. Ïóñòü λn = 0 äëÿ íåíóëåâîãî

λ ∈ ΩU è n = x + (AU∆ + AU∂) ∈ N , x ∈ ϕ∗(I(dU)). Òî åñòü, λx = a∆ + b∂ äëÿ
íåêîòîðûõ a, b ∈ AU . Óìíîæàÿ ñïðàâà íà Ψ è èñïîëüçóÿ ëåììó 4.3, ïîëó÷àåì a = λxΨ

è b∂ = λx − λxΨ∆ = λy. Ñëåäîâàòåëüíî, b̃∂̃ = λ̃ỹ. Äàëåå, äëÿ êëàññà áîðäèçìîâ
[Y, ζ] ∈ U∗(BSU) ìû èìååì〈

(ϕ∗)−1b, [Y, ζ]
〉

=
〈
(ϕ∗)−1b, ∂̃[X, ξ]

〉
= ε(λ̃ỹ [X, ξ]) = λε(ỹ [X, ξ]),

ãäå ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïóíêòà I, à âòîðîå � èç ñîîòíîøåíèé (3.1). Ðàññìîòðèì
åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ p : U∗(BU )→ U∗(BSU ), äâîéñòâåííóþ ïîñðåäñòâîì êðîíåêå-
ðîâñêîãî ñïàðèâàíèÿ åñòåñòâåííîìó âêëþ÷åíèþ U∗(BSU ) ↪→ U∗(BU ). Òîãäà èç ðàâåí-
ñòâà âûøå âûòåêàåò, ÷òî p((ϕ∗)−1b) = λw äëÿ íåêîòîðîãî w ∈ U∗(BSU ). Ìû èìååì
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w = p(t) äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ U∗(BU ), ñëåäîâàòåëüíî, p((ϕ∗)−1b − λt) = 0, è ìû ïîëó-
÷àåì, ÷òî (ϕ∗)−1b− λt ∈ Ker p = I(dU). Çíà÷èò, b− λϕ∗(t) ∈ ϕ∗(I(dU)) è b∂ = λϕ∗(t)∂
ïî ïóíêòó II. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî λx = a∆+ b∂ = λ(xΨ∆+ ϕ∗(t)∂). Òàê êàê AU íå
èìååò ΩU -êðó÷åíèÿ, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî x = xΨ∆ + ϕ∗(t)∂ ∈ AU∆ ⊕ AU∂, è çíà÷èò,
n = 0. ×òî è òðåáîâàëîñü.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå AU -ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ:

p∆ : AU → AU∆, p∂ : AU → AU∂,

a 7→ 2aΨ∆, a 7→ a(1− Ψ∆)χ∂.

Ýòè îòîáðàæåíèÿ âåäóò ñåáÿ ïîäîáíî âçàèìíî îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòîðàì, à èìåí-
íî, îíè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì

p∆ |AU∆ = 2 idAU∆, p∆ |AU∂ = 0, p∂ |AU∂ = 2 idAU∂ , p∂ |AU∆ = 0.

Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 4.3:

p∆(a∆) = 2a∆Ψ∆ = 2a∆, p∆(b∂) = 2b∂ Ψ∆ = 0,

p∂(a∆) = a∆(1− Ψ∆)χ∂ = (a∆− a∆Ψ∆)χ∂ = 0,

p∂(b∂) = b∂(1− Ψ∆)χ∂ = (b∂ − b∂ Ψ∆)χ∂ = b∂χ∂ = 2b∂.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì AU -ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå p = p∆+ p∂ : AU → AU∆ ⊕ AU∂,
óäîâëåòâîðÿþùåå p|AU∆⊕AU∂ = 2 idAU∆⊕AU∂ . Òåïåðü ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì
÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèì ôàêòîì.

Ëåììà 4.6. Ïóñòü 0 → A
i−→ B

π−→ C → 0 � êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü àáåëåâûõ ãðóïï. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A íå èìååò n-êðó÷åíèÿ äëÿ íåêîòîðîãî
ôèêñèðîâàííîãî n ∈ Z, è ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì p : B → A, ÷òî p◦i = n idA.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ìîíîìîðôèçì s : nC ↪→ B.

Åñëè ìû íà÷èíàåì ñ êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R-ìîäóëåé äëÿ íåêî-
òîðîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R, òî s òàêæå áóäåò ãîìîìîðôèçìîì R-ìîäóëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì nc ∈ nC. Åñëè nc = π(nb), òî nc = π(nb− i(p(b)))
è p(nb − i(p(b))) = np(b) − np(b) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x :=
nb − i(p(b)) ∈ B, ÷òî π(x) = nc è p(x) = 0. Åñëè x′ � äðóãîé òàêîé ýëåìåíò, òî
π(x − x′) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, x − x′ = i(y), è 0 = p(x − x′) = p(i(y)) = ny. Òàê êàê A
íå èìååò n-êðó÷åíèÿ, y = 0 è x = x′. Òàêèì îáðàçîì, x îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
îáðàçîì, è ìû ïîëó÷àåì êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûé ãîìîìîðôèçì s : nC → B, nc 7→
x, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâàì p ◦ s = 0 è π ◦ s = idnC . Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà
âûòåêàåò, ÷òî s èíúåêòèâåí. �

Ïðèìåíÿÿ ýòó ëåììó ê êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (4.3) è îòîáðàæå-
íèþ p = p∆ + p∂ (îãðàíè÷åííîìó íà ϕ∗I(dU)), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî 2N âêëàäûâàåòñÿ
â ϕ∗I(dU) ⊂ AU . Òàê êàê N íå èìååò 2-êðó÷åíèÿ, òî ñàì N òàêæå âêëàäûâàåòñÿ â
ϕ∗I(dU) ⊂ AU . Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿÿ ⊗ΩUZ ê (4.3), ìû ïîëó÷àåì êîðîòêóþ òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàäóèðîâàííûõ àáåëåâûõ ãðóïï

(4.4) 0→
(
(AU∆)⊗ΩU Z

)
⊕
(
(AU∂)⊗ΩU Z

) i⊗ΩU Z
−−−→ ϕ∗(I(dU))⊗ΩU Z→ N ⊗ΩU Z→ 0.

Èíúåêòèâíîñòü âòîðîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (p ⊗ΩU Z)(i ⊗ΩU Z) = 2 id
è îòñóòñòâèÿ êðó÷åíèÿ â ((AU∆)⊗ΩU Z

)
⊕
(
(AU∂)⊗ΩU Z) (ýòà ãðóïïà îïèñàíà íèæå).

Çàìåòèì, ÷òî M ⊗ΩU Z = M/(Ω+
UM) äëÿ ëþáîãî ΩU -ìîäóëÿ M , ãäå Ω+

U îáîçíà÷àåò
èäåàë ýëåìåíòîâ íåíóëåâîé (îòðèöàòåëüíîé) ñòåïåíè èç ΩU .

Òåïåðü ìû, èñïîëüçóÿ ïîäñ÷¼ò ðàçìåðíîñòåé, ïîêàæåì, ÷òî N ⊗ΩU Z � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà (â êàæäîé ðàçìåðíîñòè).
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Òàê êàê ∆ èìååò ïðàâûé îáðàòíûé Ψ , AU -ìîäóëü AU∆ � ñâîáîäíûé ñ îäíîé îá-
ðàçóþùåé â ðàçìåðíîñòè 4. Òî åñòü, (AU∆)2k = U2k−4(MU). Ñëåäîâàòåëüíî,

((AU∆)⊗ΩU Z)2k = (U∗−4(MU)⊗ΩU Z)2k = H2k−4(MU ;Z) ∼= Zp(k−2),

ãäå p(k) � êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ ðàçáèåíèé ÷èñëà k. Êðîìå òîãî,

(AU∂)2k = (AU )2k−2∂ ∼= (AU )2k−2/(AnnL ∂)2k−2

= (AU )2k−2/(ϕ∗I(dU))2k−2 = U2k−2(MSU),

ãäå òðåòüå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïóíêòà II, à ïîñëåäíåå � èç ðàâåíñòâà (4.1). Îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî

((AU∂)⊗ΩU Z)2k ∼= H2k−2(MSU ;Z) = Zp̃(k−1),
ãäå p̃(k) � ÷èñëî öåëî÷èñëåííûõ ðàçáèåíèé ÷èñëà k áåç 1. Íàêîíåö, (ϕ∗I(dU)) ⊗ΩU
Z = ϕ∗HI(c1), ãäå ϕ

∗
H : H∗(BU,Z)→ H∗(MU,Z) � èçîìîðôèçì Òîìà â öåëî÷èñëåííûõ

êîãîìîëîãèÿõ, è I(c1) � èäåàë â H∗(BU,Z), ïîðîæä¼ííûé ïåðâûì óíèâåðñàëüíûì
êëàññîì ×æåíÿ c1. Ñëåäîâàòåëüíî,

((ϕ∗I(dU))⊗ΩU Z)2k = (ϕ∗HI(c1))
2k = Zp(k−1).

Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà ê (2k)-îé îäíîðîäíîé êîìïîíåíòå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (4.4), ìû ïîëó÷àåì

0→ Zp(k−2)+p̃(k−1) → Zp(k−1) → (N ⊗ΩU Z)2k → 0.

Òåïåðü èç ðàâåíñòâà p(k − 1) = p(k − 2) + p̃(k − 1) ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïû (N ⊗ΩU Z)2k

êîíå÷íû.
Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì òàêîé ãðàäóèðîâàííûé ΩU -ïîäìîäóëü N â AU , ÷òî

(N⊗ΩU Z)2k � êîíå÷íàÿ ãðóïïà äëÿ êàæäîãî k. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî N = 0. Ðàñ-
ñìîòðèì ΩU -ëèíåéíóþ ïðîåêöèþ pω : AU → ΩU , ñîïîñòàâëÿþùóþ ýëåìåíòó a ∈ AU

åãî êîýôôèöèåíò λω â ïðåäñòàâëåíèè a =
∑

ω λωSω â âèäå ðÿäà îò îïåðàöèé Sω ∈ AU
Ëàíäâåáåðà�Íîâèêîâà. Òàê êàê ãðóïïà N ⊗ΩU Z = N/(Ω+

UN) êîíå÷íà â êàæäîé ðàç-

ìåðíîñòè, ãðóïïà pω(N)/(Ω+
U pω(N)) òàêæå êîíå÷íà â êàæäîé ðàçìåðíîñòè. Íàì íóæ-

íî óñòàíîâèòü, ÷òî pω(N) = 0. Ìû èìååì ñëåäóþùóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèòóàöèþ.
Ïóñòü R � íåîòðèöàòåëüíî (èëè íåïîëîæèòåëüíî) ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî áåç êðó÷å-
íèÿ, è ïóñòü I ⊂ R � èäåàë òàêîé, ÷òî ãðóïïà I/(R+I) êîíå÷íà â êàæäîé ðàçìåðíîñòè.
Òîãäà óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî I = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ýëåìåíò x ∈ I ìèíèìàëü-
íîé âîçìîæíîé ñòåïåíè. Òîãäà nx ∈ R+I äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî öåëîãî ÷èñëà n.
Íî òàê êàê ñòåïåíü ýëåìåíòà x ìèíèìàëüíà â I, êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò èç R+I
èìååò ñòåïåíü ñòðîãî áîëüøóþ, ÷åì deg x. Çíà÷èò, nx = 0. Òàê êàê R íå èìååò êðó÷å-
íèÿ, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî x = 0 è I = 0. Âîçâðàùàÿñü ê íàøåé ñèòóàöèè, ìû ïîëó÷àåì,
÷òî pω(N) = 0 äëÿ âñåõ ω. À çíà÷èò, N = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ϕ∗(I(dU)) = AU∆ + AU∂. Ñîïîñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ
(4.1), ìû ïîëó÷àåì ïóíêò à) òåîðåìû, à ñîåäèíÿÿ ñ ðàâåíñòâàìè èç ïóíêòà II, ìû
ïîëó÷àåì AnnL∂ = AU∆+AU∂, ÷òî äîêàçûâàåò ïóíêò á). �

5. Âû÷èñëåíèå ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïðèìåíèì òåïåðü ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àäàìñà�Íîâèêîâà (òåîðå-
ìà 3.5) ê ñïåêòðó SU -áîðäèçìîâ X = MSU . Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ìóëüòèïëè-
êàòèâíóþ ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî âòîðûì ÷ëåíîì

Ep,q2 = Extp,q
AU

(U∗(MSU), U∗(pt)),

ñõîäÿùóþñÿ ê π∗(MSU ) = ΩSU
∗ .
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Èç òåîðåìû 4.5 ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà ëåâûõ AU -ìîäóëåé:

0←− U∗(MSU ) ∼= AU/(AU∂ +AU∆)←−AU f0←− AU ⊕AU f1←− AU ⊕AU f2←− . . .

ãäå AU → AU/(AU∂ + AU ) � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, f0(a, b) = a∂ + b∆ è fi(a, b) =
(a∂ + b∆, 0) äëÿ i > 1. Ìû ñôîðìóëèðóåì ýòî áîëåå àêêóðàòíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà ëåâûõ AU -
ìîäóëåé:

0←− U∗(MSU )←−R0 f0←− R1 f1←− R2 f2←− . . .
ãäå R0 = AU 〈u0〉 � ñâîáîäíûé ìîäóëü ñ îäíîé îáðàçóþùåé â ðàçìåðíîñòè 0, Ri =
AU 〈ui, vi〉 � ñâîáîäíûé ìîäóëü ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè, deg ui = 2i, deg vi = 2i + 2,
i > 1, è fi−1(ui) = ∂ui−1, fi−1(vi) = ∆ui−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì fi−1fi = 0, ïîñêîëüêó ∂2 = ∆∂ = 0. Òî÷íîñòü â
÷ëåíå R0 � ýòî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.5. ×òîáû ïðîâåðèòü òî÷íîñòü â Ri äëÿ i > 1,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 = fi−1(aui + bvi) = (a∂ + b∆)ui−1. Òîãäà a∂ + b∆ = 0, èç ÷åãî
ñëåäóåò, ÷òî b = 0 è a∂ = 0 ïî ñëåäñòâèþ 4.4. Çíà÷èò, a ∈ AnnL∂, è ñëåäîâàòåëüíî,
a = a′∂ + b′∆ ïî òåîðåìå 4.5 á). Â èòîãå ïîëó÷àåì aui + bvi = aui = fi(a

′ui+1 + b′vi+1),
÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ôóíêòîð Homq
AU

(−, U∗(pt)) ê ðåçîëüâåíòå èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1 è
èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçìû Ω−qU = ΩU

q , ìû ïîëó÷àåì êîìïëåêñ, ãîìîëîãèè êîòîðîãî åñòü

÷ëåíû E∗,q2 ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

(5.1) 0 −→ ΩU
q

d0−→ ΩU
q−2 ⊕ΩU

q−4
d1−→ ΩU

q−4 ⊕ΩU
q−6

d2−→ . . .

Äèôôåðåíöèàëû äåéñòâóþò êàê d0(a) = (∂a,∆a) è di(a, b) = (∂a,∆a), i > 1. Çäåñü
÷åðåç ∂ è ∆ îáîçíà÷åíû óæå äåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé íà ΩU ; ýòèõ îáî-
çíà÷åíèé ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ è äàëåå.

Â ðàáîòå [22] Êîííåð è Ôëîéä ââåëè â ðàññìîòðåíèå ãðóïïû

Wq = Ker(∆ : ΩU
q → ΩU

q−4).

Òàê êàê ∂2 = ∆∂ = 0, ìû ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàë ∂ : Wk →Wk−2.

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Êîìïëåêñ (5.1) êâàçèèçîìîðôåí ñâîåìó ïîäêîìïëåêñó

0 −→Wq
∂−→Wq−2

∂−→Wq−4
∂−→ . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âêëþ÷åíèå i : Wk → ΩU
k ⊕ ΩU

k−2, w 7→ (w, 0),
äëÿ w ∈ Ker∆. Ýòî îòîáðàæåíèå öåïíûõ êîìïëåêñîâ, òàê êàê i(∂w) = (∂w, 0) =
(∂w,∆w) = d(w, 0) = di(w). Èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå â ãîìîëîãèÿõ èíúåêòèâíî,
òàê êàê èç i(w) = d(a, b) ñëåäóåò, ÷òî (w, 0) = (∂a,∆a), è çíà÷èò, w = ∂a äëÿ a ∈
Ker∆ = W∗. ×òîáû äîêàçàòü ñþðúåêòèâíîñòü, ðàññìîòðèì öèêë (a, b) ∈ ΩU

k ⊕ ΩU
k−2.

Òîãäà 0 = d(a, b) = (∂a,∆a). Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå ∆ : ΩU
k+2 → ΩU

k−2 ñþðúåêòèâíî

(îíî èìååò ïðàâîå îáðàòíîå Ψ), ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b′ ∈ ΩU
k+2 òàêîé, ÷òî ∆b′ = b.

Òîãäà a − ∂b′ ∈ Ker∆ ÿâëÿåòñÿ ∂-öèêëîì, è (a, b) − i(a − ∂b′) = (a, b) − (a − ∂b′, 0) =
(∂b′, b) = d(b′, 0), òî åñòü, i(a− ∂b′) ãîìîëîãè÷åí (a, b). �

Ïðåäëîæåíèå 5.3. Äëÿ ÷ëåíà E2 ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíî

à) E0,q
2 = Ker(∂ : Wq →Wq−2) = (Ker ∂) ∩ (Ker∆) ⊂ ΩU

q ;

á) Ep,q2 = Hq−2p(W∗, ∂) äëÿ p > 0.

â) êðàåâîé ãîìîìîðôèçì h : ΩSU
q → E0,q

2 ñîâïàäàåò ñ çàáûâàþùèì ãîìîìîðôèç-

ìîì ΩSU
q →Wq.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñêîíöåíòðèðîâàíà â ïåðâîì êâàä-
ðàíòå (ò. å., Ep,qr = 0 äëÿ p < 0 èëè q < 0), Ep,qr = 0 äëÿ íå÷¼òíûõ q èëè ïðè q < 2p,

è äèôôåðåíöèàëû dr : Ep,qr → Ep+r,q+r−1r òðèâèàëüíû äëÿ ÷¼òíûõ r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ à) è á) ïðÿìî ñëåäóþò èç ïðåäëîæåíèÿ 5.2. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà â) íàïîìíèì, ÷òî êðàåâîé ãîìîìîðôèçì

h : ΩSU
q → E0,q

2 = Homq
AU

(U∗(MSU ), ΩU )

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ýëåìåíòà α ∈ ΩSU
q , ïðåäñòàâëåííîãî îòîá-

ðàæåíèåì f : Sq → MSU è ýëåìåíòà β ∈ Up(MSU ), ïðåäñòàâëåííîãî îòîáðàæåíèåì

g : MSU → ΣpMU ýëåìåíò h(α)(β) ∈ Ωp−q
U ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé g ◦ f : Sq →

ΣpMU . Îòîæäåñòâëåíèå E0,q
2 ñ Ker(∂ : Wq → Wq−2) ñîïîñòàâëÿåò A

U -ãîìîìîðôèçìó

ϕ : U∗(MSU )→ Ω∗−qU ýëåìåíò ϕ(ι), ãäå ι ∈ U0(MSU ) � êëàññ, ïðåäñòàâëÿåìûé êàíîíè-
÷åñêèì îòîáðàæåíèåì ñïåêòðîâ MSU → MU . Òàêèì îáðàçîì, êðàåâîé ãîìîìîðôèçì
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå ΩSU

q → ΩU
q , α 7→ h(α)(ι), ÷òî åñòü â òî÷íîñòè ãîìî-

ìîðôèçì çàáûâàíèÿ, ÷òî äîêàçûâàåò â). Îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç òîãî,
÷òî êîìïëåêñ W∗ ñêîíöåíòðèðîâàí â íåîòðèöàòåëüíûõ ÷¼òíûõ ðàçìåðíîñòÿõ. �

Â ÷àñòíîñòè, d2 = 0 è E2 = E3. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòîò ÷ëåí ïðîñòî E.
Ìû èìååì E1,2 = H0(W∗, ∂) = Z2, òàê êàê W0 = ΩU

0 = Z, W2 = ΩU
2 = Z ñ

îáðàçóþùåé [CP 1], è ∂[CP 1] = 2. Ðàññìîòðèì îáðàçóþùóþ θ ∈ E1,2. Ïî ñîîáðàæåíèÿì
ðàçìåðíîñòè ýòî öèêë âñåõ äèôôåðåíöèàëîâ, òàê êàê îíà ëåæèò íà ¾ãðàíè÷íîé ëèíèè¿
q = 2p.

Ïðåäëîæåíèå 5.4. Óìíîæåíèå íà θ îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì Ep,q → Ep+1,q+2

äëÿ p > 0 è ýïèìîðôèçì E0,q → E1,q+2 ñ ÿäðîì Im ∂.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ p > 0 îòîáðàæåíèå Ep,q
·θ−→ Ep+1,q+2 åñòü ïðîñòî òîæ-

äåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Hq−2p(W∗) → Hq−2p(W∗). Äëÿ p = 0 ãîìîìîðôèçì E0,q →
E1,q+2 åñòü åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ Ker(∂ : Wq →Wq−2) íà Hq(W∗), è çíà÷èò, åãî ÿäðî
åñòü Im ∂. �

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Ep,q = θEp−1,q−2 äëÿ p > 1. Â ÷àñòíîñòè, Ek,2k = Z2 ñ îáðà-
çóþùåé θk, è çíà÷èò, åäèíñòâåííûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû íà ãðàíè÷íîé ëèíèè q = 2p
ýòî 1, θ, θ2, θ3, . . .

Ðàññìîòðèì òåïåðü E0,4 = Ker(∂ : W4 → W2). Çàìåòèì, ÷òî ∂|ΩU4 = 0, òàê êàê

åäèíñòâåííîå ÷èñëî ×æåíÿ äëÿ ìíîãîîáðàçèé èç ΩU
2 ýòî c1. Ñëåäîâàòåëüíî, E

0,4 =W4.
Êðîìå òîãî, W4

∼= Z ñ îáðàçóþùåé

K = 9[CP 1]2 − 8[CP 2]

(ýòîò êëàññ áîðäèçìîâ èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà c21 = 0 è c2 = 12). Çíà÷èò, K
ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé â E0,4 = Z.

Èìååòñÿ ïîòåíöèàëüíî íåòðèâèàëüíûé äèôôåðåíöèàë d3 : E0,4 → E3,6, ñì. ðèñ. 1.

Ïðåäëîæåíèå 5.5. Ìû èìååì d3(K) = θ3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d3(K) = 0. Ìû òàêæå èìååì di(K) = 0 äëÿ i > 3, ïî-

ñêîëüêó di(K) ∈ Ei,i+3
i ëåæèò íèæå ãðàíè÷íîé ëèíèè p = 2q. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî K

ÿâëÿåòñÿ öèêëîì âñåõ äèôôåðåíöèàëîâ, è çíà÷èò, ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò â E0,4
∞ . Òîãäà

E0,4
2 = E0,4

∞ , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êðàåâîé ãîìîìîðôèçì ΩSU
4 → E0,4

2 ñþðúåêòèâåí. Íî
ýòîò ãîìîìîðôèçì, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.3 â), ñîâïàäàåò ñ çàáûâàþùèì ãîìîìîð-
ôèçìîì ΩSU

4 → W4, êîòîðûé íå ìîæåò áûòü ñþðúåêòèâíûì, íàïðèìåð, ïîòîìó, ÷òî
td(K) = 1, òîãäà êàê ðîä Òîääà 4-ìåðíîãî SU -ìíîãîîáðàçèÿ âñåãäà ÷¼òåí (ýòî ñëåäóåò,
íàïðèìåð, èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ðîõëèíà î ñèãíàòóðå [46]). Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. �
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Ðèñ. 1. ×ëåí E2 = E3 ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Àäàìñà�
Íîâèêîâà äëÿ SU -áîðäèçìîâ.

Ïðåäëîæåíèå 5.6. Ìû èìååì Ep,q4 = 0 äëÿ p > 3 è E4 = E∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì d3-öèêë x ∈ Ep,q ñ p > 3. Ìû èìååì x = θ3y äëÿ
íåêîòîðîãî y ∈ Ep−3,q−6 è 0 = d3x = θ3d3y. Íî d3y ∈ Ep,q−4, è óìíîæåíèå íà θ3

áèåêòèâíî â ýòîé ðàçìåðíîñòè ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.4. Çíà÷èò, d3y = 0. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî x = θ3y = d3(Ky). Òî åñòü, x � ãðàíèöà, è Ep,q4 = 0 äëÿ p > 3. Ïî
ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî di = 0 äëÿ âñåõ i > 4 è E∞ = E4. �

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî áåñêîíå÷íûé ÷ëåí ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñî-
ñòîèò òîëüêî èç òð¼õ ñòîëáöîâ, è ëåãêî âèäåòü, ÷òî E1,∗

∞ = θE0,∗
∞ , E2,∗

∞ = θE1,∗
∞ . Áîëåå

òîãî, â ïåðâûõ òð¼õ ñòîëáöàõ ìû èìååì E∞ = Ker d3 ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè,

è óìíîæåíèå íà θ èíúåêòèâíî íà E1,∗
∞ . Â ÷àñòíîñòè, Ek,2k∞ = Ek,2k = Z2 ñ îáðàçóþùåé

θk äëÿ 0 6 k 6 2, è Ek,2k∞ = 0 äëÿ k > 3.
Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.6 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ôèëüòðàöèè Àäàìñà�Íîâèêîâà íà ΩSU âû-

ïîëíåíî F p,q = 0 ïðè p > 3, òî åñòü, ôèëüòðàöèÿ ñîñòîèò òîëüêî èç òð¼õ ÷ëåíîâ:

ΩSU
n = F 0,n ⊃ F 1,n+1 ⊃ F 2,n+2 = E2,n+2

∞ .

Äëÿ íå÷¼òíîãî n = 2k + 1 ìû èìååì F 0,2k+1/F 1,2k+2 = E0,2k+1
∞ = 0 è F 2,2k+3 =

E2,2k+3
∞ = 0 ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.3. Ñëåäîâàòåëüíî,

(5.2) ΩSU
2k+1 = E1,2k+2

∞ .

Äëÿ ÷¼òíîãî n = 2k ìû èìååì F 1,2k+1/F 2,2k+2 = E1,2k+1
∞ = 0, è çíà÷èò, ìû ïîëó-

÷àåì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(5.3) 0→ E2,2k+2
∞ → ΩSU

2k → E0,2k
∞ → 0.

Ïðèìåð 5.7. Â ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ ìû èìååì ñëåäóþùåå.

• ΩSU
0 = E0,0

∞ = E0,0 ∼= Z, òàê êàê E2,2
∞ = 0.

• ΩSU
1 = E1,2

∞ = E1,2 ∼= Z2 ñ îáðàçóþùåé θ.

• ΩSU
2 = E2,4

∞ ∼= Z2 ñ îáðàçóþùåé θ
2, ïîñêîëüêó 0 = E0,2 = Ker ∂ ⊂ W2 (íàïîì-

íèì, ÷òî ãðóïïà W2 ïîðîæäåíà [CP 1] è ∂[CP 2] = 2).

• ΩSU
3 = E1,4

∞ = θE0,2
∞ = 0.

• ΩSU
4 = E0,4

∞ ∼= Z ñ îáðàçóþùåé 2K. Ðàâåíñòâî ΩSU
4 = E0,4

∞ ñëåäóåò èç (5.3),

òàê êàê E2,6
∞ = θ2E0,2

∞ = 0. Îáðàçóþùåé ãðóïïû E0,4
∞ = Ker d3 ÿâëÿåòñÿ 2K,

òàê êàê d3(K) = θ3.
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• ΩSU
5 = E1,6

∞ = θE0,4
∞ = 0, òàê êàê θ · 2K = 0.

Òåîðåìà 5.8.

à) ßäðî çàáûâàþùåãî ãîìîìîðôèçìà ΩSU → ΩU ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ýëå-
ìåíòîâ êðó÷åíèÿ.

á) Êàæäûé ýëåìåíò êðó÷åíèÿ èç ΩSU èìååò ïîðÿäîê 2. Áîëåå òî÷íî,

ΩSU
2k+1 = θΩSU

2k , TorsΩSU
2k = θ2ΩSU

2k−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì ΩSU
2k+1 = E1,2k+2

∞ = θE0,2k
∞ = θΩSU

2k , òàê êàê îòîáðà-

æåíèå ΩSU
2k → E0,2k

∞ ñþðúåêòèâíî. Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ΩSU
2k+1 öåëèêîì ñîñòîèò

èç ýëåìåíòîâ 2-êðó÷åíèÿ, ÷òî äà¼ò ïóíêòû à) è á) â íå÷¼òíûõ ðàçìåðíîñòÿõ.
Â ÷¼òíûõ ðàçìåðíîñòÿõ ìû âîñïîëüçóåìñÿ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (5.3). Òàê

êàê E0,2k
∞ ⊂ E0,2k ⊂ W∗ ⊂ ΩU ñâîáîäíî îò êðó÷åíèÿ, à E2,2k+2

∞ = θ2E0,2k−2
∞ öåëèêîì

ñîñòîèò èç 2-êðó÷åíèÿ, ìû ïîëó÷àåì TorsΩSU
2k = E2,2k+2

∞ = θ2E0,2k−2
∞ = θ2ΩSU

2k−2, ÷òî
äîêàçûâàåò ïóíêò á). ×òîáû çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà à), îñòàëîñü çàìåòèòü,
÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ΩSU → ΩU , ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.3 â), ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì

ãîìîìîðôèçìà ΩSU
2k → E0,2k

∞ , êîòîðîå ðàâíî êðó÷åíèþ â ΩSU
2k ïî ïðåäûäóùåìó. �

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äà¼ò òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííóþ Êîííåðîì è
Ôëîéäîì [22], êîòîðàÿ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè âû÷èñëåíèè êðó÷åíèÿ â ΩSU .

Ëåììà 5.9. Èìååòñÿ êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Z2-ìîäóëåé

0→ ΩSU
2k−1 → H2k−2(W∗, ∂)→ ΩSU

2k−5 → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

0 // ΩSU
2k−1 = E1,2k

∞ // E1,2k
d1,2k3 // E4,2k+2

d4,2k+2
3 // E7,2k+4

0 // ΩSU
2k−5

// E1,2k−4

·θ3∼=

OO

d1,2k−4
3 // E4,2k−2

·θ3∼=

OO

Å¼ ñòðîêè òî÷íû ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.6 è (5.2). Èç êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû

ìû èìååì Im d1,2k3 = Ker d4,2k+2
3

∼= Ker d1,2k−43 = ΩSU
2k−5. Îòñþäà ïîëó÷àåì êîðîòêóþ

òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ ΩSU
2k−1 → E1,2k → ΩSU

2k−5 → 0.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî E1,2k = H2k−2(W∗, ∂). �

Çàìå÷àíèå. Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ëåììû 5.9 åñòü ïðîèçâîäíàÿ òî÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 5-÷ëåííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (0.1) èç ââåäåíèÿ.

Ãîìîëîãèè êîìïëåêñà (W∗, ∂) âû÷èñëåíû Êîííåðîì è Ôëîéäîì. Ïî ïîâîäó ñâÿçè
ýòîãî âû÷èñëåíèÿ ñî ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Àäàìñà�Íîâèêîâà ñì. [8, �5].

Òåîðåìà 5.10 ([22, òåîðåìà 11.8]). H(W∗, ∂) åñòü ïîëèíîìèàëüíàÿ àëãåáðà íàä
Z2 ñëåäóþùåãî âèäà:

H(W∗, ∂) ∼= Z2[ω2, ω4k : k > 2], degω2 = 4, degω4k = 8k.

Çàìå÷àíèå. Óìíîæåíèå â H(W∗, ∂) èíäóöèðîâàíî óìíîæåíèåì â ΩU , ñì. ðàç-
äåë 6. Îíî ñîâïàäàåò ñ óìíîæåíèåì â ÷ëåíå E2 ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Àäàìñà�Íîâèêîâà.

Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ î ñâîáîäíîé ÷àñòè è êðó÷åíèè
ãðóïï ΩSU :

Òåîðåìà 5.11.
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à) TorsΩSU
n = 0 çà èñêëþ÷åíèåì n = 8k + 1 èëè 8k + 2, êîãäà TorsΩSU

n åñòü
Z2-ìîäóëü ðàçìåðíîñòè, ðàâíîé êîëè÷åñòâó ðàçáèåíèé ÷èñëà k.

á) ΩSU
2i /Tors èçîìîðôíî îáðàçó çàáûâàþùåãî ãîìîìîðôèçìà α : ΩSU

2i → ΩU
2i, êî-

òîðûé ðàâåí Ker(∂ : W2i → W2i−2), åñëè 2i 6≡ 4 mod 8, è Im(∂ : W2i →
W2i−2), åñëè 2i ≡ 4 mod 8.

â) Ñóùåñòâóþò êëàññû SU -áîðäèçìîâ w4k ∈ ΩSU
8k , k > 1 òàêèå, ÷òî ëþáîé

ýëåìåíò êðó÷åíèÿ èç ΩSU åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
P · θ èëè P · θ2, ãäå P � ìíîãî÷ëåí îò w4k ñ êîýôôèöèåíòàìè ðàâíûìè 0
èëè 1. Ýëåìåíò w4k ∈ ΩSU

8k îïðåäåëÿåòñÿ òåì óñëîâèåì, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿ-

åò ïîëèíîìèàëüíóþ îáðàçóþùóþ ω4k â H8k(W∗, ∂) ïðè k > 2, à w4 ∈ ΩSU
8 �

ïðåäñòàâëÿåò ω2
2.

Çàìå÷àíèå. Åäèíñòâåííàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü â îïðåäåëåíèè w4k çàêëþ÷àåòñÿ â
âûáîðå ∂-öèêëà èç W8k, ïðåäñòàâëÿþùåãî ïîëèíîìèàëüíóþ îáðàçóþùóþ ω4k èëè ω

2
2

èç òåîðåìû 5.10. Êîëü ñêîðî âûáðàíû ïðåäñòàâèòåëè w4k ∈ W8k, îíè óæå îäíîçíà÷íî
ïîäíèìàþòñÿ äî w4k ∈ ΩSU

8k , òàê êàê çàáûâàþùèé ãîìîìîðôèçì α : ΩSU
8k → W8k åñòü

ìîíîìîðôèçì íà Ker ∂ â ðàçìåðíîñòè 8k, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì à) è á).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.11. Äîêàæåì ïóíêò à). Èç òåîðåìû 5.10 ñëåäóåò,
÷òî Hq−2p(W∗) = 0 êðîìå ñëó÷àåâ q−2p = 8k èëè q−2p = 8k+4. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì
ñëó÷àé íå÷¼òíîãî n. Ëåììà 5.9 äà¼ò òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ ΩSU
8k−1 → H8k−2(W∗)→ ΩSU

8k−5 → 0,

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ΩSU
8k−1 = ΩSU

8k−5 = 0. Òàêæå ìû èìååì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

0→ ΩSU
8k+1 → H8k(W∗)→ ΩSU

8k−3 → 0,

êîòîðàÿ ðàñùåïëÿåòñÿ, òàê êàê H(W∗) ÿâëÿåòñÿ Z2-ìîäóëåì. Òî åñòü, Ω
SU
8k+1⊕ΩSU

8k−3
∼=

H8k(W∗) ∼= H8k+4(W∗) ∼= ΩSU
8k+5 ⊕ ΩSU

8k+1. Ñëåäîâàòåëüíî, Ω
SU
8k−3 = ΩSU

8k+5. Òàê êàê ýòî

âåðíî äëÿ âñåõ k, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ΩSU
8k+5 = 0. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî åäèíñòâåííîé

íåòðèâèàëüíîé ãðóïïîé ΩSU
n ñ íå÷¼òíûì n îñòà¼òñÿ ΩSU

8k+1, è ëåììà 5.9 äà¼ò èçî-

ìîðôèçì ΩSU
8k+1

∼= H8k(W∗). Òåïåðü èç òåîðåìû 5.10 ñëåäóåò, ÷òî ΩSU
8k+1 � Z2-ìîäóëü

ðàçìåðíîñòè, ðàâíîé ÷èñëó ðàçáèåíèé k.
Äëÿ ÷¼òíîãî n = 2m òåîðåìà 5.8 äà¼ò TorsΩSU

2m = θΩSU
2m−1. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó

àáçàöó, ýòà ãðóïïà íåòðèâèàëüíà òîëüêî ïðè 2m = 8k+2. Óìíîæåíèå íà θ îïðåäåëÿåò
èçîìîðôèçì

ΩSU
8k+1 = E1,8k+2

∞
·θ−→ E2,8k+4

∞ = TorsΩSU
8k+2.

Ýòî äîêàçûâàåò ïóíêò à).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà á) íàïîìíèì, ÷òî TorsΩSU
q ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì çàáûâà-

þùåãî ãîìîìîðôèçìà ΩSU
q →Wq ïî òåîðåìå 5.8 à), à ñàì çàáûâàþùèé ãîìîìîðôèçì

ñîâïàäàåò ñ êðàåâûì ãîìîìîðôèçìîì h : ΩSU
q → E0,q

2 , ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.3 â).

Ñëåäîâàòåëüíî, ΩSU/Tors ∼= Imh. Êðîìå òîãî, Imh = Ker(d3 : E0,∗
3 → E3,∗+2) ïî ïðåä-

ëîæåíèþ 5.6.
Òîãäà äëÿ 2i 6= 8k, 8k + 4 ìû èìååì

d3(E
0,2i) = θ−1d3(θE

0,2i) = θ−1d3(E
1,2i+2) = 0

òàê êàê E1,2i+2 = H2i(W∗) = 0 ïî òåîðåìå 5.10. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷à-
åì, ÷òî ΩSU

2i /Tors ∼= Ker d3 = E0,2i = Ker ∂.
Äëÿ 2i = 8k çàìåòèì, ÷òî

0 = ΩSU
8k−3 = E1,8k−2

∞ = Ker d1,8k−23 ⊂ E1,8k−2.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì

(5.4) 0 = Ker(d1,8k−23 θ−2) = Ker(θ−2d3,8k+2
3 ) = Ker d3,8k+2

3 .

À çíà÷èò, Im d0,8k3 ⊂ Ker d3,8k+2
3 = 0, è ΩSU

8k /Tors ∼= Ker d0,8k3 = E0,8k = Ker ∂.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé 2i = 8k + 4. Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (5.3) äà¼ò

ΩSU
8k+2 = E0,8k+4

∞ , òàê êàê E2,8k+6
∞ ⊂ E2,8k+6 = H8k+2(W∗) = 0. Ðàññìîòðèì êîììóòà-

òèâíóþ äèàãðàììó ñ òî÷íûìè ñòðîêàìè:

0 // ΩSU
8k+4 = E0,8k+4

∞ // E0,8k+4
d0,8k+4
3 //

·θ3
��

E3,8k+6

·θ3∼=
��

0 // E3,8k+10
d3,8k+10
3 // E6,8k+12

Òî÷íîñòü íèæíåé ñòðîêè ñëåäóåò èç (5.4). Èç ýòîé äèàãðàììû ïîëó÷àåì, ÷òî

ΩSU
8k+4

∼= Ker d0,8k+4
3 = Ker(E0,8k+4 ·θ3−→ E3,8k+10) = Ker(E0,8k+4 ·θ−→ E1,8k+6) = Im ∂,

ãäå äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà ñëåäóþò èç ïðåäëîæåíèÿ 5.4. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî ïóíêòà á).

Îñòàëîñü äîêàçàòü ïóíêò â). Èñïîëüçóÿ òîëüêî ÷òî äîêàçàííûé ïóíêò á) è òåî-

ðåìó 5.8 á), ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü ãîìîìîðôèçì ΩSU
8n

·θ−→ ΩSU
8n+1 ñ ïðîåêöèåé

Ker ∂ → Ker ∂/ Im ∂ = H8n(W∗). Âîçüì¼ì òîãäà ýëåìåíò α ∈ ΩSU
8n+1 è çàïèøåì åãî,

ñîãëàñíî òåîðåìå 5.10, â âèäå ìíîãî÷ëåíà P (ω4k) îò ω4k ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Z2.
(×òîáû íå óñëîæíÿòü îáîçíà÷åíèÿ, çäåñü è äàëåå â ðàçìåðíîñòè 4 ïîäðàçóìåâàåòñÿ ω2

2

âìåñòî íåñóùåñòâóþùåãî ω4.) Âûáåðåì ïîäíÿòèÿ w4k ∈ ΩSU
8k = Ker ∂ ⊂ W4k êëàññîâ

ω4k; òîãäà a = P (w4k) îòîáðàæàåòñÿ â α. Äðóãèìè ñëîâàìè, α = P (w4k) · θ, ãäå òåïåðü
P ïîíèìàåòñÿ êàê ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè 0 è 1. Åñëè α = Q(w4k) · θ äëÿ äðó-
ãîãî òàêîãî ìíîãî÷ëåíà Q, òî P (ω4k) = Q(ω4k), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî P = Q, òàê êàê
ω4k àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Z2 è îáà ìíîãî÷ëåíà P è Q èìåþò êîýôôèöèåíòû
0 è 1. Â èòîãå, êàæäûé ýëåìåíò ΩSU

8k+1 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-

äå P · θ, ÷òî è óòâåðæäàëîñü. Äëÿ ýëåìåíòîâ èç TorsΩSU
8k+2 îñòàëîñü âñïïîëèòü, ÷òî

ΩSU
8k+1

·θ−→ TorsΩSU
8k+2 � èçîìîðôèçì. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �

6. Êîëüöî W

Òåîðåìà 5.11 á) ñâÿçûâàåò ãðóïïó ΩSU/Tors ñ ïîäãðóïïîé Ker(∂ : W → W) =
(Ker ∂) ∩ (Ker∆) â ΩU . Õîòÿ W = Ker∆ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â ΩU , ñóùåñòâóåò
óìíîæåíèå â W, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî âêëþ÷åíèå ΩSU/Tors ⊂ W ÿâëÿåòñÿ êîëüöå-
âûì ãîìîìîðôèçìîì. Ýòî ïðèâîäèò ê îïèñàíèþ êîëüöåâîé ñòðóêòóðû â ΩSU/Tors.
Ìû ðàññìîòðèì çäåñü ýòîò ïîäõîä, ñëåäóÿ [22], [54] è [50].

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé ∂ : ΩU
2n → ΩU

2n−2 è ∆ : ΩU
2n →

ΩU
2n−4, ñì. (4.2).

Êîíñòðóêöèÿ 6.1 (∂ è ∆, íàïîìèíàíèå). Ðàññìîòðèì ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå
ìíîãîîáðàçèå M = M2n ñ ôóíäàìåíòàëüíûì êëàññîì [M2n] ∈ H2n(M ;Z). Ïóñòü N =
N2n−2 � ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå, äâîéñòâåííîå ê êîãîìîëîãè÷åñêîìó
êëàññó c1(M) = c1(det TM). Òî åñòü, ìû èìååì âêëþ÷åíèå

i : N2n−2 ↪→M2n òàêîå, ÷òî i∗([N ]) = c1(M) _ [M ] â H∗(M ;Z).

Îãðàíè÷åíèå det TM íà N ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì ν(N ⊂M). Ñòàáèëüíî
êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà N îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èçîìîðôèçìà TM |N ∼= T N ⊕
ν(N ⊂M). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî c1(N) = 0, è çíà÷èò, N ÿâëÿåòñÿ SU -ìíîãîîáðàçèåì.
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Ãîìîìîðôèçì ∂ = ∆(1,0) : ΩU
2n → ΩU

2n−2 îòïðàâëÿåò êëàññ áîðäèçìîâ [M ] â
êëàññ áîðäèçìîâ [N ], äâîéñòâåííûé ê c1(M), â îïèñàííîì âûøå ñìûñëå. Ýòà îïåðà-
öèÿ êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà êëàññàõ áîðäèçìîâ, òàê êàê [N ] = εDU (cU1 (det TM)),
ãäå DU : U2(M) → U2n−2(M) � ãîìîìîðôèçì äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå�Àòüÿ è
ε : U2n−2(M)→ ΩU

2n−2 � àóãìåíòàöèÿ. Ìû èìååì ∂2 = 0, òàê êàê c1(N) = 0.

Àíàëîãè÷íî, ãîìîìîðôèçì ∆ = ∆(1,1) : ΩU
2n → ΩU

2n−4 îòîáðàæàåò êëàññ áîðäèçìîâ

[M ] â êëàññ áîðäèçìîâ ïîäìíîãîîáðàçèÿ L = L2n−4, äâîéñòâåííîãî ê det TM⊕det TM .
Òî åñòü, ìû èìååì

j : L2n−4 ↪→M2n òàêîå, ÷òî j∗([L]) = −c21(M) _ [M ] â H∗(M ;Z).

Ââåä¼ì òàêæå ãîìîìîðôèçìû ∂k = ∆(k,0) : ΩU
2n → ΩU

2n−2k, îòîáðàæàþùèå êëàññ

áîðäèçìîâ [M ] â êëàññ áîðäèçìîâ ïîäìíîãîîáðàçèÿ [P ], äâîéñòâåííîãî ê (det TM)⊕k.
Ìû èìååì [P ] = εDU (uk), ãäå u = cU1 (det TM).

Ëåììà 6.2. Ïóñòü [M ] ∈ ΩU � êëàññ áîðäèçìîâ, ó êîòîðîãî ðàâíû íóëþ âñå
÷èñëà ×æåíÿ, ñîäåðæàùèå ìíîæèòåëü ck1. Òîãäà ∂k[M ] = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì ∂k[M ] = [P ], ãäå j : P ↪→ M � òàêîå ïîäìíîãîîá-
ðàçèå, ÷òî

T P ⊕ j∗(det TM)⊕k = j∗(TM).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ck1cω[M ] = 0 äëÿ âñåõ ω. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî cω[P ] = 0.
Âû÷èñëÿÿ ïîëíûé êëàññ ×æåíÿ ðàññëîåíèÿ âûøå, ìû ïîëó÷àåì

c(P )(1 + j∗c1(M))k = j∗c(M)

èëè

c(P ) = j∗
(

c(M)

(1 + c1(M))k

)
= j∗ c̃(M),

ãäå c̃(M) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí îò êëàññîâ ×æåíÿ ìíîãîîáðàçèÿ M . Òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî ω = (i1, . . . , ip) ìû èìååì〈

cω(P ), [P ]
〉

=
〈
j∗ c̃ω(M), [P ]

〉
=
〈
c̃ω(M), ck1(M) _ [M ]

〉
=
〈
ck1 c̃ω(M), [M ]

〉
= 0. �

Ðàíåå ìû îïðåäåëèëè ãðóïïû W2n êàê

W2n = Ker(∆ : ΩU
2n → ΩU

2n−4).

Ýòè æå ãðóïïû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë è ãåî-
ìåòðè÷åñêè, êàê îïèñûâàåòñÿ íèæå. Êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ x ∈ H2(M) íàçûâàåòñÿ
ñôåðè÷åñêèì, åñëè x = f∗(u) äëÿ íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ f : M → CP 1, ãäå u = c1(η̄),
è η � òàâòîëîãè÷åñêîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä CP 1.

Òåîðåìà 6.3. Ñëåäóþùèå òðè ãðóïïû ñîâïàäàþò:

à) ãðóïïà W = Ker∆;
á) ïîäãðóïïà â ΩU , ñîñòîÿùàÿ èç òåõ êëàññîâ áîðäèçìîâ, ó êîòîðûõ ðàâíû íó-

ëþ âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ×æåíÿ, ñîäåðæàùèå ìíîæèòåëü c21;
â) ïîäãðóïïà â ΩU , ñîñòîÿùàÿ èç êëàññîâ áîðäèçìîâ, ïðåäñòàâëÿåìûõ ìíîãî-

îáðàçèåì ñî ñôåðè÷åñêèì ïåðâûì êëàññîì ×æåíÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü à) è á) áûëà äîêàçàíà â [22, (6.4)]. Ìû ïðè-
âåä¼ì áîëåå ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî íèæå. Ïî îïðåäåëåíèþ ∆[M ] = [L], ãäå j : L ↪→
M � òàêîå ïîäìíîãîîáðàçèå, ÷òî

T L⊕ j∗
(
det TM ⊕ det TM

)
= j∗(TM).

Âû÷èñëèì êëàññû ×æåíÿ:

c(L)(1 + j∗c1(M))(1− j∗c1(M)) = j∗c(M),

ci(L)− ci−2(L) · j∗c21(M) = j∗ci(M).



SU -ÁÎÐÄÈÇÌÛ 31

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ i = 1 ìû ïîëó÷àåì c1(L) = j∗c1(M), òàê ÷òî ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü
ôîðìóëó âûøå â âèäå

(ci − c21ci−2)(L) = j∗ci(M).

Äëÿ ðàçáèåíèÿ ω = (i1, . . . , ip) è ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà ×æåíÿ cω = ci1 · · · cip ìû
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà:〈

(ci1 − c21ci1−2) · · · (cip − c21cip−2)(L), [L]
〉

=
〈
j∗cω(M), [L]

〉
=
〈
−c21cω(M), [M ]

〉
Òåïåðü, åñëè ∆[M ] = [L] = 0, òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà âûøå ðàâíà íóëþ, è ìû
ïîëó÷àåì èç ïðàâîé ÷àñòè, ÷òî êàæäîå ÷èñëî ×æåíÿ ìíîãîîáðàçèÿ M , ñîäåðæàùåå
ìíîæèòåëü c21, ðàâíî íóëþ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîòèâîïîëîæíîé èìïëèêàöèè ïðåäïîëîæèì, ÷òî −c21cω[M ] =
0 äëÿ âñåõ ω. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî cω[L] = 0. Ýòî äåëàåòñÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 6.2.

Ýêâèâàëåíòíîñòü à) è â) äîêàçàíà â [50, Chapter VIII]. �

Ñëåäñòâèå 6.4. Åñëè [M ] ∈ W, òî ∂k[M ] = 0 äëÿ âñåõ k > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 6.3, èç [M ] ∈ W ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ÷èñëî ×æå-
íÿ ìíîãîîáðàçèÿ M , ñîäåðæàùåå â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ c21, ðàâíî íóëþ. Íî òîãäà òåì
áîëåå ðàâíî íóëþ êàæäîå ÷èñëî ×æåíÿ, ñîäåðæàùåå ìíîæèòåëåì ck1 äëÿ k > 2. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïî ëåììå 6.2, ∂k[M ] = 0. �

Çàìå÷àíèå. Äëÿ îïåðàöèè ∂ = ∂1, àíàëîã ýêâèâàëåíòíîñòè à) è á) èç òåîðåìû 6.3
íå èìååò ìåñòà. Òî÷íåå, ñîãëàñíî ëåììå 6.2, ãðóïïà Ker ∂ ñîäåðæèò ïîäãðóïïó â ΩU ,
ñîñòîÿùóþ èç êëàññîâ áîðäèçìîâ, ó êîòîðûõ ðàâíû íóëþ âñå ÷èñëà ×æåíÿ, ñîäåðæà-
ùèå c1. Íî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå íåâåðíî. Íàïðèìåð, êàæäûé ýëåìåíò èç ΩU

4 ëåæèò
â Ker ∂, íî c21[CP 2] 6= 0. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïîäãðóïïà â ΩU , ñîñòîÿùàÿ èç êëàñ-
ñîâ áîðäèçìîâ, ó êîòîðûõ ðàâíû íóëþ âñå ÷èñëà ×æåíÿ, ñîäåðæàùèå c1, ñîâïàäàåò ñ
ïåðåñå÷åíèåì Ker ∂ ∩Ker∆.

Èç ëþáîãî îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû W2n ñëåäóåò, ÷òî èìåþòñÿ çàáûâàþùèå ãîìîìîð-
ôèçìû ΩSU

2n → W2n → ΩU
2n, è êîððåêòíî îïðåäåëåíî îãðàíè÷åíèå ãðàíè÷íîãî ãîìî-

ìîðôèçìà ∂ : W2n →W2n−2.

Ëåììà 6.5. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ W âûïîëíåíî

∂(a · b) = a · ∂b+ ∂a · b− [CP 1] · ∂a · ∂b,
∆(a · b) = −2∂a · ∂b,

ãäå a · b îáîçíà÷àåò óìíîæåíèå â ΩU .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a = [M2m] è b = [N2n] äëÿ íåêîòîðûõ ñòàáèëüíî êîì-
ïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé. Òîãäà êëàññ ∂(a · b) ∈ ΩU

2m+2n−2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîá-
ðàçèåì X ⊂M ×N , äâîéñòâåííûì ê c1(M ×N) = x+y, ãäå x = p∗1c1(M), y = p∗2c1(M)
è p1 : M ×N → M , p2 : M ×N → N � ïðîåêöèè. Ïóñòü u, v ∈ U2(M ×N) � ãåîìåò-
ðè÷åñêèå êîáîðäèçìû, ñîîòâåòñòâóþùèå x, y (ñì. êîíñòðóêöèþ 1.6). Òîãäà ìû èìååì

∂(a · b) = [X] = εDU (u+H v).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

u+H v = FU (u, v) = u+ v +
∑

k>1, l>1

αkl u
kvl.

×òîáû îïèñàòü ∂(a ·b) = [X], ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà εDU . Ìû èìå-
åì εDU (u) = ∂a · b (â êà÷åñòâå ïîäìíîãîîáðàçèÿ, äâîéñòâåííîãî ê p∗1c1(M) â M × N ,
ìîæåò áûòü âçÿòî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ, äâîéñòâåííîãî ê c1(M) â
M , è N). Àíàëîãè÷íî, εDU (v) = a · ∂b è εDU (uv) = ∂a · ∂b. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî
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εDU (ukvl) = 0 ïðè k > 2 èëè l > 2. Äåéñòâèòåëüíî, êëàññ áîðäèçìîâ εDU (ukvl) ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì, äâîéñòâåííûì âM×N ê p∗1(det TM)⊕k⊕p∗2(det T N)⊕l.
Ýòîò êëàññ åñòü ∂ka · ∂lb. Íî òàê êàê a, b ∈ W, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 6.4 ìû ïîëó÷àåì,
÷òî ëèáî ∂ka = 0, ëèáî ∂lb = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò ïåðâîå ðàâåíñòâî ëåììû, åñëè çàìåòèòü, ÷òî α11 = −[CP 1] (ñì.,
íàïðèìåð [15, òåîðåìà E.2.3]).

×òî êàñàåòñÿ âòîðîãî ðàâåíñòâà, êëàññ ∆(a·b) ∈ ΩU
2m+2n−4 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîäìíî-

ãîîáðàçèåì L ⊂M ×N , äâîéñòâåííûì ê −c21(M ×N) = (x+ y)(−x− y). Àíàëîãè÷íî
ðàññóæäåíèÿì âûøå ïîëó÷àåì

∆(a · b) = [L] = εDU

(
FU (u, v)FU (u, v)

)
= εDU (−2uv) = −2∂a · ∂b. �

Ïðÿìàÿ ñóììà W =
⊕

i>0W2i íå ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â ΩU : ìû èìååì [CP 1] ∈
W2, íî c

2
1[CP 1 × CP 1] = 8 6= 0, è çíà÷èò, [CP 1]× [CP 1] /∈ W4.

Êîëüöåâàÿ ñòðóêòóðà âW áóäåò îïðåäåëåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîåêòîðà ρ : ΩU →
ΩU , êîòîðûé îïèñàí íèæå. Íàïîìíèì, ÷òî â êîíñòðóêöèè 4.2 áûëà îïðåäåëåíà îïåðà-
öèÿ Ψ : ΩU

2n → ΩU
2n+4, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðàâîé îáðàòíîé ê ∆.

Ïðåäëîæåíèå 6.6. Ãîìîìîðôèçì ρ = id−Ψ∆ : ΩU → ΩU ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì,
äëÿ êîòîðîãî Im ρ =W, Ker ρ = Ψ(ΩU ) è ∂ρ = ρ∂ = ∂.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå ∆Ψ = id èç ëåììû 4.3 âëå÷¼ò, ÷òî (id−Ψ∆)2 =
id−Ψ∆, òî åñòü, ρ� ïðîåêòîð. Èç ýòîãî æå ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî∆ρ = 0, òî åñòü,
Im ρ ⊂ Ker∆ = W. Âêëþ÷åíèå æå Im ρ ⊃ Ker∆ î÷åâèäíî. Ðàâåíñòâî Ker ρ = ImΨ
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Íàêîíåö, ∂(id−Ψ∆) = ∂ − ∂Ψ∆ = ∂ òàê êàê ∂Ψ = 0, è
(id−Ψ∆)∂ = ∂ − Ψ∆∂ = ∂ òàê êàê ∆∂ = 0. �

Ñëåäñòâèå 6.7. rankW2n = rankΩU
2n − rankΩU

2n−4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ΩU = Ker ρ⊕Im ρ.
Ìû èìååì (Im ρ)2n = W2n è (Ker ρ)2n = Ψ(ΩU

2n−4)
∼= ΩU

2n−4, ïîñêîëüêó Ψ èíúåêòèâíî
(îíî èìååò ëåâîå îáðàòíîå ∆). �

Èñïîëüçóÿ ïðîåêòîð ρ = id−Ψ∆, îïðåäåëèì ñêðó÷åííîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ
a, b ∈ W êàê

a ∗ b = ρ(a · b),
ãäå · îáîçíà÷àåò óìíîæåíèå â ΩU . Ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ýòîãî óìíîæåíèÿ äà¼òñÿ
ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 6.8. Ìû èìååì

a ∗ b = a · b+ 2[V 4] · ∂a · ∂b,
ãäå V 4 � ìíîãîîáðàçèå CP 2 ñî ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé T CP 2 ⊕ R2 ∼=
η̄ ⊕ η̄ ⊕ η.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî Ψ∆(a · b) = −2[V 4] · ∂a · ∂b. Ïî
ëåììå 6.5, ∆(a · b) = −2∂a · ∂b. Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè 4.2, Ψ [M ]
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì CP (det TM ⊕ C2) ñî ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîé ñòðóê-
òóðîé p∗TM ⊕ (η̄ ⊗ p∗det TM) ⊕ η̄ ⊕ η. Â íàøåì ñëó÷àå [M ] = −2∂a · ∂b, è çíà÷èò,
ðàññëîåíèå det TM òðèâèàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êëàññ áîðäèçìîâ
Ψ∆(a · b) = Ψ [M ] ïðåäñòàâëÿåòñÿ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ
íàä M , ñëîé êîòîðîãî � CP 2 ñî ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé η̄ ⊕ η̄ ⊕ η. Ýòîò
êëàññ áîðäèçìîâ åñòü â òî÷íîñòè ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå [V 4] · [M ] = −2[V 4] · ∂a · ∂b, ÷òî
è òðåáîâàëîñü. �

Çàìå÷àíèå. Ìû ìîæåì òàêæå âçÿòü V 4 = CP 1 × CP 1 − CP 2 ñî ñòàíäàðòíîé
êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, òàê êàê ýòî ìíîãîîáðàçèå áîðäàíòíî òîìó, ÷òî îïèñàíî â
ïðåäëîæåíèè 6.8.



SU -ÁÎÐÄÈÇÌÛ 33

Òåîðåìà 6.9. Ïðÿìàÿ ñóììà W =
⊕

i>0W2i ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì êîììó-
òèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîëæíû òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî óìíîæåíèå ∗ àññîöèàòèâ-
íî. Ýòî ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû èç ïðåäëîæåíèÿ 6.8. �

Ïðîåêòîð ρ = id−Ψ∆ áûë îïðåäåë¼í Êîííåðîì è Ôëîéäîì â [22, (8.4)] è èñïîëüçî-
âàëñÿ Íîâèêîâûì [40, Çàìå÷àíèå 5.3]. Ñòîíã [50, Chapter VIII] ââ¼ë äðóãîé ïðîåêòîð
π : ΩU → ΩU ñ îáðàçîì W, îïðåäåëÿåìûé ãåîìåòðè÷åñêè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçü-
ì¼ì [M ] ∈ ΩU . Òîãäà π[M ] � êëàññ áîðäèçìîâ [N ] ïîäìíîãîîáðàçèÿ N ⊂ CP 1 ×M ,
äâîéñòâåííîãî ê η̄ ⊗ det TM . Èç ýòîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò,
÷òî c1(π[M ]) ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì êëàññîì; òàêèì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé à) è â) â òåîðåìå 6.3.

Èñïîëüçóÿ ïðîåêòîð Ñòîíãà π : ΩU →W (ïîä íàçâàíèåì ¾ïðîåêòîð òèïà Êîííåðà�
Ôëîéäà¿), Áóõøòàáåðîì [11] áûëà îïðåäåëåíà êîìïëåêñíî-îðèåíòèðîâàííàÿ òåîðèÿ
êîãîìîëîãèé ñ êîëüöîì êîýôôèöèåíòîâ W è èçó÷åíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìàëüíàÿ
ãðóïïà. Îáùàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðîåêòîðîâ òèïà Êîííåðà�Ôëîéäà áûëà ðàç-
âèòà â ðàáîòå [10] è ïðèìåíåíà ê çàäà÷å î êëàññèôèêàöèè ñòàáèëüíûõ àññîöèàòèâíûõ
óìíîæåíèé â êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìàõ.

Îáà ïðîåêòîðà ρ è π èìåþò îäèíàêîâûé îáðàç W è ñîâïàäàþò íà ýëåìåíòàõ âèäà
a · b äëÿ a, b ∈ W. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè îïðåäåëÿþò îäèíàêîâîå óìíîæåíèå â W. Òåì
íå ìåíåå, ïðîåêòîðû ρ è π ðàçëè÷àþòñÿ, òàê êàê èìåþò ðàçíûå ÿäðà. Äåéñòâèòåëü-
íî, ðàññìîòðèì [M6] = Ψ [CP 1]. Òîãäà ρ[M6] = 0, òàê êàê [M6] ∈ ImΨ = Ker ρ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, π[M6] 6= 0, òàê êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî c31[M

6] = −2, c3[M
6] = 2

è c3(π[M6]) = (−c31 + c3)[M
6] = 4 6= 0. Êðîìå òîãî, íàïðèìåð, c3(ρ[CP 3]) = 68, à

c3(π[CP 3]) = −60.
Íàïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå 1.5 êëàññ áîðäèçìîâ [M2i] ∈ ΩU

2i ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå
ïîëèíîìèàëüíîé îáðàçóþùåé êîëüöà ΩU , òîëüêî åñëè si[M

2i] = ±mi, ãäå ÷èñëà mi

îïðåäåëåíû â (1.4). Àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå äëÿ êîëüöàW äà¼òñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 6.10. W ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì êîëüöîì ñ îáðàçóþùèìè â êàæäîé
ïîëîæèòåëüíîé ÷¼òíîé ðàçìåðíîñòè çà èñêëþ÷åíèåì 4:

W ∼= Z[x1, xi : i > 3], x1 = [CP 1], deg xi = 2i.

Ïîëèíîìèàëüíûå îáðàçóþùèå xi âûäåëÿþòñÿ óñëîâèåì si(xi) = ±mimi−1 äëÿ i > 3.
Ãðàíè÷íûé îïåðàòîð ∂ : W →W, ∂2 = 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

(6.1) ∂(a ∗ b) = a ∗ ∂b+ ∂a ∗ b− x1 ∗ ∂a ∗ ∂b,

è ïîëèíîìèàëüíûå îáðàçóþùèå W ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî

∂x1 = 2, ∂x2i = x2i−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû íà÷í¼ì ñ ïðîâåðêè ðàâåíñòâà (6.1):

∂(a ∗ b) = ∂ρ(ab) = ∂(ab) = a∂b+ b∂a− [CP 1]∂a∂b = a ∗ ∂b+ b ∗ ∂a− [CP 1] ∗ ∂a ∗ ∂b.

Çäåñü âòîðîå ðàâåíñòâî ñîäåðæèòñÿ â ïðåäëîæåíèè 6.6, òðåòüå � â ëåììå 6.5, à ïîñëåä-
íåå òàêæå ñëåäóåò èç ëåììû 6.5, òàê êàê èç ðàâåíñòâà ∆(ab) = −2∂a∂b äëÿ a, b ∈ W
âûòåêàåò, ÷òî ab ëåæèò â W, è ñëåäîâàòåëüíî, a ∗ b = ab, åñëè a ∈ Im ∂ èëè b ∈ Im ∂.

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ
âW ÷åðåç a∗b òîëüêî åñëè îíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðîèçâåäåíèÿ â ΩU ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç a · b èëè ïðîñòî ab.
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Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ìû íà÷í¼ì ñ îïðåäå-
ëåíèÿ êëàññîâ áîðäèçìîâ bi ∈ W2i äëÿ âñåõ i > 1, êðîìå i = 2. Ïîëîæèì

bi =


[CP 1], åñëè i = 1,

π[CP 2p × CP 2p+1q], åñëè i = 2p(2q + 1), p > 1, q > 1,

π[CP 2p × CP 2p ], åñëè i = 2p+1, p > 1,

∂ bi+1, åñëè i íå÷¼òíî è i > 3,

ãäå π : ΩU →W � ïðîåêòîð Ñòîíãà, îïðåäåë¼ííûé âûøå. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

(6.2)

si(bi) = 1 mod 2, åñëè i 6= 2k − 1, i 6= 2k,

si(bi) = 2 mod 4, åñëè i = 2k − 1,

si(bi) = 2 mod 4, åñëè i = 2p+1,

s(2p,2p)(b2p+1) = 1 mod 2.

Ðàññìîòðèì âêëþ÷åíèå ι : W ⊗ Z2 → ΩU ⊗ Z2. Èç ôîðìóëû äëÿ óìíîæåíèÿ â W èç
ïðåäëîæåíèÿ 6.8 ñëåäóåò, ÷òî ι ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì ãîìîìîðôèçìîì. Èç ñîîòíîøå-
íèé (6.2) âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëèíîìèàëüíûå îáðàçóþùèå ai êîëüöà
ΩU ⊗ Z2

∼= Z2[ai : i > 1], ÷òî ι(bi) = ai äëÿ i 6= 2p+1 è ι(b2p+1) = (a2p)
2 + · · · , ãäå

· · · îáîçíà÷àåò ðàçëîæèìûå ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèÿì ñòðîãî ìåíüøèì
(2p, 2p) â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû ι(bi) àëãåáðàè-
÷åñêè íåçàâèñèìû â ïîëèíîìèàëüíîì êîëüöå ΩU ⊗ Z2

∼= Z2[ai : i > 1]. Ñëåäîâàòåëüíî,
W ⊗ Z2 ñîäåðæèò ïîëèíîìèàëüíîå ïîäêîëüöî Z2[b1, bi : i > 3]. Èç ñðàâíåíèÿ ðàíãîâ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñëåäñòâèÿ 6.7 ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

W ⊗ Z2
∼= Z2[b1, bi : i > 3].

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî si(bi) ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîêðàòíûì ÷èñëó mimi−1 äëÿ i > 3, òî åñòü,

(6.3) si(bi) = (2qi + 1)mimi−1, i > 3.

Äëÿ ÷¼òíûõ i ýòî ñëåäóåò èç (6.2) è òîãî ôàêòà, ÷òî si(bi) äåëèòñÿ íà mi, ñì. òåî-
ðåìó 1.5 á). Äëÿ íå÷¼òíûõ i ìû èìååì bi = ∂bi+1, òàê ÷òî bi ïðåäñòàâëÿåòñÿ SU -
ìíîãîîáðàçèåì, è (6.3) ñëåäóåò èç (6.2) è ïðåäëîæåíèÿ 2.2.

Ïî òåîðåìå 2.1, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû yi ∈ ΩSU
2i , i > 2, òàêèå, ÷òî

(6.4) si(yi) = 2kimimi−1, ki > 0.

Íàéä¼ì òåïåðü äëÿ öåëûõ ÷èñåë qi èç (6.3) è ki èç (6.4) òàêèå öåëûå βi è γi, ÷òî

βi2
ki+1 + γi(2qi + 1) = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå γi îáÿçàòåëüíî íå÷¼òíî, òî åñòü γi = 2αi + 1 äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî αi.
Ïîëîæèì x1 = [CP 1] è

x′i = (2αi + 1)bi + 2βiyi, i > 3.

Òîãäà èç âûøåñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî si(x
′
i) = mimi−1. Èñêîìûå ýëåìåíòû xi ïîëó-

÷àþòñÿ èç x′i ñëåäóþùåé ìîäèôèêàöèåé:

x2i−1 = x′2i−1, x2i = x′2i − x1
(
(α2i − α2i−1)b2i−1 − β2i−1y2i−1

)
.

Òîãäà ìû ïî-ïðåæíåìó èìååì

si(xi) = mimi−1

òàê êàê ýëåìåíòû xi − x′i ðàçëîæèìû. Íîâûå ýëåìåíòû x2i âñ¼ åù¼ ëåæàò â W; äëÿ
ïðîâåðêè èñïîëüçóåì âòîðîå ðàâåíñòâî èç ëåììû 6.5:

∆x2i = ∆x′2i + 2∂x1∂
(
(α2i − α2i−1)b2i−1 − β2i−1y2i−1

)
= 0,

ïîñêîëüêó x′2i ∈ W = Ker∆, ∂b2i−1 = ∂2b2i = 0 è ∂y2i−1 = 0, òàê êàê y2i−1 ∈ ΩSU .
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×òîáû ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî ∂x2i = x2i−1, èñïîëüçóåì ïåðâîå ðàâåíñòâî èç ëåì-
ìû 6.5:

∂x2i = ∂x′2i − ∂x1 ·
(
(α2i − α2i−1)b2i−1 − β2i−1y2i−1

)
= (2α2i + 1)∂b2i

− 2
(
(α2i − α2i−1)b2i−1 − β2i−1y2i−1

)
= (2α2i−1 + 1)b2i−1 + 2β2i−1y2i−1 = x2i−1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì

ϕ : R = Z[x1, xi : i > 3]→W,

îòïðàâëÿþùèé ïîëèíîìèàëüíóþ îáðàçóþùóþ xi â ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò èç W,
îïðåäåë¼ííûé âûøå. Çàìåòèì, ÷òî ϕ⊗ Z2 îòïðàâëÿåò xi â bi ïî ìîäóëþ ðàçëîæèìûõ
ýëåìåíòîâ. Êàê ìû âèäåëè, W ⊗ Z2

∼= Z2[b1, bi : i > 3], îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ ⊗ Z2 �
èçîìîðôèçì. Òàê êàê R è W ñîñòîÿò èç ñâîáîäíûõ ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà â êàæ-
äîé ðàçìåðíîñòè, ϕ � èíúåêòèâåí, è ϕ(Rn) ⊂ Wn ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé êîíå÷íîãî
íå÷¼òíîãî èíäåêñà â êàæäîé ðàçìåðíîñòè.

Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî ϕ : R → W ñòàíîâèòñÿ ñþðúåêòèâíûì ïîñëå òåíçîðíîãî
óìíîæåíèÿ íà Z[12 ]. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ϕ � èçîìîðôèçì.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ W ìû èìååì

∂(x1 ∗ α) = ∂x1 · α+ x1 · ∂α− x1 · ∂x1 · ∂α = 2α− x1∂α.

Çíà÷èò, α = 1
2∂(x1 ∗ α) + 1

2x1∂α â W ⊗ Z[12 ]. Ñëåäîâàòåëüíî, W ⊗ Z[12 ] ïîðîæä¼í 1 è

x1 êàê ìîäóëü íàä ΩSU ⊗ Z[12 ] ⊂ W ⊗ Z[12 ] (çàìåòèì, ÷òî ΩSU ⊗ Z[12 ] � ïîäêîëüöî â

W ⊗ Z[12 ], ñîãëàñíî ôîðìóëå èç ïðåäëîæåíèÿ 6.8). Áîëåå òîãî, ýòîò ìîäóëü ñâîáîäåí,

òàê êàê èç 0 = a + x1b, a, b ∈ ΩSU ⊗ Z[12 ] ñëåäóåò, ÷òî 0 = ∂(a + x1b) = ∂x1 · b = 2b, è
ñëåäîâàòåëüíî, b = 0 è a = 0. Òî åñòü,

W ⊗ Z[12 ] = ΩSU ⊗ Z[12 ]〈1, x1〉.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèå ýëåìåíòû èç ϕ(R) ⊂ W:

(6.5)

y2 = 2x1 ∗ x1 = ∂(x1 ∗ x1 ∗ x1),
y2i = ∂(x1 ∗ x2i) = 2x2i − x1x2i−1, i > 2,

y2i−1 = x2i−1 = ∂(x2i), i > 2.

Íà ñàìîì äåëå ýòè ýëåìåíòû ñîäåðæàòñÿ â ΩSU , òàê êàê ëåæàò â Im ∂. Êðîìå òîãî,

(6.6)

s2(y2) = 2s2(x1 · x1 + 8[V 4]) = −16s2(CP 2) = −48 = −8m2m1,

s2i(y2i) = 2s2i(x2i) = 2m2im2i−1, i > 2,

s2i−1(y2i−1) = s2i−1(x2i−1) = m2i−1m2i−2, i > 2,

è ñëåäîâàòåëüíî, yi ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè îáðàçóþùèìè êîëüöà ΩSU ⊗ Z[12 ] ïî

òåîðåìå 2.1. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî W ⊗ Z[12 ] = ΩSU ⊗ Z[12 ]〈1, x1〉 ⊂ ϕ
(
R ⊗ Z[12 ]

)
. Òî

åñòü, ϕ⊗ Z[12 ] ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

7. Êîëüöåâàÿ ñòðóêòóðà ΩSU

Çàáûâàþùèé ãîìîìîðôèçì α : ΩSU → W ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö; ýòî
ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 6.8, òàê êàê ∂α(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ ΩSU . Ñëåäîâàòåëüíî,
êîëüöî ΩSU/Tors îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ íåêîòîðûì ïîäêîëüöîì â W.

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 6.10 ñëåäóåò, ÷òî

(7.1) W ⊗ Z[12 ] ∼= Z[12 ][x1, x2k−1, 2x2k − x1x2k−1 : k > 2],

ãäå x21 = x1 ∗ x1, x2k−1 è 2x2k − x1x2k−1 äëÿ k > 2 ÿâëÿþòñÿ ∂-öèêëàìè.
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Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà n > 3 îáîçíà÷èì

(7.2) g(n) =


2mn−1mn−2, åñëè n > 3 íå÷¼òíî;

mn−1mn−2, åñëè n > 3 ÷¼òíî;

−48, åñëè n = 3.

Ýòè ÷èñëà ïðèñóòñòâóþò â ôîðìóëàõ (6.6). Íàïðèìåð, g(4) = 6, g(5) = 20. Äëÿ n > 3
÷èñëî g(n) ìîæåò ïðèíèìàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: 1, 2, 4, p, 2p, 4p, ãäå p � íå÷¼òíîå
ïðîñòîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 7.1. Ñóùåñòâóþò íåðàçëîæèìûå ýëåìåíòû yi ∈ ΩSU
2i , i > 2, ñ ìèíè-

ìàëüíûìè s-÷èñëàìè si(yi) = g(i + 1). Ãîìîìîðôèçì çàáûâàíèÿ α : ΩSU → W îòîá-
ðàæàåò ýòè ýëåìåíòû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y2 7→ 2x21, y2k−1 7→ x2k−1, y2k 7→ 2x2k − x1x2k−1, k > 2,

ãäå xi � ïîëèíîìèàëüíûå îáðàçóþùèå êîëüöà W. Â ÷àñòíîñòè, êîëüöî ΩSU ⊗Z[12 ] ∼=
Z[12 ][yi : i > 2] âêëàäûâàåòñÿ â (7.1) â êà÷åñòâå ïîëèíîìèàëüíîãî ïîäêîëüöà, ïîðîæ-

ä¼ííîãî ýëåìåíòàìè x21, x2k−1 è 2x2k − x1x2k−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòû yi ∈ ΩSU
2i óæå áûëè îïðåäåëåíû â (6.5), è èõ s-

÷èñëà äàþòñÿ ôîðìóëàìè (6.6). Ìû äîëæíû òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî s-÷èñëî ýëåìåíòà
yi ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ èç ΩSU

2i .
Äëÿ y2k−1 ÷èñëî m2k−1m2k−2 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì âîçìîæíûì ñðåäè âñåõ ýëå-

ìåíòîâ èç W4k−2 ïî òåîðåìå 6.10, è ñëåäîâàòåëüíî, îíî òàêæå ìèíèìàëüíî è äëÿ
ýëåìåíòîâ èç ΩSU

4k−2 ⊂ W4k−2. (Çàìåòèì, ÷òî ðàçëîæèìîñòü â W îòíîñèòåëüíî óìíî-

æåíèÿ ∗ ðàâíîñèëüíà ðàçëîæèìîñòè â ΩU â ðàçìåðíîñòÿõ > 4; ýòî ñëåäóåò èç ïðåä-
ëîæåíèÿ 6.8.)

Äëÿ y2 = 2x21 ìû èìååì ΩSU
4 = Im ∂ = Z〈y2〉, ãäå y2 = 2K â îáîçíà÷åíèÿõ ïðèìå-

ðà 5.7.
Ðàññìîòðèì òåïåðü y2k äëÿ k > 2. Ìû èìååì s2k(y2k) = 2m2km2k−1. Âîçüì¼ì ëþáîé

ýëåìåíò a ∈ ΩSU
4k ⊂ (Ker ∂)4k. Èç (7.1) ñëåäóåò, ÷òî Ker(∂ : W →W) ñîñòîèò èç òàêèõ

Z[12 ]-ìíîãî÷ëåíîâ îò x21, x2i−1, 2x2i − x1x2i−1, êîòîðûå èìåþò öåëûå êîýôôèöèåíòû
êàê ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ xi. Çàïèøåì

a = λ(2x2k − x1x2k−1) + b,

ãäå λ ∈ Z[12 ] è b � ðàçëîæèìûé ýëåìåíò èç Z[12 ][x21, x2i−1, 2x2i − x1x2i−1]. Òîãäà b íå
ñîäåðæèò ñëàãàåìîãî x1x2k−1, è ñëåäîâàòåëüíî, λ ∈ Z. Çíà÷èò, s2k(a) = 2λs2k(x2k) =
λ · 2m2km2k−1, è 2m2km2k−1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì âîçìîæíûì s-÷èñëîì â ΩSU

4k . �

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 5.8 à) îáðàç çàáûâàþùåãî ãîìîìîðôèçìà
α : ΩSU → W èçîìîðôåí ΩSU/Tors. Ïî òåîðåìå 5.11 á), ΩSU

2i /Tors èçîìîðôíî
Ker(∂ : W → W) äëÿ 2i 6≡ 4 mod 8 è èçîìîðôíî Im(∂ : W → W) äëÿ 2i ≡ 4 mod 8.
Êîìáèíèðóÿ ýòî ñ òåîðåìîé 7.1, ìû ïîëó÷àåì îïèñàíèå ΩSU/Tors êàê ïîäêîëüöà âW.
Íàêîíåö, ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñòðóêòóðà â êðó÷åíèè îïèñûâàåòñÿ òåîðåìîé 5.11 â).
Ñîáèðàÿ âñþ ýòó èíôîðìàöèþ âìåñòå, ìû, â ïðèíöèïå, ïîëó÷àåì ïîëíîå îïèñàíèå
êîëüöà ΩSU . Îäíàêî, êàê çàìå÷åíî ó Ñòîíãà â êîíöå ãëàâû X â [50], âíóòðåííåå ñòðî-
åíèå ýòîãî êîëüöà ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíî. Íàïðèìåð, â ðàçìåðíîñòÿõ 6 10 ìû èìååì
ñëåäóþùèå íåòðèâèàëüíûå ãðàäóèðîâàííûå êîìïîíåíòû êîëüöà ΩSU , îïèñàííûå â
òåðìèíàõ ýëåìåíòîâ xi è yi èç òåîðåìû 7.1:

ΩSU
0 = Z, ΩSU

1 = Z2〈θ〉, ΩSU
2 = Z2〈θ2〉,

ΩSU
4 = Z〈y2〉, y2 = 2x21, ΩSU

6 = Z〈y3〉, y3 = x3, ΩSU
8 = Z〈14y

2
2, y4〉, y4 = 2x4 − x1x3,

ΩSU
9 = Z2〈θx41〉, ΩSU

10 = Z〈12y2y3, y5〉 ⊕ Z2〈θ2x41〉, y5 = x5.
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Ìû èìååì

y2 = 2x21 = 2
(
9[CP 1]× [CP 1]− 8[CP 2]

)
êàê êëàññû U -áîðäèçìîâ. Â ðàçìåðíîñòè 8 ìû èìååì

1
4y

2
2 = x41 =

(
9[CP 1]× [CP 1]− 8[CP 2]

)
×
(
9[CP 1]× [CP 1]− 8[CP 2]

)
êàê êëàññû U -áîðäèçìîâ, òàê êàê x21 = 9[CP 1]×[CP 1]−8[CP 2] ÿâëÿåòñÿ ∂-öèêëîì. Êðî-
ìå òîãî, ýëåìåíò 1

4y
2
2 = x41 ìîæåò áûòü òàêæå âûáðàí â êà÷åñòâå w4 â òåîðåìå 5.11 â).

Ìû âèäèì, ÷òî 8 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ðàçìåðíîñòüþ, â êîòîðîé ΩSU/Tors îòëè÷àåòñÿ îò
êîëüöà ïîëèíîìîâ, òàê êàê êâàäðàò 4-ìåðíîé îáðàçóþùåé y2 äåëèòñÿ íà 4. Êðîìå
òîãî, ïðîèçâåäåíèå 4- è 6- ìåðíûõ îáðàçóþùèõ äåëèòñÿ íà 2.

×àñòü II. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâèòåëè

8. Òîðè÷åñêèå è êâàçèòîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î òîðè÷åñêèõ è êâàçèòîðè÷å-
ñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ñòàíäàðòíûìè èñòî÷íèêàìè ïî òîðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ
îáçîð Äàíèëîâà [24], à òàêæå ìîíîãðàôèè Îäû [42], Ôóëòîíà [26] è Êîêñà, Ëèòòëà
è Øåíêà [23]. Äàëüíåéøèå ñâåäåíèÿ î êâàçèòîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ìîæíî íàéòè
â [15, Ãëàâà 6].

Òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîå êîìïëåêñíîå àëãåáðàè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå V , ñîäåðæàùåå àëãåáðàè÷åñêèé òîð (C×)n â êà÷åñòâå îòêðûòîãî ïî Çà-
ðèññêîìó ìíîæåñòâà òàê, ÷òî åñòåñòâåííîå äåéñòâèå (C×)n íà ñåáå ïðîäîëæàåòñÿ äî
äåéñòâèÿ íà âñåì V .

Â òîðè÷åñêîé ãåîìåòðèè èìååòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññà-
ìè èçîìîðôèçìà êîìïëåêñíûõ n-ìåðíûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé è ðàöèîíàëüíûìè
âååðàìè â Rn. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè

êîíóñà ←→ àôôèííûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ

ïîëíûå âååðà ←→ ïîëíûå (êîìïàêòíûå) òîðè÷åñêèå

ìíîãîîáðàçèÿ

íîðìàëüíûå âååðà ìíîãîãðàííèêîâ←→ ïðîåêòèâíûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ

íåîñîáûå âååðà ←→ íåîñîáûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ

ñèìïëèöèàëüíûå âååðà ←→ òîðè÷åñêèå îðáèîáðàçèÿ

Âååðîì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð Σ = {σ1, . . . , σs} ñòðîãî âûïóêëûõ êîíóñîâ σi
â Rn òàêîé, ÷òî âñÿêàÿ ãðàíü êîíóñà èç Σ ñàìà ïðèíàäëåæèò Σ, è ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ
äâóõ êîíóñîâ èç Σ ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ êàæäîãî èç íèõ. Âååð ðàöèîíàëåí (ïî îòíîøåíèþ
ê ñòàíäàðòíîé öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå Zn ⊂ Rn), åñëè êàæäûé åãî êîíóñ ïîðîæäåí
ðàöèîíàëüíûìè (èëè öåëî÷èñëåííûìè) âåêòîðàìè. Â ÷àñòíîñòè, êàæäûé îäíîìåðíûé
êîíóñ ðàöèîíàëüíîãî âååðà Σ ïîðîæäåí ïðèìèòèâíûì âåêòîðîì a i ∈ Zn. Âååð Σ íà-
çûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì, åñëè êàæäûé åãî êîíóñ σj ïîðîæäåí ÷àñòüþ áàçèñà Rn
(òàêîé êîíóñ òàêæå íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì). Âååð Σ íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñ-
ëè êàæäûé åãî êîíóñ σj ïîðîæäåí ÷àñòüþ áàçèñà ðåøåòêè Zn. Âååð Σ íàçûâàåòñÿ
ïîëíûì, åñëè îáúåäèíåíèå åãî êîíóñîâ ñîâïàäàåò ñî âñåì Rn.

Îñîáåííî âàæíû äëÿ íàñ ïðîåêòèâíûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðîåêòèâíîå òî-
ðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå V îïðåäåëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûì ìíîãîãðàííèêîì, òî åñòü, âû-
ïóêëûì n-ìåðíûì ìíîãîãðàííèêîì P ñ âåðøèíàìè â Zn. Íîðìàëüíûì âååðîì ΣP

íàçûâàåòñÿ âååð, n-ìåðíûå êîíóñà êîòîðîãî σv ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì v ìíîãîãðàí-
íèêà P , è σv ïîðîæäåí íàïðàâëåííûìè âíóòðü ìíîãîãðàííèêà ïðèìèòèâíûìè âåê-
òîðàìè íîðìàëåé ê ãèïåðãðàíÿì P , ñõîäÿùèìñÿ â âåðøèíå v. Âååð ΣP îïðåäåëÿåò
ïðîåêòèâíîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå VP . Ðàçëè÷íûå öåëî÷èñëåííûå ìíîãîãðàííèêè
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ñ îäèíàêîâûìè íîðìàëüíûìè âååðàìè çàäàþò ðàçíûå ïðîåêòèâíûå âëîæåíèÿ îäíîãî
è òîãî æå òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ìíîãîãðàííèê P íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì èëè äåëüçàíòîâûì, åñëè åãî íîðìàëüíûé
âååð ΣP íåîñîáûé. Íåîñîáûå ïðîåêòèâíûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñîîòâåòñòâóþò
íåîñîáûì öåëî÷èñëåííûì ìíîãîãðàííèêàì. Çàìåòèì, ÷òî íåîñîáûé n-ìåðíûé ìíîãî-
ãðàííèê P îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, ò. å., â êàæäîé âåðøèíå v ìíîãîãðàííèêà
P ñõîäÿòñÿ â òî÷íîñòè n ãèïåðãðàíåé.

Íåïðèâîäèìûå òîð-èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû íà V ñóòü àëãåáðàè÷åñêèå òîðè÷åñêèå
ïîäìíîãîîáðàçèÿ â V êîìïëåêñíîé êîðàçìåðíîñòè 1, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìåðíûì
êîíóñàì âååðà Σ. Êîãäà V ïðîåêòèâíî, îíè òàêæå îòâå÷àþò ãèïåðãðàíÿì ìíîãîãðàí-
íèêà P . Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èìååòñÿ m îäíîìåðíûõ êîíóñîâ (èëè ãè-
ïåðãðàíåé) è îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðèìèòèâíûå âåêòîðû ÷åðåç a1, . . . ,am,
à ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîðàçìåðíîñòè 1 (íåïðèâîäèìûå äèâèçîðû) ÷å-
ðåç D1, . . . , Dm.

Òåîðåìà 8.1 (Äàíèëîâ�Þðêåâè÷). Ïóñòü V � íåîñîáîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå
êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè n ñ ïîëíûì íåîñîáûì âååðîì Σ. Òîãäà êîëüöî êîãîìîëîãèé
H∗(V ;Z) ïîðîæäåíî äâóìåðíûìè êëàññàìè vi, äâîéñòâåííûìè ê èíâàðèàíòíûì ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿì Di, è èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

H∗(V ;Z) ∼= Z[v1, . . . , vm]/I, deg vi = 2,

ãäå I � èäåàë, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàìè ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ:

à) vi1 · · · vik òàêèå, ÷òî ai1 , . . . ,aik íå ïîðîæäàþò êîíóñà èç Σ;

á)
m∑
i=1

〈ai, x〉vi, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ Zn.

Èìååòñÿ àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå êîëüöà êîãîìîëîãèé ïîëíîãî òîðè÷åñêîãî îðáèîá-
ðàçèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè â Q.

Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü öåëî÷èñëåííóþ n×m-ìàòðèöó

(8.1) Λ =

a11 · · · a1m
...

. . .
...

an1 · · · anm


ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû a i, çàïèñàííûå â ñòàíäàðòíîì áàçèñå Zn. Òîãäà
èäåàë â ïóíêòå á) òåîðåìû 8.1 ïîðîæäåí n ëèíåéíûìè ôîðìàìè aj1v1 + . . .+ ajmvm,
ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòðîêàì ìàòðèöû Λ.

Äàëåå ïîä òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü íåîñîáîå ïîëíîå
(êîìïàêòíîå) òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.

Òåîðåìà 8.2. Äëÿ òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ V èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé èçî-
ìîðôèçì êîìïëåêñíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé:

T V ⊕ Cm−n ∼= ρ1 ⊕ . . .⊕ ρm,

ãäå T V îáîçíà÷àåò êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå, Cm−n åñòü òðèâèàëüíîå (m−n)-ìåðíîå
ðàññëîåíèå, à ρi � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äèâèçîðó Di, ïðè÷åì
c1(ρi) = vi. Â ÷àñòíîñòè, ïîëíûé êëàññ ×æåíÿ ìíîãîîáðàçèÿ V çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

c(V ) = (1 + v1) · · · (1 + vm).

Ïðèìåð 8.3. Êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CPn ÿâëÿåòñÿ òîðè÷åñêèì
ìíîîáðàçèåì. Êîíóñà ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó âååðà ïîðîæäåíû ñîáñòâåííûìè ïîäìíî-
æåñòâàìè ìíîæåñòâà èç m = n + 1 âåêòîðîâ e1, . . . , en,−e1 − . . . − en, ãäå e i ∈ Zn
åñòü i-é âåêòîð ñòàíäàðòíîãî áàçèñà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì íîðìàëüíûé âååð
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öåëî÷èñëåííîãî ñèìïëåêñà ∆n ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ 0 è e1, . . . , en. Ìàòðèöà (8.1)
çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì 1 0 0 −1

0
. . . 0

...
0 0 1 −1


Òåîðåìà 8.1 îïèñûâàåò êîãîìîëîãèè CPn êàê

H∗(CPn) ∼= Z[v1, . . . , vn+1]/(v1 · · · vn+1, v1 − vn+1, . . . , vn − vn+1) ∼= Z[v]/(vn+1),

ãäå çà v ìîæíî ïðèíÿòü ëþáîé èç âåêòîðîâ vi. Òåîðåìà 8.2 ïðèâîäèò íàñ ê ñòàíäàðò-
íîìó ðàçëîæåíèþ

T CPn ⊕ C ∼= η̄ ⊕ . . .⊕ η̄ (n+ 1 ñëàãàåìîå),

ãäå η = O(−1) � òàâòîëîãè÷åñêîå (õîïôîâñêîå) ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä CPn, à
η̄ = O(1) åñòü åãî ñîïðÿæåííîå, èëè ðàññëîåíèå ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ CPn−1 ⊂ CPn.

Ïðèìåð 8.4. Êîìïëåêñíàÿ ïðîåêòèâèçàöèÿ ñóììû ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íàä ïðî-
åêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Ýòîò ïðèìåð áóäåò
èñïîëüçîâàí íàìè â íåñêîëüêèõ ïîñëåäóþùèõ êîíñòðóêöèÿõ.

Ïóñòü çàäàíû äâà ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëà n1, n2 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ
÷èñåë (i1, . . . , in2). Ðàññìîòðèì ïðîåêòèâèçàöèþ V = CP (η⊗i1⊕ . . .⊕η⊗in2 ⊕C), ãäå η⊗i

îáîçíà÷àåò i-þ òåíçîðíóþ ñòåïåíü ðàññëîåíèÿ η íàä CPn1 , êîãäà i > 0, è i-þ òåíçîð-
íóþ ñòåïåíü ñîïðÿæåííîãî ðàññëîåíèÿ η̄, èíà÷å. Ìíîãîîáðàçèå V ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíûì
ïðîñòðàíñòâîì ðàññëîåíèÿ íàä CPn1 ñî ñëîåì CPn2 . Îíî òàêæå áóäåò ïðîåêòèâíûì
òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöåé (8.1) âèäà

n1︷ ︸︸ ︷
1 0 0 −1

0
. . . 0

... 0
0 0 1 −1

i1 1 0 0 −1

0
... 0

. . . 0
...

in2 0 0 1 −1︸ ︷︷ ︸
n2


Çäåñü ìíîãîãðàííèê P êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòåí ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ñèìïëåêñîâ
∆n1 ×∆n2 . Òåîðåìà 8.1 îïèñûâàåò êîãîìîëîãèè V êàê

H∗(V ) ∼= Z[v1, . . . , vn1+1, vn1+2, . . . , vn1+n2+2]/I,

ãäå èäåàë I ïîðîæäåí ýëåìåíòàìè

v1 · · · vn1+1, vn1+2 · · · vn1+n2+2, v1 − vn1+1, . . . , vn1 − vn1+1,

i1vn1+1 + vn1+2 − vn1+n2+2, . . . , in2vn1+1 + vn1+n2+1 − vn1+n2+2.

Äðóãèìè ñëîâàìè,

(8.2) H∗(V ) ∼= Z[u, v]
/(
un1+1, v(v − i1u) · · · (v − in2u)

)
,

ãäå u = v1 = . . . = vn1+1 è v = vn1+n2+2. Òåîðåìà 8.2 äàåò

(8.3) c(V ) = (1 + u)n1+1(1 + v − i1u) · · · (1 + v − in2u)(1 + v).

Åñëè i1 = . . . = in2 = 0, òî ìû ïîëó÷àåì V = CPn1 × CPn2 .
Òà æå èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü èçâëå÷åíà èç ñëåäóþùåãî õîðîøî èçâåñòíîãî îïè-

ñàíèÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ è êîëüöà êîãîìîëîãèé êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâèçàöèè.
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Òåîðåìà 8.5 (Áîðåëü, Õèðöåáðóõ [7, �15]). Ïóñòü p : CP (ξ)→ X åñòü ïðîåêòè-
âèçàöèÿ êîìïëåêñíîãî n-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàä êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì X, è
ïóñòü γ îáîçíà÷àåò òàâòîëîãè÷åñêîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä CP (ξ). Òîãäà èìååòñÿ
èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé

T CP (ξ)⊕ C ∼= p∗TX ⊕ (γ̄ ⊗ p∗ξ).

Áîëåå òîãî, êîëüöî öåëî÷èñëåííûõ êîãîìîëîãèé CP (ξ) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðêîëüöîì êîëü-
öà ìíîãî÷ëåíîâ H∗(X)[v] ñ îäíîé îáðàçóþùåé v = c1(γ̄) è êîýôôèöèåíòàìè â H∗(X)
ïî åäèíñòâåííîìó ñîîòíîøåíèþ

(8.4) vn + c1(ξ)v
n−1 + . . .+ cn(ξ) = 0.

Ñîîòíîøåíèå, ïðèâåäåííîå âûøå, ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî cn(γ̄ ⊗ p∗ξ) = 0.
Îáðàùàÿñü ê ïðèìåðó 8.4, ìû èìååì ðàññëîåíèå ξ = η⊗i1 ⊕ . . . ⊕ η⊗in2 ⊕ C íàä

X = CPn1 . Èìååì H∗(X) = Z[u]/(un1+1), ãäå u = c1(η̄), òàê ÷òî (8.4) ïðèíèìàåò
âèä v(v − i1u) · · · (v − in2u) = 0, à êîëüöî H∗(CP (ξ)), çàäàâàåìîå òåîðåìîé 8.5, åñòü â
òî÷íîñòè (8.2). Äàëåå, ïîëíûé êëàññ ×æåíÿ ðàññëîåíèÿ p∗TX⊕(γ̄⊗p∗ξ) îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå (8.3).

Ïðîñòðàíñòâî îðáèò ïðîåêòèâíîãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ VP ïî äåéñòâèþ êîì-
ïàêòíîãî òîðà Tn ⊂ (C×)n ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ìíîãîãðàííèêîì P . Äýâèñ è ßíóøêèå-
âè÷ [25] ââåëè ñëåäóþùåå òîïîëîãè÷åñêîå ïîíÿòèå, îáîáùàþùåå ïðîåêòèâíûå òîðè÷å-
ñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Êâàçèòîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì íàä ïðîñòûì n-ìåðíûì ìíîãîãðàííèêîì P íà-
çûâàåòñÿ ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèåM ðàçìåðíîñòè 2n ñ ëîêàëüíî ñòàíäàðòíûì äåéñòâèåì
òîðà Tn è íåïðåðûâíîé ïðîåêöèåé π : M → P , ñëîÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ Tn-îðáèòû.
(Äåéñòâèå Tn íàM2n íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñòàíäàðòíûì, åñëè êàæäàÿ òî÷êà x ∈M2n

ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé Tn-èíâàðèàíòíîé îêðåñòíîñòè, ýêâèâàðèàíòíî ãîìåîìîðôíîé
îòêðûòîìó ïîäìíîæåñòâó â Cn ñî ñòàíäàðòíûì ïîêîîðäèíàòíûì äåéñòâèåì òîðà Tn,
ïîäêðó÷åííûì íà àâòîìîðôèçì òîðà.) Ïðîñòðàíñòâî îðáèò ëîêàëüíî ñòàíäàðòíîãî
äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ óãëàìè. Ïðîñòðàíñòâî îðáèò M/Tn êâàçèòîðè÷å-
ñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ãîìåîìîðôíî, êàê ìíîãîîáðàçèå ñ óãëàìè, ìíîãîãðàííèêó P .

Íå âñÿêèé ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê ìîæåò áûòü ïðîñòðàíñòâîì îðáèò íåêîòîðîãî
êâàçèòîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Òåì íå ìåíåå, êâàçèòîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñîñòàâ-
ëÿþò íàìíîãî áîëåå øèðîêîå ñåìåéñòâî ìíîãîáðàçèé, ÷åì ïðîåêòèâíûå òîðè÷åñêèå
ìíîãîîáðàçèÿ, à òàêæå îáëàäàþò ãîðàçäî áîëüøåé ãèáêîñòüþ, íåîáõîäèìîé â òîïîëî-
ãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F1, . . . , Fm ãèïåðãðàíè ìíîãîãðàííèêà P , òîãäà êàæäîå Mi =
π−1(Fi) ÿâëÿåòñÿ êâàçèòîðè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â M êîðàçìåðíîñòè 2, íàçûâàå-
ìûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Mi ⊂ M � àíàëîãè èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ Di íà òîðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè V .
Êàæäîå Mi íåïîäâèæíî ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé çàìêíóòîé îäíîìåðíîé ïîäãðóïïû
(îêðóæíîñòè) Ti ⊂ Tn è ïîòîìó îòâå÷àåò ïðèìèòèâíîìó âåêòîðó λi ∈ Zn, îïðåäåë¼í-
íîìó ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà. Âûáîð íàïðàâëåíèÿ λi ðàâíîñèëåí âûáîðó îðèåíòàöèè
íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ν(Mi ⊂ M) èëè, ýêâèâàëåíòíî, âûáîðó îðèåíòàöèè ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ Mi, åñëè ñàìî M îðèåíòèðîâàíî. Ïîëèîðèåíòàöèÿ êâàçèòîðè÷åñêîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ M ñîñòîèò èç âûáîðà îðèåíòàöèè M , à òàêæå âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ïîäìíîãîîáðàçèé Mi, 1 6 i 6 m.

Âåêòîðû λi èãðàþò ðîëü îáðàçóþùèõ a i îäíîìåðíûõ êîíóñîâ âååðà, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî òîðè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ V (èëè íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ ê ãèïåðãðàíÿì P ,
êîãäà V ïðîåêòèâíî). Îäíàêî âåêòîðû λi íåîáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ íîðìàëÿìè ê ãè-
ïåðãðàíÿì ìíîãîãðàííèêà P â îáùåì ñëó÷àå.

Èìååòñÿ àíàëîã òåîðåìû 8.1 äëÿ êâàçèòîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé:
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Òåîðåìà 8.6. Ïóñòü M � ïîëèîðèåíòèðîâàííîå êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè 2n íàä ìíîãîãðàííèêîì P . Êîëüöî êîãîìîëîãèé H∗(M ;Z) ïîðîæäåíî
äâóìåðíûìè êëàññàìè vi, äâîéñòâåííûìè ê îðèåíòèðîâàííûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ïîäìíîãîîáðàçèÿì Mi, è çàäàåòñÿ èçîìîðôèçìîì

H∗(M ;Z) ∼= Z[v1, . . . , vm]/I, deg vi = 2,

ãäå I � èäåàë, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàìè ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ:

à) vi1 · · · vik òàêèå, ÷òî Fi1 ∩ . . . ∩ Fik = ∅ â P ;

á)
m∑
i=1

〈λi, x〉vi, äëÿ âñåõ x ∈ Zn.

Ïî àíàëîãèè ñ (8.1), ìû ðàññìàòðèâàåì öåëî÷èñëåííóþ n×m-ìàòðèöó

(8.5) Λ =

λ11 · · · λ1m
...

. . .
...

λn1 · · · λnm


ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðà λi, çàïèñàííûå â ñòàíäàðòíîì áàçèñå Zn. Çàìå-
íà áàçèñà ðåøåòêè ïðèâîäèò ê óìíîæåíèþ ìàòðèöû Λ ñëåâà íà ìàòðèöó èç GL (n,Z).
Èäåàë â ïóíêòå á) òåîðåìû 8.6 ïîðîæäåí n ëèíåéíûìè ôîðìàìè λj1v1 + . . . +
λjmvm, îòâå÷àþùèìè ñòðîêàì ìàòðèöû Λ. Êðîìå òîãî, ìàòðèöà Λ îáëàäàåò ñâîéñòâîì
det(λi1 , . . . , λin) = ±1, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ãèïåðãðàíè Fi1 , . . . , Fin ïåðåñåêàþòñÿ â
âåðøèíå ìíîãîãðàííèêà P .

Èìååò ìåñòî òàêæå è àíàëîã òåîðåìû 8.2:

Òåîðåìà 8.7. Äëÿ êâàçèòîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ðàçìåðíîñòè 2n èìååòñÿ
èçîìîðôèçì âåùåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé:

(8.6) TM ⊕ R2(m−n) ∼= ρ1 ⊕ . . .⊕ ρm,
ãäå ρi åñòü âåùåñòâåííîå 2-ìåðíîå ðàññëîåíèå, îòâå÷àþùåå îðèåíòàöèè õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ Mi ⊂M , ïðè÷åì ρi|Mi = ν(Mi ⊂M).

Áóõøòàáåð è Ðýé [18] ââåëè ñåìåéñòâî ïðîåêòèâíûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
{B(n1, n2)}, êîòîðûå ìóëüòèïëèêàòèâíî ïîðîæäàþò êîëüöî óíèòàðíûõ áîðäèçìîâ ΩU .
Äåòàëè ýòîé êîíñòðóêöèè ìîæíî íàéòè â [15, �9.1]. Äàëåå ìû îïèøåì äðóãîå ñåìåé-
ñòâî òîðè÷åñêèõ îáðàçóþùèõ äëÿ ΩU .

Êîíñòðóêöèÿ 8.8. Ïóñòü çàäàíû äâà ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëà n1, n2. Îïðå-
äåëèì ìíîãîîáðàçèå L(n1, n2) êàê ïðîåêòèâèçàöèþ CP (η ⊕ Cn2), ãäå η � òàâòîëî-
ãè÷åñêîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä CPn1 . Ìíîãîîáðàçèå L(n1, n2) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ìíîãîîáðàçèé, ðàññìîòðåííûõ â ïðèìåðå 8.4, è çíà÷èò, ýòî ïðîåêòèâíîå òî-
ðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ìàòðèöà (8.1) èìååò âèä

(8.7)



n1︷ ︸︸ ︷
1 0 0 −1

0
. . . 0

... 0
0 0 1 −1

1 1 0 0 −1

0 0 0
. . . 0

...
0 0 0 1 −1︸ ︷︷ ︸

n2


Êîëüöî êîãîìîëîãèé äàåòñÿ ôîðìóëîé

(8.8) H∗
(
L(n1, n2)

) ∼= Z[u, v]
/(
un1+1, vn2+1 − uvn2

)
,
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ãäå un1vn2〈L(n1, n2)〉 = 1. Èìååòñÿ èçîìîðôèçì êîìïëåêñíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé

(8.9) T L(n1, n2)⊕ C2 ∼= p∗η̄ ⊕ . . .⊕ p∗η̄︸ ︷︷ ︸
n1+1

⊕(γ̄ ⊗ p∗η)⊕ γ̄ ⊕ . . .⊕ γ̄︸ ︷︷ ︸
n2

,

ãäå γ îáîçíà÷àåò òàâòîëîãè÷åñêîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä L(n1, n2) = CP (η ⊕ Cn2).
Ïîëíûé êëàññ ×æåíÿ ðàâåí

(8.10) c
(
L(n1, n2)

)
= (1 + u)n1+1(1 + v − u)(1 + v)n2 ,

ãäå u = c1(p
∗η̄) è v = c1(γ̄). Ïîëîæèì òàêæå L(n1, 0) = CPn1 è L(0, n2) = CPn2 ,

ðàâåíñòâà (8.8)�(8.10) ïî-ïðåæíåìó áóäóò âåðíû.

Òåîðåìà 8.9 ([31, Òåîðåìà 3.8]). Êëàññû áîðäèçìîâ [L(n1, n2)] ∈ ΩU
2(n1+n2)

ìóëü-

òèïëèêàòèâíî ïîðîæäàþò êîëüöî óíèòàðíûõ áîðäèçìîâ ΩU .

Òåîðåìà 8.9 âëå÷åò, ÷òî âñÿêèé êëàññ óíèòàðíûõ áîðäèçìîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåñâÿç-
íûì îáúåäèíåíèåì ïðîèçâåäåíèé ïðîåêòèâíûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ïðîèçâåäå-
íèå ïðîåêòèâíûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì òîðè÷åñêèì
ìíîãîîáðàçèåì, à íåñâÿçíûå îáúåäèíåíèÿ � íåò, ïîñêîëüêó òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ
ñâÿçíû. Â òåîðèè áîðäèçìîâ íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà ñâÿçíóþ
ñóììó, ïðåäñòàâëÿþùóþ òîò æå êëàññ áîðäèçìîâ. Îäíàêî, ñâÿçíàÿ ñóììà íå ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé, è ñâÿçíàÿ ñóììà äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ðåä-
êî îñòàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Òàêîå ïîëîæåíèå ìîæåò áûòü èñïðàâëåíî
ïóòåì ïåðåõîäà ê êâàçèòîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèÿì, êàê áóäåò îáúÿñíåíî íèæå. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ïîëèîðèåíòèðîâàííîå êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå èìååò âïîëíå êîí-
êðåòíóþ ñòàáèëüíî êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó, çàäàâàåìóþ ñ ïîìîùüþ èçîìîðôèçìà èç
òåîðåìû 8.7. Ìû ìîæåì áðàòü ýêâèâàðèàíòíûå ñâÿçíûå ñóììû êâàçèòîðè÷åñêèõ ìíî-
ãîîáðàçèé, êàê îáúÿñíÿåòñÿ â ðàáîòå Äýâèñà è ßíóøêèåâè÷à [25], íî ïîëó÷àþùàÿñÿ
òàêèì ïóòåì èíâàðèàíòíàÿ ñòàáèëüíî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íå ïðåäñòàâëÿåò ñóì-
ìó êëàññîâ áîðäèçìîâ èñõîäíûõ ìíîãîîáðàçèé. Çäåñü íåîáõîäèìà äðóãàÿ êîíñòðóêöèÿ
ñâÿçíîé ñóììû, êðàòêî îïèñàííàÿ íèæå. Äåòàëè ýòîé êîíñòðóêöèè ìîæíî íàéòè â [16]
è [15, �9.1].

Êîíñòðóêöèÿ 8.10. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê äâóì ïîëèîðèåíòèðîâàííûì
2n-ìåðíûì êâàçèòîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèÿì M è M ′ íàä n-ìåðíûìè ìíîãîãðàííèêà-
ìè P è P ′, ñîîòâåòñòâåííî. Ñâÿçíàÿ ñóììà áåðåòñÿ â íåïîäâèæíûõ òî÷êàõM èM ′, îò-
âå÷àþùèõ âåðøèíàì v ∈ P è v′ ∈ P ′. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì
ïåðâûõ n ãèïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà P , òî åñòü, v = F1∩· · ·∩Fn, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà (8.5) äëÿ M íàõîäèòñÿ â ïðèâåäåííîé ôîðìå, òî åñòü,

Λ = (I | Λ?) =

1 0 0 λ1,n+1 . . . λ1,m

0
. . . 0

...
. . .

...
0 0 1 λn,n+1 . . . λn,m


ãäå I îáîçíàåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, à Λ? åñòü íåêîòîðàÿ n × (m − n)-ìàòðèöà. Òå æå
ïðåäïîëîæåíèÿ äåëàþòñÿ îòíîñèòåëüíî M ′, P ′, v′ è Λ′.

Ñëåäóþùèé øàã çàâèñèò îò çíàêîâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ω(v) è ω(v′). Çíàê âåð-
øèíû v îïðåäåëÿåòñÿ ïîëèîðèåíòàöèåé; îí ðàâåí +1, êîãäà îðèåíòàöèÿ TvM , èí-
äóöèðîâàííàÿ ãëîáàëüíîé îðèåíòàöèåé M , ñîâïàäàåò ñ îðèåíòàöèåé, ïðèõîäÿùåé èç
ρ1 ⊕ . . .⊕ ρn|v, è ðàâåí −1, èíà÷å.

Åñëè ω(v) = −ω(v′), òî ìû áåðåì ñâÿçíóþ ñóììó M # M ′ â v è v′. Ïîëó÷èòñÿ
êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàä P#P ′ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöåé (Λ? | I | Λ′?).

Åñëè ω(v) = ω(v′), òî íàì ïîíàäîáèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ñâÿçíîå ñëàãàåìîå. Ðàñ-
ñìîòðèì êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå S = S2 × . . . × S2 íàä n-ìåðíûì êóáîì In,
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ãäå êàæäîå S2 ÿâëÿåòñÿ êâàçèòîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì íàä îòðåçêîì I ñ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöåé (1 1). Îíî ïðåäñòàâëÿåò íóëü â ΩU è ìîæåò áûòü îòîæ-
äåñòâëåíî ñ CP 1 ñî ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, çàäàâàåìîé èçîìîðôèçìîì
T CP 1⊕R2 ∼= η̄⊕η. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà äëÿ S èìååò âèä (I | I). Ðàññìîòðèì
òåïåðü ñâÿçíóþ ñóììóM#S#M ′. Ýòî êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàä P #In#P ′

ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöåé (Λ? | I | I | Λ′?).
Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ, ïîëó÷àåìîå ïîëèîðèåíòèðîâàííîå êâàçèòîðè÷åñêîå

ìíîãîîáðàçèå M #M ′ èëè M #S#M ′ ñ êàíîíè÷åñêîé ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîé ñòðóê-
òóðîé ïðåäñòàâëÿåò ñóììó êëàññîâ áîðäèçìà [M ] + [M ′] ∈ ΩU

2n.

Ïðèìåíÿÿ ïðèâåä¼ííóþ âûøå êîíñòðóêöèþ ê ëþáîìó èç äâóõ ìíîæåñòâ òîðè÷å-
ñêèõ îáðàçóþùèõ {B(n1, n2)} èëè {L(n1, n2)} êîëüöà ΩU , ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò.

Òåîðåìà 8.11 ([16]). Â ðàçìåðíîñòÿõ > 2 âñÿêèé êëàññ óíèòàðíûõ áîðäèçìîâ ñî-
äåðæèò êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, îáÿçàòåëüíî ñâÿçíîå, ñòàáèëüíî êîìïëåêñ-
íàÿ ñòðóêòóðà íà êîòîðîì èíäóöèðóåòñÿ ïîëèîðèåíòàöèåé, è ïîòîìó ñîãëàñîâàíà
ñ äåéñòâèåì òîðà.

9. Êâàçèòîðè÷åñêèå SU-ìíîãîîáðàçèÿ

Ïîëèîðèåíòèðîâàííûå êâàçèòîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ SU ñòðóêòóðîé â ñòàáèëü-
íîì êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî
êðèòåðèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 9.1 ([17]). Ïîëèîðèåíòèðîâàííîå êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå
M èìååò c1(M) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
ϕ : Zn → Z òàêàÿ, ÷òî ϕ(λi) = 1 ïðè i = 1, . . . ,m. Çäåñü λi îáîçíà÷àþò ñòîëáöû
ìàòðèöû (8.5).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè íåêîòîðûå n âåêòîðîâ èç λ1, . . . , λm îáðàçóþò ñòàíäàðòíûé
áàçèñ e1, . . . , en, òî M ÿâëÿåòñÿ SU -ìíîãîîáðàçèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóììû ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû Λ âñå ðàâíû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 8.7, c1(M) = v1 + . . . + vm. Ïî òåîðåìå 8.6, v1 +
. . .+vm ðàâíî íóëþ â H2(M) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v1+ . . .+vm =

∑
i ϕ(λi)vi äëÿ

íåêîòîðîé ëèíåéíîé ôóíêöèè ϕ : Zn → Z, îòêóäà è ñëåäóåò íàøå óòâåðæäåíèå. �

Ïðåäëîæåíèå 9.2. Òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå V íå ìîæåò áûòü SU -ìíîãîîá-
ðàçèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ϕ(λi) = 1 äëÿ âñåõ i, òî âåêòîðû λi ëåæàò â ïîëîæèòåëü-
íîì ïîëóïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé ôóíêöèè ϕ, è ïîýòîìó îíè íå ìîãóò
ïîðîæäàòü ïîëíûé âååð. �

Ñëåäóþùèé áîëåå òîíêèé ðåçóëüòàò òàêæå èñêëþ÷àåò ìàëîìåðíûå êâàçèòîðè÷å-
ñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Òåîðåìà 9.3 ([17, òåîðåìà 6.13]). Êâàçèòîðè÷åñêîå SU -ìíîãîîáðàçèå M2n ïðåä-
ñòàâëÿåò 0 â ΩU

2n ïðè n < 5.

Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî ðîä Êðè÷åâåðà ϕK : ΩU → RK (ñì. [15, �E.5]) îáðàùàåòñÿ â
íóëü íà êâàçèòîðè÷åñêèõ SU -ìíîãîîáðàçèÿõ, îäíàêî ϕK ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â
ðàçìåðíîñòÿõ < 10.

Ïåðâûå ïðèìåðû êâàçèòîðè÷åñêèõ SU -ìíîãîîáðàçèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ íåíóëåâûå
êëàññû áîðäèçìîâ â ΩU

2n äëÿ âñåõ n > 5, êðîìå n = 6, áûëè ïîñòðîåíû â [32]. Äàëåå, â
ðàáîòå [31] áûëè ïîñòðîåíû äâà ñåìåéñòâà SU -ìíîãîîáðàçèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ íåíó-
ëåâûå êëàññû áîðäèçìà â ΩU

2n (à ïîòîìó è â Ω
SU
2n ) äëÿ âñåõ n > 5, âêëþ÷àÿ n = 6. Ýòè

ñåìåéñòâà îïðåäåëÿþòñÿ íèæå. Îíè áóäóò èñïîëüçîâàíû íàìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ïðåäñòàâèòåëåé ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îáðàçóþùèõ â êîëüöå SU -áîðäèçìîâ.
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Êîíñòðóêöèÿ 9.4. Ïóñòü n1 = 2k1 ïîëîæèòåëüíîå ÷åòíîå ÷èñëî, à n2 = 2k2 + 1
ïîëîæèòåëüíîå íå÷åòíîå ÷èñëî. Ìû èçìåíèì ñòàáèëüíî êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó (8.9)
íà ñëåäóþùóþ:

T L(n1, n2)⊕ R4 ∼=
∼= p∗η̄ ⊕ p∗η ⊕ . . .⊕ p∗η̄ ⊕ p∗η︸ ︷︷ ︸

2k1

⊕p∗η̄ ⊕ (γ̄ ⊗ p∗η)⊕ γ̄ ⊕ γ ⊕ . . .⊕ γ̄ ⊕ γ︸ ︷︷ ︸
2k2

⊕γ

è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ÷åðåç L̃(n1, n2). Åãî
êîëüöî êîãîìîëîãèé çàäàåòñÿ òîé æå ôîðìóëîé (8.8), îäíàêî

(9.1) c
(
L̃(n1, n2)

)
= (1− u2)k1(1 + u)(1 + v − u)(1− v2)k2(1− v),

è ïîýòîìó L̃(n1, n2) ÿâëÿåòñÿ SU -ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè 2(n1+n2) = 4(k1+k2)+2.
Ðàññìàòðèâàÿ L(n1, n2) êàê êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ïîëèîðèåíòàöèåé,

âîçíèêàþùåé èç êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû, ìû âèäèì, ÷òî çàìåíà ëèíåéíîãî ðàññëîå-
íèÿ ρi èç (8.6) íà åãî ñîïðÿæåííîå ïðèâîäèò ê çàìåíå λi íà −λi â (8.5). Ïðèìåíÿÿ
ýòó îïåðàöèþ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîëáöàì â (8.7), à çàòåì óìíîæàÿ ñëåâà íà ïîä-

õîäÿùóþ ìàòðèöó èç GL (n,Z), ìû ïîëó÷èì, ÷òî L̃(n1, n2) åñòü ïîëèîðèåíòèðîâàííîå
êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàä ∆n1 ×∆n2 ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöåé

n1=2k1︷ ︸︸ ︷
1 0 0 · · · 0 1
0 1 0 · · · 0 −1
...

. . .
. . .

. . .
...

... 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 −1

1 1 0 · · · 0 1
0 1 · · · 0 −1

0
...

. . .
. . . 0

...
0 0 0 1 1︸ ︷︷ ︸

n2=2k2+1


Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñóììû ïî ñòîëáöàì â ýòîé ìàòðèöå ðàâíû 1.

Êîíñòðóêöèÿ 9.5. Ïðåäûäóùàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîæåò áûòü èòåðèðîâàíà ñ ïîìî-
ùüþ ïåðåõîäà ê ïðîåêòèâèçàöèÿì ñóìì ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íàä L(n1, n2). Íàì ïî-
íàäîáèòñÿ òîëüêî îäíî, êîíêðåòíîå ñåìåéñòâî òàêîãî òèïà.

Äëÿ äàííûõ ÷åòíîãî ïîëîæèòåëüíîãî n1 = 2k1 è íå÷åòíîãî ïîëîæèòåëüíî-
ãî n2 = 2k2 + 1, ðàññìîòðèì ïîëèîðèåíòèðîâàííîå êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå

Ñ(n1, n2) íàä ∆
1 ×∆n1 ×∆n2 ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöåé

1 1
1 0 0 · · · 0 1
0 1 0 · · · 0 −1

0
...

. . .
. . .

. . .
...

... 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 −1︸ ︷︷ ︸

−1 n1=2k1 0 1 0 0 · · · 0 1
1 0 0 1 0 · · · 0 −1
0 1 0 0 1 · · · 0 1

0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 0 1 1︸ ︷︷ ︸

n2=2k2+1
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå ñóììû ïî ñòîëáöàì ñíîâà ðàâíû 1, à ïîòîìó Ñ(n1, n2) ÿâëÿåòñÿ
êâàçèòîðè÷åñêèì SU -ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè 2(1 + n1 + n2) = 4(k1 + k2) + 4.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Ñ(n1, n2) åñòü ïðîåêòèâèçàöèÿ ñóììû n2 + 1 ëèíåéíûõ
ðàññëîåíèé íàä CP 1 × CPn1 ñ ïîäïðàâëåííîé ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé.

Êîëüöî êîãîìîëîãèé, ïîëó÷àþùååñÿ ïî òåîðåìå 8.6, èìååò âèä

(9.2) H∗(Ñ(n1, n2)) ∼= Z[u, v, w]
/(
u2, vn1+1, (w − u)2(v + w)wn2−2)

ñ uvn1wn2〈Ñ(n1, n2)〉 = 1. Ïîëíûé êëàññ ×æåíÿ ðàâåí

(9.3) c(Ñ(n1, n2)) = (1− v2)k1(1 + v)(1− (w − u)2)(1− v − w)(1− w2)k2−1(1 + w).

10. Êâàçèòîðè÷åñêèå îáðàçóþùèå â êîëüöå SU-áîðäèçìîâ

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [31], ýëåìåíòû yi ∈ ΩSU
2i , îïèñàííûå â òåîðåìå 7.1,

ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êâàçèòîðè÷åñêèìè SU -ìíîãîîáðàçèÿìè ïðè i > 5. Çäåñü
ìû ïðèâîäèì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà, îáðàùàÿ âíèìàíèå íà ïîëó÷àþùèåñÿ èíòåðåñ-
íûå ñâîéñòâà äåëèìîñòè äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ýòè ñâîéñòâà äåëèìîñòè
âûòåêàþò èç àíàëèçà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë êâàçèòîðè÷åñêèõ SU -ìíîãîîáðàçèé

L̃(n1, n2) è Ñ(n1, n2), ïîñòðîåííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Ëåììà 10.1. Äëÿ n1 = 2k1 > 0 è n2 = 2k2 + 1 > 0, ìû èìååì

sn1+n2

[
L̃(n1, n2)

]
= −C1

n1+n2
+ C2

n1+n2
− . . .− Cn1−1

n1+n2
+ Cn1

n1+n2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ (9.1) è (8.8), âû÷èñëÿåì

sn1+n2

(
L̃(n1, n2)

)
= (v − u)n1+n2 + (k2 + 1)(−1)n1+n2vn1+n2 + k2v

n1+n2 =

= (v − u)n1+n2 − vn1+n2 =

=
(
−C1

n1+n2
+ C2

n1+n2
− · · · − Cn1−1

n1+n2
+ Cn1

n1+n2

)
un1vn2 ,

è èñêîìàÿ ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ êàê çíà÷åíèå íà ôóíäàìåíòàëüíîì êëàññå ìíîãîîáðà-

çèÿ L̃(n1, n2). �

Çàìåòèì, ÷òî s3(L̃(2, 1)) = 0 â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 9.3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

s2+n2(L̃(2, n2)) 6= 0 ïðè n2 > 1, äàâàÿ òåì ñàìûì ïðèìåð êâàçèòîðè÷åñêîãî SU -
ìíîãîîáðàçèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ãðàíèöåé, â êàæäîé ðàçìåðíîñòè 4k + 2 ïðè k > 1.

Ëåììà 10.2. Ïðè k > 1 ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ y2k+1 êëàññîâ SU -

áîðäèçìà [L̃(n1, n2)] ñ n1 + n2 = 2k + 1 òàêàÿ, ÷òî s2k+1(y2k+1) = m2k+1m2k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå,

sn1+n2

[
L̃(n1, n2)− L̃(n1 − 2, n2 + 2)

]
= Cn1

n1+n2
− Cn1−1

n1+n2
.

Èñêîìûé ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû. �

Ëåììà 10.3 ([31, Ëåììà 4.14]). Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà k > 1, èìååì

í.î.ä.
{
C2i
2k+1 − C2i−1

2k+1, 0 < i 6 k
}

= m2k+1m2k.

Ëåììà 10.3 òàêæå ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Áóõøòàáåðà è Óñòèíîâà î êîëüöàõ êî-
ýôôèöèåíòîâ óíèâåðñàëüíûõ ôîðìàëüíûõ ãðóïï [19, �9].

Òåïåðü ìû îáðàòèìñÿ ê ìíîãîîáðàçèÿì Ñ(n1, n2) èç êîíñòðóêöèè 9.5.

Ëåììà 10.4. Äëÿ n1 = 2k1 > 0 è n2 = 2k2 + 1 > 0, ïîëîæèì n = n1 + n2 + 1, òàê

÷òî dim Ñ(n1, n2) = 2n = 4(k1 + k2 + 1). Òîãäà

sn
[
Ñ(n1, n2)

]
= 2
(
−C1

n + C2
n − . . .− Cn1−1

n + Cn1
n − n1

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ (9.3) è (9.2), âû÷èñëÿåì

(10.1) sn
(
Ñ(n1, n2)

)
= 2(w − u)n + (v + w)n + (2k2 − 1)wn =

= 2wn − 2nuwn−1 + wn + C1
nvw

n−1 + . . .+ C2k1
n v2k1w2k2+2 + (2k2 − 1)wn =

= −2nuwn−1 + (n− n1)wn + C1
nvw

n−1 + . . .+ Cn1
n vn1wn−n1 .

Òåïåðü ìû äîëæíû âûðàçèòü êàæäûé ìîíîì â ôîðìóëå âûøå ÷åðåç uvn1wn2 , ïîëüçó-
ÿñü ðàâåíñòâàìè (9.2), à èìåííî

(10.2) u2 = 0, vn1+1 = 0, wn2+1 = 2uwn2 − vwn2 + 2uvwn2−1.

Èìååì:

(10.3) uwn−1 = uwn1−1wn2+1 = uwn1−1(2uwn2 − vwn2 + 2uvwn2−1) =

= −uvwn−2 = . . . = (−1)juvjwn−j−1 = . . . = uvn1wn2 .

Ìû òàêæå ïîêàæåì, ÷òî

(10.4) vjwn−j = (−1)j2uvn1wn2 , 0 6 j 6 n1,

ïðîâåðÿÿ ýòî ðàâåíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ j = n1, n1 − 1, . . . , 0. Â ñàìîì äåëå,
vn1wn−n1 = vn1wn2+1 = 2uvn1wn2 â ñèëó (10.2). Òåïåðü, ìû èìååì

vj−1wn−j+1 = vj−1wn1+1−jwn2+1 = vj−1wn1+1−j(2uwn2 − vwn2 + 2uvwn2−1) =

= 2uvj−1wn−j − vjwn−j + 2uvjwn−1−j = −vjwn−j ,

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (10.3). Ðàâåíñòâî (10.4), òåì ñàìûì, ïîëíîñòüþ
ïðîâåðåíî. Ïîäñòàâëÿÿ (10.3) è (10.4) â (10.1), ïîëó÷èì

sn
(
Ñ(n1, n2)

)
=
(
−2n+ 2(n− n1)− 2C1

n + 2C2
n − . . .− 2Cn1−1

n + 2Cn1
n

)
uvn1wn2 .

Èñêîìàÿ ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ êàê çíà÷åíèå íà ôóíäàìåíòàëüíîì êëàññå 〈Ñ(n1, n2)〉.
�

Çàìåòèì, ÷òî s4(Ñ(2, 1)) = 0, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 9.3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

sn(Ñ(2, n2)) = n2 − 3n− 4 > 0 ïðè n > 4, äàâàÿ òåì ñàìûì ïðèìåð êâàçèòîðè÷åñêîãî
SU -ìíîãîîáðàçèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ãðàíèöåé, â êàæäîé ðàçìåðíîñòè 4k ñ k > 2. Ñþäà

âõîäèò ïðèìåð 12-ìåðíîãî êâàçèòîðè÷åñêîãî SU -ìíîãîîáðàçèÿ Ñ(2, 3), îòñóòñòâîâàâ-
øèé â ðàáîòå [32].

Ëåììà 10.5. Ïðè k > 2 ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ y2k êëàññîâ SU -

áîðäèçìà [Ñ(n1, n2)] ñ n1 + n2 + 1 = 2k òàêàÿ, ÷òî s2k(y2k) = 2m2km2k−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç ëåììû 10.4 è ëåìì 10.6, 10.7, ñì. íèæå.
�

Ëåììà 10.6 ([31, Ëåììà 4.17]). Ïðè k > 2 ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ÷èñëà 2, êîòî-
ðàÿ äåëèò êàæäîå èç ÷èñåë

ai = −C1
2k + C2

2k − . . .− C2i−1
2k + C2i

2k − 2i, 0 < i < k,

ðàâíà 2, åñëè 2k = 2s, è ðàâíà 1, èíà÷å.

Ëåììà 10.7 ([31, Ëåììà 4.18]). Ïðè k > 2 ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü íå÷åòíîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p, êîòîðàÿ äåëèò êàæäîå èç ÷èñåë

ai = −C1
2k + C2

2k + . . .− C2i−1
2k + C2i

2k − 2i, 0 < i < k,

ðàâíà p, åñëè 2k + 1 = ps, è ðàâíà 1, èíà÷å.

Òåïåðü ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î êâàçèòîðè÷åñêèõ ïðåäñòàâèòåëÿõ â
êîëüöå SU -áîðäèçìîâ:
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Òåîðåìà 10.8. Ñóùåñòâóþò êâàçèòîðè÷åñêèå SU -ìíîãîîáðàçèÿ M2i, i > 5, ñ
si(M

2i) = mimi−1, åñëè i íå÷åòíî, è si(M
2i) = 2mimi−1, åñëè i ÷åòíî. Ýòè êâàçè-

òîðè÷åñêèå SU -ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ìèíèìàëüíî âîçìîæíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
÷èñëà si è ïðåäñòàâëÿþò ïîëèíîìèàëüíûå îáðàçóþùèå â êîëüöå ΩSU ⊗ Z[12 ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ëåììû 10.2 è 10.5, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâó-
þò ëèíåéíûå êîìáèíàöèè êëàññîâ SU -áîðäèçìîâ, ïðåäñòàâëÿùèõñÿ êâàçèòîðè÷åñêè-
ìè SU -ìíîãîîáðàçèÿìè, ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå êîí-
ñòðóêöèè 8.10 ê äâóì êâàçèòîðè÷åñêèì SU -ìíîãîîáðàçèÿì M è M ′ äàåò êâàçèòîðè-
÷åñêîå SU -ìíîãîîáðàçèå, ïðåäñòàâëÿþùåå èõ ñóììó â áîðäèçìàõ. Äàëåå, êëàññ SU -
áîðäèçìà −[M ] ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ïîëèîðèåíòèðîâàííûì êâàçèòîðè÷åñêèì SU -
ìíîãîîáðàçèåì, ïîëó÷àåìûì îáðàùåíèåì ãëîáàëüíîé îðèåíòàöèè ó M . Òàêèì îáðà-
çîì, ìû ìîæåì çàìåíèòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, ïîëó÷àåìûå èç ëåìì 10.2 è 10.5, íà
ñâÿçíûå ñóììû, êîòîðûå áóäóò êâàçèòîðè÷åñêèìè SU -ìíîãîîáðàçèÿìè. �

Ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 8.11, ìû ìîæåì ïîñòàâèòü ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó:

Âîïðîñ 10.9. Êàêèå êëàññû SU -áîðäèçìà â ðàçìåðíîñòÿõ > 8 ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû êâàçèòîðè÷åñêèìè SU -ìíîãîîáðàçèÿìè?

11. SU-ìíîãîîáðàçèÿ, âîçíèêàþùèå â òîðè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Ìû íàçûâàåì êîìïàêòíîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå M ñ c1(M) = 0 ìíîãîîáðàçè-
åì Êàëàáè�ßó. (Ïî-âèäèìîìó, ýòî íàèáîëåå ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå; îäíàêî â ëè-
òåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ è äðóãèå îïðåäåëåíèÿ ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè�ßó, èíîãäà íå-
ýêâèâàëåíòíûå ïðèâåä¼ííîìó âûøå.) Ïî òåîðåìå ßó, äîêàçûâàþùåé ãèïîòåçó Êàëàáè,
ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�ßó äîïóñêàþò Ðè÷÷è-ïëîñêóþ êýëåðîâó ìåòðèêó (äëÿ ýòîãî äî-
ñòàòî÷íî îáðàùåíèÿ â íóëü âåùåñòâåííîãî ïåðâîãî êëàññà ×æåíÿ). Ïî îïðåäåëåíèþ,
ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè�ßó ÿâëÿåòñÿ SU -ìíîãîîáðàçèåì.

Íàïîìíèì, ÷òî íàøè òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè è íåîñîáûìè,
åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå. Ñòàíäàðòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà òîðè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè íå ìîæåò áûòü SU -ñòðóêòóðîé (ïðåäëîæåíèå 9.2), ïîýòîìó ñðåäè òîðè-
÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé íåò ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè�ßó. Îäíàêî ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ
äàåò ãèïåðïîâåðõíîñòè Êàëàáè�ßó â òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Êîíñòðóêöèÿ 11.1 (Áàòûðåâ [6]). Òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå V íàçûâàåòñÿ ìíî-
ãîîáðàçèåì Ôàíî, åñëè åãî àíòèêàíîíè÷åñêèé êëàññ D1 + . . . + Dm (ïðåäñòàâëÿþùèé
c1(V )) ÿâëÿåòñÿ î÷åíü îáèëüíûì. Â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ, ïðîåêòèâíîå âëîæå-
íèå V ↪→ CP s, îòâå÷àþùåå äèâèçîðó D1 + . . . + Dm, ïðèõîäèò èç öåëî÷èñëåííîãî
ìíîãîãðàííèêà P , â êîòîðîì ðàññòîÿíèå ïî ðåøåòêå îò 0 äî êàæäîé ãèïåðïëîñêîñòè,
ñîäåðæàùåé ãèïåðãðàíü, ðàâíî 1. Òàêîé ìíîãîãðàííèê P íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì;
åãî äâîéñòâåííûé ìíîãîãðàííèê P ∗ òàêæå ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûì.

Ïîäìíîãîîáðàçèå N , äâîéñòâåííîå ê ïåðâîìó êëàññó ×æåíÿ c1(V ) (ñì. êîíñòðóê-
öèþ 6.1), çàäàåòñÿ êàê ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå âëîæåíèÿ V ↪→ CP s, îïðåäåëÿåìîãî
äèâèçîðîì D1 + · · ·+Dm. Ïîýòîìó N ⊂ V ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãèïåðïî-
âåðõíîñòüþ â V , òàê ÷òîN � ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè�ßó êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè n−1.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ëþáîìó òîðè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ Ôàíî V ðàçìåðíîñòè n
(èëè, ýêâèâàëåíòíî, ïî ëþáîìó íåîñîáîìó ðåôëåêñèâíîìó n-ìåðíîìó ìíîãîãðàííè-
êó P ) ìîæíî ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêîå (n− 1)-ìåðíîå Êàëàáè�ßó ìíîãîîáðàçèå NP .

Áàòûðåâ [6] îáîáùèë ýòó êîíñòðóêöèþ íà íåêîòîðûå îñîáûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîá-
ðàçèÿ Ôàíî. Êîìïëåêñíîå íîðìàëüíîå íåïðèâîäèìîå n-ìåðíîå ïðîåêòèâíîå àëãåáðàè-
÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå W , èìåþùåå òîëüêî êàíîíè÷åñêèå ãîðåíøòåéíîâû îñîáåííîñòè,
íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì Êàëàáè�ßó, åñëè W èìååò òðèâèàëüíîå
êàíîíè÷åñêîå ðàññëîåíèå è H i(W,OW ) = 0 ïðè 0 < i < n.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç f ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà îò n ïåðåìåííûõ, è ïóñòü P = P (f) � åãî
ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà (âûïóêëàÿ îáîëî÷êà òî÷åê ðåøåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîíî-
ìàì èç f). Òîãäà f îïðåäåëÿåò àôôèííóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü Zf â àëãåáðàè÷åñêîì òîðå

(C×)n, à å¼ çàìûêàíèå â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî Zf,P � ãèïåðïîâåðõíîñòü â ïðîåêòèâ-

íîì òîðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè VP . Ãèïåðïîâåðõíîñòü Zf,P íàçûâàåòñÿ P -ðåãóëÿðíîé,
åñëè îíà ïåðåñåêàåò êàæäîå ïîäìíîãîîáðàçèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ãðàíè ìíîãîãðàííèêà
P , ïî ïîäìíîãîîáðàçèþ êîðàçìåðíîñòè 1 (â ÷àñòíîñòè, îíî íå ïåðåñåêàåò òî÷êè, íåïî-
äâèæíûå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ òîðà). Â ñèëó [6, òåîðåìà 4.1.9], ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû äëÿ P -ðåãóëÿðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Zf,P :

à) Zf,P ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì Êàëàáè�ßó ñ êàíîíè÷åñêèìè
îñîáåííîñòÿìè;

á) VP ÿâëÿåòñÿ òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî ñ ãîðåíøòåéíîâûìè îñîáåííî-
ñòÿìè;

â) P ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì ìíîãîãðàííèêîì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíîãî
ïåðåíîñà).

Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî [6, òåîðåìà 4.2.2], ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíîå ðàçðåøåíèå îñîáåííî-

ñòåé Ẑf,P → Zf,P (òîðîèäàëüíàÿ MPCP-äåñèíãóëÿðèçàöèÿ) òàêîå, ÷òî Ẑf,P ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì Êàëàáè�ßó ñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè > 4. Â
÷àñòíîñòè, åñëè dimP 6 4, òî ìû ïîëó÷àåì ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè�ßó. Ýòî
ïðèâåëî ê ïîñòðîåíèþ ñåìåéñòâà çåðêàëüíî-äâîéñòâåííûõ ïàð òðåõìåðíûõ ìíîãî-
îáðàçèé Êàëàáè�ßó, âîçíèêàþùèõ èç ðåôëåêñèâíûõ 4-ìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ è èõ
äâîéñòâåííûõ ìíîãîãðàííèêîâ.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå s-÷èñëà ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè�ßó N = NP çàäàþòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

Ëåììà 11.2. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

sn−1(N) =
〈
(v1 + . . .+ vm)(vn−11 + . . .+ vn−1m )− (v1 + . . .+ vm)n, [V ]

〉
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èçîìîðôèçìîì êîìïëåêñíûõ âåêòîðíûõ ðàñ-
ñëîåíèé T N⊕ν ∼= i∗T V , ãäå ν � íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå âëîæåíèÿ i : N ↪→ V . Ïîýòîìó
sn−1(T N) + sn−1(ν) = i∗sn−1(T V ), è ìû ïîëó÷àåì〈

sn−1(T N), [N ]
〉

=
〈
−sn−1(ν) + i∗sn−1(T V ), [N ]

〉
=

=
〈
c1(T V )

(
−cn−11 (T V ) + sn−1(T V )

)
, [V ]

〉
=

=
〈
c1(T V )sn−1(T V )− cn1 (T V ), [V ]

〉
. �

12. Îáðàçóþùèå Êàëàáè�ßó â êîëüöå SU-áîðäèçìîâ

Â ðàáîòå [30] áûëî ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè�ßó, êëàññû áîð-
äèçìîâ êîòîðûõ ïîðîæäàþò êîëüöî ñïåöèàëüíûõ óíèòàðíûõ áîðäèçìîâ ñ îáðàùåííîé
äâîéêîé ΩSU [12 ] ∼= Z[12 ][yi : i > 2]. Íèæå ìû îïèñûâàåì ýòó êîíñòðóêöèþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω = (i1, . . . , ik) íåóïîðÿäî÷åííîå ðàçáèåíèå ÷èñëà n â ñóììó k
ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, òî åñòü, i1+. . .+ik = n. Ïóñòü∆i � ñòàíäàðòíûé ðåôëåê-
ñèâíûé ñèìïëåêñ ðàçìåðíîñòè i. Òîãäà Pω = ∆i1× . . .×∆ik åñòü ðåôëåêñèâíûé ìíîãî-
ãðàííèê, ñîîòâåòñòâóþùèé òîðè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ Ôàíî CPω = CP i1× . . .×CP ik .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nω ãèïåðïîâåðõíîñòü Êàëàáè�ßó â CPω, ïîëó÷àåìóþ ïðèìåíåíèåì
êîíñòðóêöèè 11.1.

Ïóñòü P̂ (n) � ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé ω ÷èñëà n íà ñëàãàåìûå, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùèå n− 2. Òàêèì îáðàçîì,

P̂ (n) = {ω = (i1, . . . , ik) : i1 + . . .+ ik = n, ω 6= (n), (1, n− 1).}
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Äëÿ êàæäîãî ω = (i1, . . . , ik) îïðåäåë¼í ìóëüòèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò C
ω
n = n!

i1!···ik! .

Ïîëîæèì

(12.1) α(ω) = Cωn (i1 + 1)i1 · · · (ik + 1)ik .

Ëåììà 12.1. Äëÿ ëþáîãî ω ∈ P̂ (n) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sn−1(Nω) = −α(ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîëüöî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ CPω = CP i1 × . . . × CP ik
çàäàåòñÿ èçîìîðôèçìîì

H∗(CPω;Z) ∼= Z[u1, . . . , uk]/(u
i1+1
1 , . . . , uik+1

k ),

ãäå u1 := v1 = . . . = vi1+1, u2 := vi1+2 = . . . = vi1+i2+2, . . . , uk := vi1+...+ik−1+k = . . . =

vi1+···+ik+k = vm. Ïîñêîëüêó ω ∈ P̂ (n), ìû èìååì vn−1i = 0 â êîëüöå H∗(CPω;Z) äëÿ
ëþáîãî i. Ôîðìóëà èç ëåììû 11.2 äàåò

sn−1(Nω) = −〈(v1 + . . .+ vm)n, [CPω]〉 = −〈((i1 + 1)u1 + . . .+ (ik + 1)uk)
n, [CPω]〉.

Çíà÷åíèå íà ôóíäàìåíòàëüíîì êëàññå [CPω] ðàâíî êîýôôèöèåíòó ïðè ìîíîìå

ui11 · · ·u
ik
k , îòêóäà ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå. �

Ëåììà 12.2 ([30, Ëåììà 2.3]). Ïðè n > 3 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

í.î.ä.
ω∈P̂ (n)

α(ω) = g(n),

â êîòîðîì ÷èñëà g(n) è α(ω) çàäàþòñÿ ïî ôîðìóëàì (7.2) è (12.1) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû èñïîëüçóåò ðåçóëüòàòû Ìîñëè [36] î äåëèìîñòè ìóëü-
òèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Òåîðåìà 12.3. Êëàññû SU -áîðäèçìîâ ãèïåðïîâåðõíîñòåé Êàëàáè�ßó Nω â òî-

ðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ CP i1 × . . . × CP ik ñ ω ∈ P̂ (n), n > 3, ìóëüòèïëèêàòèâíî
ïîðîæäàþò êîëüöî SU -áîðäèçìîâ ΩSU [12 ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî n > 3 ëåììû 12.1 è 12.2 äàþò íàì ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ êëàññîâ áîðäèçìîâ [Nω] ∈ ΩSU

2n−2, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå s-÷èñëî êîòîðîé
ðàâíî g(n). Òàêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äà¼ò ïîëèíîìèàëüíóþ îáðàçóþùóþ yn−1 â
êîëüöå ΩSU [12 ], îïèñàííóþ â òåîðåìå 7.1. �

Íà ñàìîì äåëå, ìû äîêàçàëè öåëî÷èñëåííûé ðåçóëüòàò: ýëåìåíòû yi ∈ ΩSU , îïè-
ñàííûå â òåîðåìå 7.1, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû öåëî÷èñëåííûìè ëèíåéíûìè êîìáè-
íàöèÿìè êëàññîâ áîðäèçìîâ ìíîãîáðàçèé Êàëàáè�ßó Nω. Ýëåìåíò yi ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ
áàçèñà àáåëåâîé ãðóïïû ΩSU

2i . Âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ.

Âîïðîñ 12.4. Êàêèå êëàññû áîðäèçìîâ èç ΩSU ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ìíî-
ãîîáðàçèÿìè Êàëàáè�ßó?

Ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ SU -àíàëîãîì ñëåäóþùåé õîðîøî èçâåñòíîé ïðîáëåìû Õèð-
öåáðóõà: êàêèå êëàññû áîðäèçìîâ â ΩU ñîäåðæàò ñâÿçíûå (òî åñòü, íåïðèâîäèìûå)
íåîñîáûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ? Åñëè îïóñòèòü óñëîâèå ñâÿçíîñòè, òî âñÿêèé
êëàññ U -áîðäèçìà ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâèì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîá-
ðàçèåì. Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå è ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè àëãåáðàè÷åñêèõ êëàññîâ ñóòü àëãåáðàè÷åñêèå êëàññû (âîçìîæíî, íåñâÿç-
íûå), íåîáõîäèìî ëèøü íàéòè â êàæäîé ðàçìåðíîñòè i àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ
M è N ñ si(M) = mi è si(N) = −mi, ñì. Òåîðåìó 1.5. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàññóæäåíèå,
ïðèíàäëåæàùåå Ìèëíîðó, ïðèâîäèòñÿ â [50, p. 130]. Îòìåòèì, ÷òî îíî èñïîëüçóåò
ãèïåðïîâåðõíîñòè â CPn, à òàêæå âû÷èñëåíèå, àíàëîãè÷íîå ëåììå 11.2. Äëÿ SU -
áîðäèçìîâ, ñèòóàöèÿ îêàçûâàåòñÿ èíîé: åñëè êëàññ a ∈ ΩSU ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåí ìíîãîîáðàçèåì Êàëàáè�ßó, òî êëàññ −a íå îáÿçàòåëüíî îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.
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Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùèì øàãîì íà ïóòè ê îòâåòó íà ïîñòàâëåííûé âûøå âîïðîñ
ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðîì yi è −yi îäíîâðåìåííî ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè�ßó. Ìû ðàññìàòðèâàåì ýòîò âîïðîñ â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå.

13. Ìàëîìåðíûå îáðàçóþùèå â êîëüöå SU-áîðäèçìîâ

Çäåñü ìû îïèøåì ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâèòåëè Êàëàáè�ßó äëÿ îáðàçóþùèõ yi
êîëüöà SU -áîðäèçìîâ (ñì. Òåîðåìó 7.1) â êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè i 6 4. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ i > 5, êàæäàÿ îáðàçóþùàÿ yi ∈ ΩSU

2i ìîæåò áûòü çàäàíà êâàçèòîðè÷åñêèì
ìíîãîîáðàçèåì â ñèëó òåîðåìû 10.8. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîå êâàçèòîðè÷åñêîå SU -
ìíîãîîáðàçèå âåùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòè 6 8 áîðäàíòíî íóëþ ïî òåîðåìå 9.3.

Íàïîìíèì èç ðàçäåëà 7, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

ΩSU
4 = Z〈y2〉, ΩSU

6 = Z〈y3〉, ΩSU
8 = Z〈14y

2
2, y4〉,

ãäå çíà÷åíèÿ s-÷èñåë îáðàçóþùèõ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

s2(y2) = −48, s3(y3) = m3m2 = 6, s4(y4) = 2m4m3 = 20.

Ïðèìåð 13.1. Ðàññìîòðèì ãèïåðïîâåðõíîñòü Êàëàáè�ßóN(3) ⊂ CP 3, ñîîòâåòñòâó-

þùóþ ðàçáèåíèþ ω = (3). Èìååì c1(CP 3) = 4u, ãäå u ∈ H2(CP 3;Z) åñòü êàíîíè÷å-
ñêàÿ îáðàçóþùàÿ, äâîéñòâåííàÿ ãèïåðïëîñêîìó ñå÷åíèþ. Òàêèì îáðàçîì, N(3) ìîæåò

áûòü çàäàíî îáùèì óðàâíåíèåì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ íà CP 3.
Ñòàíäàðòíûé ïðèìåð � êâàðòèêà, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì z40 + z41 + z42 + z43 = 0, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ K3-ïîâåðõíîñòüþ. Ëåììà 11.2 äàåò

s3(N(3)) = 〈4u2 · 4u− (4u)3, [CP 3]〉 = −48,

òàê ÷òî N(3) ïðåäñòàâëÿåò îáðàçóþùóþ y2 ∈ ΩSU
4 .

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 12.3 äàåò íàì äðóãîå ìíîãîîáðàçèå, ïðåäñòàâëÿþùåå òó æå

îáðàçóþùóþ y2. À èìåííî, åäèíñòâåííîå ðàçáèåíèå ÷èñëà n = 3, ïðèíàäëåæàùåå P̂ (n),
åñòü (1, 1, 1). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ïîâåðõíîñòü Êàëàáè�ßó åñòü N(1,1,1) ⊂ CP 1 ×
CP 1 × CP 1. Èìååì

c1(CP 1 × CP 1 × CP 1) = 2u1 + 2u2 + 2u3,

òàê ÷òî N(1,1,1) � ïîâåðõíîñòü ìóëüòèñòåïåíè (2, 2, 2) â CP 1×CP 1×CP 1. Ëåììà 12.1
äàåò s3(N(1,1,1)) = −α(1, 1, 1) = −48, ïîýòîìó N(1,1,1) òàêæå ïðåäñòàâëÿåò y2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àääèòèâíàÿ îáðàçóþùàÿ −y2 ∈ ΩSU
4 íå ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíà êîìïàêòíîé êîìïëåêñíîé ïîâåðõíîñòüþ. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â [37,
Òåîðåìà 3.2.5], èñïîëüçóÿ êëàññèôèêàöèþ êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî êîìïëåêñíàÿ ïîâåðõíîñòü S ñ H1(S;Z) = 0 (÷òî èìååò ìåñòî äëÿ ïîâåðõíîñòåé
Êàëàáè�ßó, ïîëó÷àþùèõñÿ èç òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî) íå ìîæåò ïðåäñòàâ-
ëÿòü êëàññ −y2. Â ñàìîì äåëå, òàêàÿ ïîâåðõíîñòü S èìååò ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó
c2(S) = χ(S) > 2, â òî âðåìÿ êàê s2(−y2) = 48 = −2c2(−y2), à ïîòîìó õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå ÷èñëî c2(−y2) = −24 îòðèöàòåëüíî.

Ïðèìåð 13.2. Ñôåðà S6 èìååò T 2-èíâàðèàíòíóþ ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó,
ïðîèñõîäÿùóþ èç ïðåäñòàâëåíèÿ ñôåðû â âèäå îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G2/SU(3)
èñêëþ÷èòåëüíîé ãðóïïû Ëè G2, ñì. [7, �13]. Ïîýòîìó, S

6 ÿâëÿåòñÿ SU -ìíîãîîáðàçèåì
ñ s3[S

6] = 3c3[S
6] = 6. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ SU -áîðäèçìà [S6] ìîæíî âçÿòü â êà÷å-

ñòâå y3.

Ïðèìåð 13.3. Çäåñü ìû ïîêàæåì, ÷òî îáðàçóþùàÿ −y4 ∈ ΩSU
8 ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ãðàññìàíèàíîì Gr2(C4) äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé C4 ñ ïîäïðàâëåííîé ñòàáèëüíî êîì-
ïëåêñíîé ñòðóêòóðîé.
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Ïóñòü γ � òàâòîëîãè÷åñêîå äâóìåðíîå ðàññëîåíèå íàä Gr2(C4), è ïóñòü γ⊥ �
ðàññëîåíèå îðòîãîíàëüíûõ äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé. Òîãäà ìû èìååì T Gr2(C4) ∼=
Hom(γ, γ⊥) è

T Gr2(C4)⊕Hom(γ, γ) ∼= Hom(γ, γ⊥ ⊕ γ) ∼= Hom(γ,C4) ∼= γ ⊕ γ ⊕ γ ⊕ γ.

Òàêèì îáðàçîì, ñòàíäàðòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà Gr2(C4) çàäà¼òñÿ èçîìîðôèç-
ìîì ñòàáèëüíûõ ðàññëîåíèé

T Gr2(C4) ∼= 4γ − γγ,

ãäå ìû îáîçíà÷èëè 4γ = γ⊕γ⊕γ⊕γ è γγ = γ⊗γ = Hom(γ, γ). Ìû èçìåíèì ñòàáèëüíî
êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà ñëåäóþùóþ:

T Gr2(C4) ∼= 2γ + 2γ − γγ

è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ÷åðåç G̃r2(C4). Çàìå-

òèì, ÷òî c1(G̃r2(C4)) = 0, òàê ÷òî G̃r2(C4) ÿâëÿåòñÿ SU -ìíîãîîáðàçèåì. Îíî èìååò òî
æå êîëüöî êîãîìîëîãèé, ÷òî è ãðàññìàíèàí,

H∗(Gr2(C4)) ∼= Z[c1, c2]/(c
3
1 = 2c1c2, c

2
2 = c21c2),

ãäå ci = ci(γ). Ñòàðøàÿ ãðóïïà êîãîìîëîãèéH8(Gr2(C4)) ∼= Z ïîðîæäåíà êëàññîì c21c2.

Òåïåðü âû÷èñëèì êëàññ s4(G̃r2(C4)) = 2s4(γ) + 2s4(γ)− s4(γγ). Ìû èìååì

s4 = c41 − 4c21c2 + 4c1c3 + 2c22 − 4c4,

îòêóäà

s4(γ) = s4(γ) = c41 − 4c21c2 + 2c22 = 2c21c2 − 4c21c2 + 2c21c2 = 0.

Îñòà¼òñÿ âû÷èñëèòü s4(γγ). Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ðàñùåïëåíèÿ, çàïèøåì γ = η1 + η2
äëÿ íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé η1, η2 è âû÷èñëèì

c(γγ) = c((η1 + η2)(η1 + η2)) = c(η1η2 + η2η1) = c(η1η2)c(η2η1)

= (1− c1(η1) + c1(η2))(1− c1(η2) + c1(η1)) = 1− c1(η1)2 − c1(η2)2 + 2c1(η1)c1(η2)

= 1− (c1(η1) + c1(η2))
2 + 4c1(η1)c1(η2) = 1− c1(γ)2 + 4c2(γ).

Ñëåäîâàòåëüíî, c1(γγ) = c3(γγ) = c4(γγ) = 0 è

s4(γγ) = 2c2(γγ)2 = 2(4c2 − c21)2 = 2(16c22 − 8c21c2 + c41) = 20c21c2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì s4[G̃r2(C4)] = −20 è [G̃r2(C4)] = −y4 ∈ ΩSU
8 .

Ïðèìåð 13.4. Òåîðåìà 12.3 äàåò ñëåäóþùèå ïðåäñòàâèòåëè äëÿ îáðàçóþùèõ y3 ∈
ΩSU

6 è y4 ∈ ΩSU
8 :

y3 = 15N(2,2) − 19N(1,1,1,1), y4 = 56N(1,1,3) − 59N(1,2,2).

Â îòëè÷èå îò ñèòóàöèè â êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè 2, êàê y3, òàê è −y3 ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè�ßó. Ýòî æå âåðíî è â êîìïëåêñíîé ðàçìåðíî-
ñòè 4, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 13.5. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

à) Â êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè 2, êëàññ −y2 ∈ ΩSU
4 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåí ïîâåðõíîñòüþ Êàëàáè�ßó M . Â êà÷åñòâå M ìîæíî âçÿòü ëþáóþ
K3-ïîâåðõíîñòü, îòëè÷íóþ îò òîðà; îíà èìååò ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó
χ(M) = 24 è

h1,1(M) = 20.

Êëàññ y2 ∈ ΩSU
4 íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí íèêàêîé ïîâåðõíîñòüþ

Êàëàáè�ßó.
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á) Â êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè 3, îáà êëàññà SU -áîðäèçìîâ y3 è −y3 ìîãóò
áûòü ïðåäñòàâëåíû òð¼õìåðíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè�ßó. Ýòè ìíîãî-
îáðàçèÿ M ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ Áàòûðåâà, èç òîðè-
÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî íàä 4-ìåðíûìè ðåôëåêñèâíûìè ìíîãîãðàííèêàìè.
Òàêîå M ïðåäñòàâëÿåò êëàññ y3 ∈ ΩSU

6 , åñëè χ(M) = 2 èëè, ýêâèâàëåíòíî,

h1,1(M)− h2,1(M) = 1.

Àíàëîãè÷íî, M ïðåäñòàâëÿåò êëàññ −y3 ∈ ΩSU
6 , åñëè χ(M) = −2 èëè, ýêâè-

âàëåíòíî,
h1,1(M)− h2,1(M) = −1.

â) Â êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè 4, îáà êëàññà SU -áîðäèçìîâ y4 è −y4 ìîãóò
áûòü ïðåäñòàâëåíû ÷åòûð¼õìåðíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè�ßó. Ýòè
ìíîãîîáðàçèÿ M ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ Áàòûðåâà, èç
òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî íàä 5-ìåðíûìè ðåôëåêñèâíûìè ìíîãîãðàí-
íèêàìè. Òàêîå M ïðåäñòàâëÿåò êëàññ y4 ∈ ΩSU

8 , åñëè χ(M) = 282 èëè,
ýêâèâàëåíòíî,

h1,1(M)− h2,1(M) + h3,1(M) = 39.

Àíàëîãè÷íî, M ïðåäñòàâëÿåò êëàññ −y4 ∈ ΩSU
8 , åñëè χ(M) = 294 èëè, ýêâè-

âàëåíòíî,
h1,1(M)− h2,1(M) + h3,1(M) = 41.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî äîêàçàòåëüñòâà ìû îáîçíà÷àåì è õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèå êëàññû ×æåíÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ×æåíÿ ìíîãîîáðàçèÿ M
÷åðåç ci, ÷èñëà Õîäæà ÷åðåç hi,j , à (âåùåñòâåííûå) ÷èñëà Áåòòè ÷åðåç bi, ïðè i =
0, . . . ,dimCM . Äëÿ êýëåðîâà n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ìû èìååì hp,q = hq,p (äâîé-

ñòâåííîñòü Õîäæà), bi =
∑

p+q=i h
p,q è χ(M) =

∑2n
i=0(−1)ibi =

∑n
p,q=0(−1)p+qhp,q. Êðî-

ìå òîãî, ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè�ßóM , ïîëó÷àåìîå èç êîíñòðóêöèè Áàòûðåâà, ÿâëÿåòñÿ
ïðîåêòèâíûì àëãåáðàè÷åñêèì, à ïîòîìó óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì hp,q = hn−p,n−q

(äâîéñòâåííîñòü Ñåððà). Íàêîíåö, ãðóïïîé ãîëîíîìèè òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�
ßó M ÿâëÿåòñÿ âñÿ ãðóïïà SU(n), è çíà÷èò, hn,0 = 1 è hi,0 = 0 ïðè 0 < i < n (ñì. [6,
òåîðåìà 4.1.9]).

Â óòâåðæäåíèè à) ñâåäåíû ðåçóëüòàòû èç ïðèìåðà 13.1.

Äîêàæåì á). Äëÿ îáðàçóþùåé y3 ∈ ΩSU
6 èìååì 6 = s3(y3) = 3c3(y3), ïîýòîìó ýé-

ëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà êîìïëåêñíîãî SU -ìíîãîîáðàçèÿ M , ïðåäñòàâëÿþùåãî y3, óäî-
âëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó χ(N) = c3(N) = 2. Äëÿ òð¼õìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�ßó
M , ïîëó÷àåìîãî èç êîíñòðóêöèè Áàòûðåâà, ìû èìååì

b1 = 2h1,0 = 0, b2 = 2h2,0 + h1,1 = h1,1, b3 = 2h3,0 + 2h2,1 = 2 + 2h2,1,

à òàêæå
χ(M) = 2b0 − 2b1 + 2b2 − b3 = 2(h1,1 − h2,1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîM ïðåäñòàâëÿåò êëàññ y3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h
1,1−h2,1 =

1. Àíàëîãè÷íî,M ïðåäñòàâëÿåò êëàññ −y3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h1,1−h2,1 = −1.
Òîò ôàêò, ÷òî òðåáóåìîå ìíîãîîáðàçèåM ñóùåñòâóåò, ñëåäóåò èç àíàëèçà áàçû äàí-

íûõ [28] (ñì. òàêæå [1]) ðåôëåêñèâíûõ ìíîãîãðàííèêîâ è ãèïåðïîâåðõíîñòåé Êàëàáè�
ßó â ñîîòâåòñòâóþùèõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî. Ýòà áàçà äàííûõ ñîäåðæèò
ñâåäåíèÿ îáî âñåõ 473 800 776 ðåôëåêñèâíûõ ìíîãîãðàííèêàõ â ðàçìåðíîñòè 4, à
òàêæå ñïèñîê ÷èñåë Õîäæà ñîîòâåòñòâóþùèõ òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè�ßó.
Èç íåå ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÷èñëà h1,1, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì
16 6 h1,1 6 90, ñóùåñòâóåò ðåôëåêñèâíûé 4-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì òðåõìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì Êàëàáè�ßó, óäîâëåòâîðÿþùèì h1,1 − h2,1 = 1. Åñëè
æå h1,1 íå ëåæèò â óêàçàííîì âûøå èíòåðâàëå, òî íå ñóùåñòâóåò òðåõìåðíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ Êàëàáè�ßó ñ h1,1 − h2,1 = 1, ïîëó÷àþùåãîñÿ èç òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ
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Ôàíî. Â ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ h1,1 − h2,1 = −1, äîïóñòèìûé èíòåðâàë äëÿ ÷èñëà h1,1

åñòü 15 6 h1,1 6 89.
Îòìåòèì, ÷òî òð¼õìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�ßó M è M∗, ïðåäñòàâëÿþùèå

êëàññû y3 è −y3, ìîãóò áûòü âûáðàíû çåðêàëüíî-äâîéñòâåííûìè â ñìûñëå [6], ò. å.,
óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿì h1,1(M) = h2,1(M∗) è h2,1(M) = h1,1(M∗).

Äîêàæåì â). Óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ÷àñòè÷íûå ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòè-

êè χk =
∑4

i=0(−1)ihi,k, ïðè 0 6 k 6 4. Â ÷àñòíîñòè, χ0 åñòü ðîä Òîääà êîìïëåêñíî-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ. Äëÿ ÷åòûð¼õìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�ßó M , ïîëó÷àåìîãî èç
êîíñòðóêöèè Áàòûðåâà, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

χ0 = h0,0 − h1,0 + h2,0 − h3,0 + h4,0 = 2;

χ1 = h0,1 − h1,1 + h2,1 − h3,1 + h4,1 = −h1,1 + h2,1 − h3,1;
χ2 = h0,2 − h1,2 + h2,2 − h3,2 + h4,2 = −2h2,1 + h2,2.

Òàêèì îáðàçîì,

(13.1) χ(M) = χ0−χ1 +χ2−χ3 +χ4 = 2χ0−2χ1 +χ2 = 2(2+h1,1−2h2,1 +h3,1)+h2,2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà�Õèðöåáðóõà [27, òåîðåìà 21.1.1] äà¼ò ñëåäó-
þùèå ñîîòíîøåíèÿ â òåðìèíàõ ÷èñåë ×æåíÿ ìíîãîîáðàçèÿ M :

720χ0 = −c4 + 3c22, 180χ1 = −31c4 + 3c22, 120χ2 = 79c4 + 3c22.

Äëÿ îáðàçóþùåé y4 ∈ ΩSU
8 èìååì s4 = 2c22−4c4 = 20. Ïîñêîëüêó χ0 = 2, ðàâåíñòâî

2c22 − 4c4 = 20 ðàâíîñèëüíî êàæäîìó èç íèæåñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

χ(M) = c4 = 282 èëè − χ1 = h1,1(M)− h2,1(M) + h3,1(M) = 39,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Àíàëîãè÷íî, äëÿ îáðàçóþùåé −y4 óñëîâèå s4 = 2c22 − 4c4 = −20 ðàâíîñèëüíî

χ(M) = c4 = 294 èëè − χ1 = h1,1(M)− h2,1(M) + h3,1(M) = 41.

Ñóùåñòâîâàíèå ìíîãîîáðàçèÿ M ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ áàçû äàííûõ [28], êàê
è â óòâåðæäåíèè á). Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóþò ÷åòûð¼õìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�
ßó, èìåþùèå ÷èñëà Õîäæà h1,1 = 16, h2,1 = 30, h3,1 = 53, ïðåäñòàâëÿþùèå êëàññ y4,
à òàêæå ÷åòûð¼õìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�ßó, èìåþùèå ÷èñëà Õîäæà h1,1 = 17,
h2,1 = 45, h3,1 = 69, ïðåäñòàâëÿþùèå êëàññ −y4. �

Êëàññ −y4 ∈ ΩSU
8 ìîæåò áûòü òàêæå ïðåäñòàâëåí ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè�ßó âè-

äà ZS òèïà Áîðê�Âóàçåí, ïîñòðîåííûìè â ðàáîòå [20] êàê êðåïàíòíûå ðàçðåøåíèÿ
îñîáåííîñòåé â ôàêòîðïðîñòðàíñòâàõ ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé ïî íåñèìïëåêòè-
÷åñêèì èíâîëþöèÿì. Ýòî ñëåäóåò èç ñîïîñòàâëåíèÿ ôîðìóëû èç òåîðåìû 13.5 (c) ñ
âû÷èñëåíèåì ÷èñåë Õîäæà â [20, �5.2].

Îáðàçóþùàÿ 1
4y

2
2 = x41 = w4 ãðóïïû ΩSU

8 = Z〈14y
2
2, y4〉 íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà

÷åòûð¼õìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì Êàëàáè�ßó ñ ïîëíîé ãðóïïîé ãîëîíîìèé SU(4). Â
ñàìîì äåëå, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî â êîíöå ðàçäåëà 7,

1
4y

2
2 = x41 =

(
9[CP 1]× [CP 1]− 8[CP 2]

)
×
(
9[CP 1]× [CP 1]− 8[CP 2]

)
,

òàê ÷òî ðîä Òîääà 1
4y

2
2 ðàâåí 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷åòûð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå

Êàëàáè�ßó ñ ïîëíîé ãðóïïîé ãîëîíîìèé SU(4) èìååò h0,1 = h0,2 = h0,3 = 0, è åãî
ðîä Òîääà ðàâåí h0,0 + h0,4 = 2.
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