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Аннотация. Мы изучаем вопрос реализуемости итерированных высших произве-
дений Уайтхеда с данной формой вложенных скобок симплициальными комплек-
сами, на основе конструкции момент-угол-комплекса 𝒵𝒦. А именно, будем гово-
рить, что симплициальный комплекс 𝒦 реализует итерированное высшее произве-
дение Уайтхеда 𝑤, если 𝑤 является нетривиальным элементом в гомотопической
группе 𝜋*(𝒵𝒦). Комбинаторный подход к вопросу реализуемости использует опера-
цию подстановки симплициальных комплексов: для любого итерированного высше-
го произведения 𝑤 мы описываем симплициальный комплекс 𝜕Δ𝑤, реализующий 𝑤.
Более того, для специального вида вложенных скобок внутри 𝑤 мы доказываем,
что 𝜕Δ𝑤 является наименьшим симплициальным комплексом, реализующим 𝑤. Мы
также даём комбинаторный критерий нетривиальности произведения 𝑤. При дока-
зательстве нетривиальности мы используем представителя образа 𝑤 при гомомор-
физме Гуревича в клеточных цепях момент-угол-комплекса 𝒵𝒦 и описание умно-
жения в когомологиях 𝒵𝒦. Мы также используем алгебраический подход на осно-
ве коалгебраической версии комплексов Кошуля и Тейлор коалгебры граней сим-
плициального комплекса 𝒦 для описания канонических циклов, соответствующих
итерованным высшим произведениям 𝑤. Тем самым получается другой критерий
реализуемости 𝑤.
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1. Введение

Âûñøèå ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè èíâàðèàíòàìè íåñòàáèëüíîãî
ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà. Îíè èçó÷àëèñü ñ 1960-õ ãîäîâ â ðàáîòàõ ãîìîòîïè÷åñêèõ òîïî-
ëîãîâ, òàêèõ êàê Ê. Õàðäè [Ha], Äæ. Ïîðòåð [Po] è Ô. Óèëëüÿìñ [Wi].
Ïîÿâëåíèå ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñîâ è ïîëèýäðàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé â òîðè÷åñêîé

òîïîëîãèè â êîíöå 1990-õ îòêðûëî íîâûå ïåðñïåêòèâû â òåîðèè âûñøèõ ãîìîòîïè÷å-
ñêèõ èíâàðèàíòîâ, òàêèõ êàê âûñøèå ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà. Ãîìîòîïè÷åñêîå ðàññëî-
åíèå ïîëèýäðàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé

(1.1) (𝐷2, 𝑆1)𝒦 → (C𝑃∞)𝒦 → (C𝑃∞)𝑚

áûëî èñïîëüçîâàíî â [PR] êàê óíèâåðàëüíàÿ ìîäåëü äëÿ èçó÷åíèÿ âûñøèõ ïðîçèâåäå-
íèé Óàéòõåäà. Çäåñü (𝐷2, 𝑆1)𝒦 = 𝒵𝒦 � ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ, à (C𝑃∞)𝒦 � ïðîñòðàí-
ñòâî, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå ïðîñòðàíñòâó Äýâèñà�ßíóøêåâè÷à [BP1, BP2].
Ôîðìà âëîæåííûõ ñêîáîê â èòåðèðîâàííîì ïðîèçâåäåíèè Óàéòõåäà îòðàæàåòñÿ â êîì-
áèíàòîðèêå ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà 𝒦.
Ñóùåñòâóåò äâà êëàññà ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ 𝒦, äëÿ êîòîðûõ ìîìåíò-óãîë-

êîìïëåêñû îáëàäàþò îñîáåííî õîðîøèìè ñâîéñòâàìè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè èí-
òåðåñíî ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñû 𝒦, äëÿ êîòîðûõ 𝒵𝒦 � ìíîãîîáðàçèå. Òàêèìè ÿâ-
ëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ñèìïëèöèàëüíûå ðàçáèåíèÿ ñôåð èëè ãðàíèöû ñèìïëèöèàëüíûõ
ìíîãîãðàííèêîâ. Ïîëó÷àåìûå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿ 𝒵𝒦 ÷àñòî îáëàäàþò çàìå÷à-
òåëüíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè [Pa]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ òî÷êè çðåíèÿ òåî-
ðèè ãîìîòîïèé âàæíûì ÿâëÿåòñÿ êëàññ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ 𝒦, äëÿ êîòîðûõ
ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ 𝒵𝒦 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí áóêåòó ñôåð. Ìû îáîçíà÷àåì
ýòîò êëàññ 𝐵Δ. Ñôåðû â áóêåòå îáû÷íî âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ èòåðèðîâàííûõ âûñ-
øèõ ïðîèçâåäåíèé Óàéòõåäà êàíîíè÷åñêèõ äâóìåðíûõ ñôåð â ïîëèýäðàëüíîì ïðîèçâå-
äåíèè (C𝑃∞)𝒦. Áóäåì îáîçíà÷àòü𝑊Δ ïîäêëàññ â 𝐵Δ, ñîñòîÿùèé èç òåõ êîìïëåêñîâ 𝒦,
äëÿ êîòîðûõ 𝒵𝒦 ÿâëÿåòñÿ áóêåòîì èòåðèðîâàííûõ âûñøèõ ïðîèçâåäåíèé Óàéòõåäà.
Âîïðîñ îïèñàíèÿ êëàññà 𝑊Δ èçó÷àëñÿ â [PR] è áûë ÿâíî ñôîðìóëèðîâàí â [BP2,
Problem 8.4.5]. Èç ðåçóëüòàòîâ [PR] è [GPTW] ñëåäóåò, ÷òî 𝑊Δ = 𝐵Δ, åñëè îãðàíè-
÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì флаговых ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ; ïðè ýòîì ôëàãîâûé
êîìïëåêñ 𝒦 ïðèíàäëåæèò êëàññó 𝑊Δ â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà åãî îäíîìåðíûé îñòîâ
ÿâëÿåòñÿ õîðäîâûì ãðàôîì. Áîëåå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî 𝑊Δ ñîäåðæèò íàïðàâëåííûå
𝑀𝐹 -êîìïëåêñû [GT], ñäâèíóòûå (shifted) è ïîëíîñòüþ çàïîëíÿåìûå (totally �llable)
êîìïëåêñû [IK1, IK2]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåäàâíî â ðàáîòå [Ab] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
êëàññ 𝑊Δ строго ñîäåðæèòñÿ â 𝐵Δ. Âàæíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîïðîñ реализуемости
èòåðèðîâàííîãî âûñøåãî ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà 𝑤 ñ äàííîé ôîðìîé âëîæåííûõ ñêî-
áîê: áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ 𝒦 реализует èòåðèðîâàííîå âûñ-
øåå ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà 𝑤, åñëè 𝑤 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ýëåìåíòîì â 𝜋*(𝒵𝒦)
(ñì. îïðåäåëåíèå 2.2). Íàïðèìåð, ãðàíèöà ñèìïëåêñà 𝒦 = 𝜕∆(1, . . . ,𝑚) ðåàëèçóåò îä-
íîêðàòíîå (íå èòåðèðîâàííîå) âûñøåå ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà [𝜇1, . . . , 𝜇𝑚], êîòîðîå
îòîáðàæàåò 𝒵𝒦 = 𝑆2𝑚−1 â òîëñòûé áóêåò (C𝑃∞)𝒦.
Ìû ïðåäëàãàåì äâà ïîäõîäà ê îáñóæäàåìûì âûøå âîïðîñàì. Ïåðâûé ïîäõîä êîì-

áèíàòîðíûé: èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ ïîäñòàíîâêè ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ (ñì. � 4),
ìû îïèñûâàåì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ 𝜕∆𝑤, êîòîðûé ðåàëèçóåò ïðîèçâîëüíîå äàí-
íîå âûñøåå ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà 𝑤 (òåîðåìà 5.1). Áîëåå òîãî, äëÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà
âëîæåííûõ ñêîáîê âíóòðè 𝑤 ìû äîêàçûâàåì â òåîðåìå 5.2 à), ÷òî 𝜕∆𝑤 � íàèìåíü-
øèé êîìïëåêñ ðåàëèçóþùèé 𝑤. Òàêæå â òåîðåìå 5.2 á) ìû ïðèâîäèì êîìáèíàòîðíûé
êðèòåðèé íåòðèâèàëüíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ 𝑤. Â äîêàçàòåëüñòâå íåòðèâèàëüíîñòè ìû
èñïîëüçóåì ïðåäñòàâèòåëÿ îáðàçà 𝑤 ïðè ãîìîìîðôèçìå Ãóðåâè÷à â êëåòî÷íûõ öå-
ïÿõ ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñà 𝒵𝒦 è îïèñàíèå óìíîæåíèÿ â êîãîìîëîãèÿõ 𝒵𝒦 èç [BP1].
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Òåîðåìû 5.1, 5.2 è íàáîð ïðèìåðîâ, íå âîøåäøèõ â òåêñò äàííîé ðàáîòû, ïîçâîëÿ-
þò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî 𝜕∆𝑤 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì êîìïëåêñîì, ðåàëèçóþùèì 𝑤, äëÿ
ëþáîãî èòåðèðîâàííîãî âûñøåãî ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà (ñì. âîïðîñ 5.5).
Âòîðîé ïîäõîä àëãåáðàè÷åñêèé: èñïîëüçóÿ êîàëãåáðàè÷åñêèå âåðñèè êîìïëåêñîâ Êî-

øóëÿ è Òåéëîð êîàëãåáðû ãðàíåé êîìïëåêñà 𝒦, ìû îïèñûâàåì êàíîíè÷åñêèå öèêëû,
ñîîòâåòñòâóþùèå èòåðèðîâàííûì âûñøèì ïðîèçâåäåíèÿì Óàéòõåäà 𝑤. Ýòî äà¼ò íàì
äðóãîé êðèòåðèé ðåàëèçóåìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ 𝑤 â òåîðåìå 7.1.

2. Предварительные сведения

Симплициальный комплекс 𝒦 íà ìíîæåñòâå [𝑚] = {1, . . . ,𝑚} � íàáîð ïîäìíîæåñòâ
𝐼 ⊂ [𝑚], çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ. Áóäåì íàçûâàòü 𝐼 ∈ 𝒦
симплексом èëè гранью 𝒦. Ìû âñåãäà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî 𝒦 ñîäåðæèò ∅ è âñå îä-
íîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà {𝑖}, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Ìû îòîæäåñòâëÿåì ñèìïëèöèàëüíûé
êîìïëåêñ 𝒦 è åãî ãåîìåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ ïðè îáñóæäåíèè òîïîëîãèè è ãîìîòî-
ïè÷åñêîãî òèïà 𝒦.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∆𝑚−1 èëè ∆(1, . . . ,𝑚) ïîëíûé ñèìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [𝑚].

Àíàëîãè÷íî, ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç ∆(𝐼) ñèìïëåêñ íà ìíîæåñòâå âåðøèí 𝐼 ⊂ [𝑚] è îáî-
çíà÷àåì åãî ãðàíèöó ÷åðåç 𝜕∆(𝐼). Недостающая грань èëè минимальная негрань 𝒦 �
òàêîå ïîäìíîæåñòâî 𝐼 ⊂ [𝑚], ÷òî 𝐼 /∈ 𝒦, íî 𝜕∆(𝐼) ⊂ 𝒦.
Çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâî èç 𝑚 ïàð îòìå÷åííûõ êëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ

(𝑋,𝐴) = {(𝑋1, 𝐴1), . . . , (𝑋𝑚, 𝐴𝑚)}
ãäå 𝐴𝑖 ⊂ 𝑋𝑖. Äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà 𝐼 ∈ 𝒦 ïîëîæèì

(𝑋,𝐴)𝐼 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑚 | 𝑥𝑗 ∈ 𝐴𝑗 äëÿ 𝑗 /∈ 𝐼}.
Полиэдральным произведением ïàð (𝑋,𝐴), ñîîòâåòñòâóþùèì 𝒦, íàçûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùåå ïîäìíîæåñòâî â 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑚:

(𝑋,𝐴)𝒦 =
⋃︁
𝐼∈𝒦

(𝑋,𝐴)𝐼 (⊂ 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑚).

Â ñëó÷àå, êîãäà (𝑋𝑖, 𝐴𝑖) = (𝐷2, 𝑆1) äëÿ âñåõ 𝑖, ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå 𝒵𝒦
äëÿ (𝐷2, 𝑆1)𝒦 è íàçûâàåì 𝒵𝒦 = (𝐷2, 𝑆1)𝒦 момент-угол-комплексом. Òàêæå, åñëè
(𝑋𝑖, 𝐴𝑖) = (𝑋, pt) äëÿ âñåõ 𝑖, ãäå pt � îòìå÷åííàÿ òî÷êà, ìû èñïîëüçóåì ñîêðàù¼ííîå
îáîçíà÷åíèå 𝑋𝒦 äëÿ (𝑋, pt)𝒦.

Теорема 2.1 ([BP2, òåîðåìà 4.3.2]). Момент-угол-комплекс 𝒵𝒦 является гомотопи-

ческим слоем канонического включения (C𝑃∞)𝒦 →˓ (C𝑃∞)𝑚.

Ñóùåñòâóåò òàêæå áîëåå ÿâíîå îïèñàíèå îòîáðàæåíèÿ âëîæåíèÿ ñëîÿ 𝒵𝒦 → (C𝑃∞)𝒦

â (1.1). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ïàð (𝐷2, 𝑆1)→ (C𝑃∞, 𝑝𝑡), ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàþ-
ùåå âíóòðåííîñòü äèñêà íà äîïîëíåíèå ê îòìå÷åííîé òî÷êå â C𝑃 1. Èç ôóíêòîðèàëüíî-
ñòè ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå ïîëèýäðàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé 𝒵𝒦 = (𝐷2, 𝑆1)𝒦 → (C𝑃∞)𝒦.
Îáùåå îïðåäåëåíèå âûñøåãî ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [Ha]. Ìû

æå îïèøåì ïðîçâåäåíèÿ Óàéòõåäà â ïðîñòðàíñòâå (C𝑃∞)𝒦 è èõ ïîäíÿòèÿ â 𝒵𝒦. Êàê
ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ íèæå, â ýòîì ñëó÷àå çà ñ÷¼ò êàíîíè÷åñêîãî âûáîðà ïðîäîë-
æåíèÿ îòîáðàæåíèé óäà¼òñÿ ýôôåêòèâíî êîíòðîëèðîâàòü íåîäíîçíà÷íîñòü, âîçíèêà-
þùóþ â îïðåäåëåíèè âûñøåãî ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà.
Ðàññìîòðèì 𝑖-ое координатное отображение

𝜇𝑖 : (𝐷2, 𝑆1)→ 𝑆2 ∼= C𝑃 1 →˓ (C𝑃∞)∨𝑚 →˓ (C𝑃∞)𝒦.

Çäåñü âòîðîå îòîáðàæåíèå � êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå C𝑃 1 â 𝑖-îå ñëàãàåìîå áóêåòà, à
òðåòüå èíäóöèðîâàíî âëîæåíèåì 𝑚 îòäåëüíûå òî÷åê â 𝒦. Произведение Уайтхедал
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(èëè скобка Уайтхеда) [𝜇𝑖, 𝜇𝑗 ] ñôåðîèäîâ 𝜇𝑖 è 𝜇𝑗 � ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ îòîáðàæå-
íèÿ

𝑆3 ∼= 𝜕𝐷4 ∼= 𝜕(𝐷2 ×𝐷2) ∼= (𝐷2 × 𝑆1) ∪ (𝑆1 ×𝐷2)
[𝜇𝑖,𝜇𝑗 ]−−−−→ (C𝑃∞)𝒦

ãäå

[𝜇𝑖, 𝜇𝑗 ](𝑥, 𝑦) =

{︃
𝜇𝑖(𝑥) äëÿ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷2 × 𝑆1;

𝜇𝑗(𝑦) äëÿ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆1 ×𝐷2.

Ëþáîå ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà [𝜇𝑖, 𝜇𝑗 ] ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíûì ïðè êîìïîçèöèè ñ
âëîæåíèåì (C𝑃∞)𝒦 →˓ (C𝑃∞)𝑚 ≃ 𝐾(Z𝑚, 2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî [𝜇𝑖, 𝜇𝑗 ] : 𝑆

3 →
(C𝑃∞)𝒦 ïîäíèìàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ â ñëîé:

𝒵𝒦 (C𝑃∞)𝒦 (C𝑃∞)𝑚

𝑆3

[𝜇𝑖,𝜇𝑗 ]

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òî æå îáîçíà÷åíèå [𝜇𝑖, 𝜇𝑗 ] äëÿ ïîäíÿòèÿ 𝑆
3 → 𝒵𝒦. Ñðàçó îò-

ìåòèì, ÷òî ïîäíÿòèå ìîæåò áûòü âûáðàíî êàíîíè÷åñêè êàê âêëþ÷åíèå ïîäêîìïëåêñà

[𝜇𝑖, 𝜇𝑗 ] : 𝑆
3 ∼= (𝐷2 × 𝑆1) ∪ (𝑆1 ×𝐷2) →˓ 𝒵𝒦.

Ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà [𝜇𝑖, 𝜇𝑗 ] òðèâèàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæå-
íèå [𝜇𝑖, 𝜇𝑗 ] : 𝑆

3 → 𝒵𝒦 ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà 𝐷4 ∼= 𝐷2
𝑖 × 𝐷2

𝑗 →˓ 𝒵𝒦. Ïîñëåäíåå

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ∆(𝑖, 𝑗) = {𝑖, 𝑗} ÿâëÿåòñÿ 1-ñèìïëåêñîì 𝒦.
Высшие произведения Уайтхеда îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêòèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü 𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑛 � òàêîé íàáîð ñôåðîèäîâ, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑘 âûñøåå ïðîèçâåäåíèå
[𝜇𝑖1 , . . . , ̂︁𝜇𝑖𝑘 , . . . , 𝜇𝑖𝑛 ] òðèâèàëüíî. Òîãäà äëÿ êàæäîãî (𝑛 − 1)-êðàòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ñóùåñòâóåò каноническое ïðîäîëæåíèå [𝜇𝑖1 , . . . , ̂︁𝜇𝑖𝑘 , . . . , 𝜇𝑖𝑛 ] îòîáðàæåíèÿ íà 𝐷2(𝑛−1),
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé

[𝜇𝑖1 , . . . , ̂︁𝜇𝑖𝑘 , . . . , 𝜇𝑖𝑛 ] : 𝐷2
𝑖1 × . . .×𝐷

2
𝑖𝑘−1
×𝐷2

𝑖𝑘+1
× . . .×𝐷2

𝑖𝑛 →˓ 𝒵𝒦 → (C𝑃∞)𝒦,

ïðè÷¼ì âñå ýòè ïðîäîëæåíèÿ ñîãëàñîâàíû. Îïðåäåëèì 𝑛-êðàòíîå ïðîèçâåäåíèå ñôå-
ðîèäîâ 𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑛 êàê êëàññ îòîáðàæåíèÿ

𝑆2𝑛−1 ∼= 𝜕(𝐷2
𝑖1 × . . .×𝐷

2
𝑖𝑛) ∼=

𝑛⋃︁
𝑘=1

𝐷2
𝑖1 × . . .× 𝑆

1
𝑖𝑘
× . . .×𝐷2

𝑖𝑛

[𝜇𝑖1 ,...,𝜇𝑖𝑛 ]−−−−−−−→ (C𝑃∞)𝒦,

çàäàâàåìîãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑛 ](𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = [𝜇𝑖1 , . . . , ̂︀𝜇𝑖𝑘 , . . . , 𝜇𝑖𝑛 ](𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑘, . . . , 𝑥𝑛), åñëè 𝑥𝑘 ∈ 𝑆1
𝑖𝑘
.

Â Ïðåäëîæåíèè 3.3 íèæå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âûñøåå ïðîèçâåäåíèå [𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝 ]

îïðåäåëåíî â 𝜋2𝑝−1((C𝑃∞)𝒦) â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà 𝜕∆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝) � ïîäêîìïëåêñ
â 𝒦, è [𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝 ] òðèâèàëüíî â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ∆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝) � ñèìïëåêñ 𝒦.
Íàðÿäó ñ âûñøèìè ïðîèçâåäåíèÿìè Óàéòõåäà êàíîíè÷åñêèõ ñôåðîèäîâ 𝜇𝑖 ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü общие итерированные âûñøèå ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà, ò. å. âûñøèå
ïðîèçâåäåíèÿ, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå ëþáîãî àðãóìåíòà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî âûñ-
øåå ïðîèçâåäåíèå, íàïðèìåð,[︁

𝜇1, 𝜇2, [𝜇3, 𝜇4, 𝜇5],
[︀
𝜇6, 𝜇13, [𝜇7, 𝜇8, 𝜇9], 𝜇10

]︀
, [𝜇11, 𝜇12]

]︁
.

Ñðåäèè îáùèõ èòåðèðîâàííûõ ïðîèçâåäåíèé Óàéòõåäà ìû âûäåëÿåì сгнездованные

ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðûå èìåþò âèä

𝑤 =
[︁[︀
. . .
[︀
[𝜇𝑖11 , . . . , 𝜇𝑖1𝑝1 ], 𝜇𝑖21 , . . . , 𝜇𝑖2𝑝2

]︀
, . . .

]︀
, 𝜇𝑖𝑛1 , . . . , 𝜇𝑖𝑛𝑝𝑛

]︁
: 𝑆𝑑(𝑤) → (C𝑃∞)𝒦.
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Çäåñü 𝑑(𝑤) � ðàçìåðíîñòü 𝑤. Èíîãäà ìû íàçûâàåì [𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝 ] однократным (íåèòå-
ðèðîâàííûì) âûñøèì ïðîèçâåäåíèåì Óàéòõåäà.
Êàê è â ñëó÷àå îáû÷íûõ ïðîèçâåäåíèé Óàéòõåäà ëþáîå âûñøåå ïðîèçâåäåíèå Óàéò-

õåäà ïîäíèìàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ 𝑆𝑑(𝑤) → 𝒵𝒦 èç ðàçìåðíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé.

Определение 2.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ 𝒦 реализует

èòåðèðîâàííîå âûñøåå ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà 𝑤, åñëè 𝑤 � íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò
â 𝜋*(𝒵𝒦).

Пример 2.3. Êîìïëåêñ 𝜕∆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝) ðåàëèçóåò îäíîêðàòíîå ïðîèçâäåíèå Óàéòõåäà
[𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝 ].

Конструкция 2.4 (êëåòî÷íàÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà 𝒵𝒦). Ñëåäóÿ [BP2, �4.4], ìû
ïðåäñòàâëÿåì 𝐷2 â âèäå îáúåäèíåíèÿ 3 êëåòîê: òî÷êà 1 ∈ 𝐷2 � 0-êëåòêà; äîïîëíåíèå
äî 1 íà ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè � 1-êëåòêà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷àåì 𝑆; è âíóòðåí-
íîñòü 𝐷2 � 2-êëåòêà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷àåì 𝐷. Ýòè êëåòêè êàíîíè÷åñêè îðèåíòè-
ðîâàíû êàê ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîñòè R2. Áåðÿ ïðîèçâåäåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì êëåòî÷íîå
ðàçáèåíèå ïîëèäèñêà (𝐷2)𝑚, â êîòîðîì êëåòêè ñîîòâåòñòâóþò òàêèì ïàðàì ïîäìíî-
æåñòâ 𝐽, 𝐼 ⊂ [𝑚], ÷òî 𝐽∩𝐼 = ∅: ìíîæåñòâî 𝐽 ñîîòâåòñòâóåò 𝑆-êëåòêàì â ïðîèçâåäåíèè,
à 𝐼 � 𝐷-êëåòêàì. Êëåòêó ïîëèäèñêà (𝐷2)𝑚, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðå 𝐽, 𝐼, áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç κ(𝐽, 𝐼):

κ(𝐽, 𝐼) =
∏︁
𝑖∈𝐼

𝐷𝑖 ×
∏︁
𝑗∈𝐽

𝑆𝑗 =

=
{︀

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ (𝐷2)𝑚
⃒⃒

𝑥𝑖 ∈ 𝐷 ïðè 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑥𝑗 ∈ 𝑆 ïðè 𝑗 ∈ 𝐽 è 𝑥𝑙 = 1 ïðè 𝑙 /∈ 𝐽 ∪ 𝐼
}︀
.

Òîãäà 𝒵𝒦 ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì ïîäêîìïëåêñîì â (𝐷2)𝑚; ïðè÷¼ì êëåòêè κ(𝐽, 𝐼) ⊂ 𝒵𝒦
âûäåëÿþòñÿ óñëîâèåì 𝐼 ∈ 𝒦.
Äëÿ äàííîãî ïîäìíîæåñòâà 𝐽 ⊂ [𝑚] îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝒦𝐽 полный подкомплекс 𝒦 íà

âåðøèíàõ 𝐽 , ò. å.
𝒦𝐽 = {𝐼 ∈ 𝒦| 𝐼 ⊂ 𝐽}.

Ïóñòü 𝐶𝑝−1(𝒦𝐽) � ãðóïïà (𝑝−1)-ìåðíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ öåïåé 𝒦𝐽 ; å¼ áàçèñ ñîñòîèò
èç ñèìïëåêñîâ 𝐿 ∈ 𝒦𝐽 , |𝐿| = 𝑝. Ìû òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 𝒞𝑞(𝒵𝒦) ãðóïïó 𝑞-
ìåðíûõ êëåòî÷íûõ öåïåé 𝒵𝒦 îòíîñèòåëüíî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ, îïèñàííîãî âûøå.

Теорема 2.5 (ñì. [BP2, òåîðåìû 4.5.7, 4.5.8]). Гомоморфизмы

𝐶𝑝−1(𝒦𝐽) −→ 𝒞𝑝+|𝐽 |(𝒵𝒦), 𝐿 ↦→ sign(𝐿, 𝐽)κ(𝐽∖𝐿,𝐿)

индуцируют инъективные гомоморфизмы̃︀𝐻𝑝−1(𝒦𝐽) →˓ 𝐻𝑝+|𝐽 |(𝒵𝒦),

которые функториальны относительно включений подкомплексов. Здесь 𝐿 ∈ 𝒦𝐽 —

симплекс, а sign(𝐿, 𝐽) — знак перетасовки (𝐿, 𝐽). Включения выше индуцируют изо-

морфизм абелевых групп ⨁︁
𝐽⊂[𝑚]

̃︀𝐻*(𝒦𝐽)
∼=−→ 𝐻*(𝒵𝒦).

В случае когомологий мы имеем изомофризм колец⨁︁
𝐽⊂[𝑚]

̃︀𝐻*(𝒦𝐽)
∼=−→ 𝐻*(𝒵𝒦).

Структура кольца в левой части задаётся отображениями

𝐻𝑘−|𝐼|−1(𝒦𝐼)⊗𝐻ℓ−|𝐽 |−1(𝒦𝐽)→ 𝐻𝑘+ℓ−|𝐼|−|𝐽 |−1(𝒦𝐼∪𝐽),
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которые индуцированны каноническими симплициальными включениями 𝒦𝐼∪𝐽 →
𝒦𝐼 * 𝒦𝐽 для 𝐼 ∩ 𝐽 = ∅ и нулевые для 𝐼 ∩ 𝐽 ̸= ∅.

3. Образ высших произведений Уайтхеда при гомоморфизме Гуревича

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì ãîìîìîðôèçì Ãóðåâè÷à ℎ : 𝜋*(𝒵𝒦)→ 𝐻*(𝒵𝒦).
Êàíîíè÷åñêàÿ êëåòî÷íàÿ öåïü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ îáðàç ïðè ãîìîìîðôèçìå Ãóðåâè÷à
ℎ(𝑤) ∈ 𝐻*(𝒵𝒦) сгнездованного âûñøåãî ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà 𝑤 áûëà îïèñàíà â [Ab].

Лемма 3.1 ([Ab, ëåììà 4.1]). Образ при гомоморфизме Гуревича

ℎ
(︁[︁[︀

. . .
[︀
[𝜇𝑖11 , . . . , 𝜇𝑖1𝑝1 ], 𝜇𝑖21 , . . . , 𝜇𝑖2𝑝2

]︀
, . . .

]︀
, 𝜇𝑖𝑛1 , . . . , 𝜇𝑖𝑛𝑝𝑛

]︁)︁
∈ 𝐻2(𝑝1+···+𝑝𝑛)−𝑛(𝒵𝒦)

представляется клеточной цепью

ℎ𝑐(𝑤) =

𝑛∏︁
𝑘=1

⎛⎝ 𝑝𝑘∑︁
𝑗=1

𝐷𝑖𝑘1 · · ·𝐷𝑖𝑘(𝑗−1)
𝑆𝑖𝑘𝑗𝐷𝑖𝑘(𝑗+1)

· · ·𝐷𝑖𝑘𝑝𝑘

⎞⎠ .

Îáîáùåíèå ýòîé ëåììû ïðåäñòàâëåíî íèæå. Îíî äà¼ò ïðîñòóþ èíäóêòèâíóþ ôîðìó-
ëó, îïèñûâàþùóþ êàíîíè÷åñêóþ êëåòî÷íóþ öåïü ℎ𝑐(𝑤), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò îáðàç
общего èòåðèðîâàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà 𝑤 ∈ 𝜋*(𝒵𝒦) ïðè ãîìîðôèçìå Ãóðåâè-
÷à, îáåñïå÷èâàÿ òåì ñàìûì ýôôåêòèâíûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ïðîèç-
âåäåíèé Óàéòõåäà â ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïïàõ ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñà 𝒵𝒦. Íåêîòîðûå
ïðèëîæåíèÿ ïðèâåäåíû íèæå.

Лемма 3.2. Пусть 𝑤 — общее итерированное произведение Уайтхеда

𝑤 = [𝑤1, . . . , 𝑤𝑞, 𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝 ] ∈ 𝜋*(𝒵𝒦).

Здесь 𝑤𝑘 — (общие итерированные) высшие произведения Уайтхеда при 𝑘 = 1, . . . , 𝑞.
Тогда образ при гоморфизме Гуревича ℎ(𝑤) ∈ 𝐻*(𝒵𝒦) представляется следующей

канонической клеточной цепью:

ℎ𝑐(𝑤) = ℎ𝑐(𝑤1) · · ·ℎ𝑐(𝑤𝑞)
(︁ 𝑝∑︁
𝑘=1

𝐷𝑖1 · · ·𝐷𝑖𝑘−1
𝑆𝑖𝑘𝐷𝑖𝑘+1

· · ·𝐷𝑖𝑝

)︁
.

Áóäåì íàçûâàòü ℎ𝑐(𝑤) канонической êëåòî÷íîé öåïüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé èòåðèðî-
âàííîìó âûñøåìó ïðîèçâåäåíèþ Óàéòõåäà 𝑤. Â ñëó÷àå ñãíåçäîâàííûõ ïðîèçâåäåíèé
ëåììà 3.2 ñâîäèòñÿ ê ëåììå 3.1.
Доказательство ëåììû 3.2. Ïóñòü 𝑑, 𝑑1, . . . , 𝑑𝑞 � ðàçìåðíîñòè ïðîèçâåäåíèé 𝑤,

𝑤1, . . . , 𝑤𝑞, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà 𝑤 ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé

(3.1) 𝑆𝑑 ∼= 𝜕(𝐷𝑑1 × · · · ×𝐷𝑑𝑞 ×𝐷2
𝑖1 × · · · ×𝐷

2
𝑖𝑝) ∼=

∼=
(︂
𝐷𝑑1 × · · · ×𝐷𝑑𝑞 ×

(︁ 𝑝⋃︁
𝑘=1

𝐷2
𝑖1 × · · · × 𝑆

1
𝑖𝑘
× · · · ×𝐷2

𝑖𝑝

)︁)︂
∪

∪
(︂(︁ 𝑞⋃︁

𝑙=1

𝐷𝑑1 × · · · × 𝑆𝑑𝑙−1 × · · · ×𝐷𝑑𝑞

)︁
×𝐷2

𝑖1 × · · · ×𝐷
2
𝑖𝑝

)︂
𝛾−→

𝛾−→
(︂
𝑆𝑑1 × · · · × 𝑆𝑑𝑞 ×

(︁ 𝑝⋃︁
𝑘=1

𝐷2
𝑖1 × · · · × 𝑆

1
𝑖𝑘
× · · · ×𝐷2

𝑖𝑝

)︁)︂
∪

∪
(︂(︁ 𝑞⋃︁

𝑙=1

𝑆𝑑1 × · · · × pt × · · · × 𝑆𝑑𝑞

)︁
×𝐷2

𝑖1 × · · · ×𝐷
2
𝑖𝑝

)︂
→ 𝒵𝒦.

Îòîáðàæåíèå 𝛾 ñòÿãèâàåò ãðàíèöó êàæäîãî äèñêà 𝐷𝑑𝑙 , 𝑙 = 1, . . . , 𝑞. Çàìåòèì, ÷òî âñ¼
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå â ïîñëåäíåé ñòðîêå èìååò ðàçìåðíîñòü ñòðîãî ìåíüøå 𝑑, à
çíà÷èò, åãî îáðàç ïðè ãîìîìîðôèçìå Ãóðåâè÷à òðèâèàëåí.
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Èñïîëüçóÿ òî æå ðàññóæäåíèå äëÿ ñôåð 𝑆𝑑1 , . . . , 𝑆𝑑𝑞 , ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑤 ïðîïóñêà-
åòñÿ ÷åðåç îòîáðàæåíèå èç 𝑆𝑑 â îáúåäèíåíèå ïðîèçâåäåíèé äèñêîâ è îêðóæíîñòåé,
êîòîðîå ÿâëÿþòñÿ ïîäêîìïëåêñîì â 𝒵𝒦. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, êàæäàÿ ñôå-
ðà 𝑆𝑑𝑘 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑞, îòîáðàæàåòñÿ íà ïîäêîìïëåêñ â 𝒵𝒦, ñîîòâåòñòâóþùèé êëåòî÷-
íîé öåïè ℎ𝑐(𝑤𝑘). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå (3.1) îáðàç ïðè ãîìîìîðôèçìå Ãóðåâè÷à
ïðîèçâåäåíèÿ 𝑤 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîäêîìïëåêñîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîèçâåäåíèþ âñåõ

ℎ𝑐(𝑤1), . . . , ℎ𝑐(𝑤𝑞) è
𝑝∑︀

𝑘=1

𝐷𝑖1 · · ·𝐷𝑖𝑘−1
𝑆𝑖𝑘𝐷𝑖𝑘+1

· · ·𝐷𝑖𝑝 . �

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèëîæåíèÿ ìû ïîëó÷àåì êîìáèíàòîðíûé êðèòåðèé íåòðèâè-
àëüíîñòè îäíîêðàòíîãî âûñøåãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Предложение 3.3. Однократное высшее произведение Уайтхеда [𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝 ]

а) определено в 𝜋2𝑝−1((C𝑃∞)𝒦) (и поднимается в 𝜋2𝑝−1(𝒵𝒦)) тогда и только то-

гда, когда 𝜕∆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝) — подкомплекс в 𝒦;
б ) тривиально тогда и только тогда, когда ∆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝) — симплекс в 𝒦.

Доказательство. Åñëè ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà [𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝 ] îïðåäåëåíî, òî êàæäîå
(𝑝− 1)-êðàòíîå ïðîèçâåäåíèå [𝜇𝑖1 , . . . , ̂︀𝜇𝑖𝑘 . . . , 𝜇𝑖𝑝 ] òðèâèàëüíî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-
äóêöèè, ýòî âëå÷¼ò, ÷òî 𝜕∆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝) � ïîäêîìïëåêñ â 𝒦.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ∆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝) � íå ñèìïëåêñ 𝒦. Òîãäà ïî ëåììå 3.2 îáðàç

ïðè ãîìîìîðôèçìå Ãóðåâè÷à ℎ([𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝 ]) îïðåäåëÿåò íåòðèâèàëüíûé ãîìîëîãè÷å-

ñêèé êëàññ â 𝐻*(𝒵𝒦), ñîîòâåòñòâóþùèé [𝜕∆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝)] ∈ ̃︀𝐻*(𝒦𝑖1,...,𝑖𝑝) ïðè èçîìîðôèç-
ìå èç òåîðåìû 2.5. Òàêèì îáðàçîì, [𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝 ] íå òðèâèàëüíî. �
Ýòî ïðåäëîæåíèå áóäåò îáîáùåíî íà ñëó÷àé èòåðèðîâàííûõ âûñøèõ ïðîèçâåäåíèé

â � 5.

Ëåììû 3.1, 3.2 è òåîðåìó 2.5 ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèìïëèöèàëüíûõ
êîìïëåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ 𝒵𝒦 � áóêåò èòåðèðîâàííûõ âûñøèõ ïðîèçâåäåíèé Óàéòõåäà.
Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Определение 3.4. Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ 𝒦 ïðèíåäëåæèò êëàññó 𝑊Δ, åñëè 𝒵𝒦
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó ñôåð, è êàæäàÿ ñôåðà â áóêåòå ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿ-
òèåì ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èòåðèðîâàííûõ âûñøèõ ïðîèçâåäåíèé Óàéòõåäà.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ íàøåãî ìåòîäà âûâåäåì ðåçóëüòàòû Èðèå
è Êèñèìîòî: ñäâèíóòûå è âïîëíå çàïîëíÿåìûå êîìïëåêñû ïðèíàäëåæàò êëàññó 𝑊Δ.

Пример 3.5. Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ 𝒦 íàçûâàåòñÿ сдвинутым (shifted), åñëè
åãî âåðøèíû ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàê, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:
åñëè 𝐼 ∈ 𝒦, 𝑖 ∈ 𝐼 è 𝑗 > 𝑖, òî (𝐼 − 𝑖) ∪ 𝑗 ∈ 𝒦.
Ïóñòü MF𝑚(𝒦) � ìíîæåñòâî íåäîñòàþùèõ ãðàíåé 𝒦, ñîäåðæàùèõ ìàêñèìàëüíóþ

âåðøèíó 𝑚, ò. å.

MF𝑚(𝒦) = {𝐼 ⊂ [𝑚] | 𝐼 /∈ 𝒦, 𝜕∆(𝐼) ⊂ 𝒦 è 𝑚 ∈ 𝐼}.

Êàê áûëî îòìå÷åíî â [IK1], äëÿ ñäâèíóòîãî êîìïëåêñà 𝒦 èìååò ìåñòî ãîìîòîïè÷åñêàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü

(3.2) 𝒦 ≃
⋁︁

𝐼∈MF𝑚(𝒦)

𝜕∆(𝐼)

(ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ôàêòîïðîñòðàíñòâî 𝒦/ star𝑚𝒦 ãîìåîìîðôíî áóêåòó â ïðà-
âîé ÷àñòè ôîðìóëû (3.2), ïî îïðåäåëåíèþ ñäâèíóòîãî êîìïëåêñà). Çàìåòèì, ÷òî ïîë-
íûé ïîäêîìïëåêñ ñäâèíóòîãî êîìïëåêñà � ñíîâà ñäâèíóòûé êîìïëåêñ. Òîãäà òåîðå-
ìà 2.5 âìåñòå ñ (3.2) âëå÷¼ò, ÷òî 𝐻*(𝒵𝒦) � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ
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êëàññàìè ãîìîëîãèé êëåòî÷íûõ öåïåé âèäà

(3.3)
(︁ 𝑝∑︁
𝑙=1

𝐷𝑖1 · · ·𝐷𝑖𝑙−1
𝑆𝑖𝑙𝐷𝑖𝑙+1

· · ·𝐷𝑖𝑝

)︁
𝑆𝑗1 · · ·𝑆𝑗𝑞 ,

ãäå 𝐼 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑝} ∈ MF𝑚(𝒦𝑖1,...,𝑖𝑝,𝑗1,...,𝑗𝑞). Èç ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî (3.3) � êàíîíè-
÷åñêàÿ êëåòî÷íàÿ öåïü äëÿ ñãíåçäîâàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà

𝑤 =
[︁[︁[︁

. . .
[︀
[𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝 ], 𝜇𝑗1

]︀
, . . .

]︁
, 𝜇𝑗𝑞−1

]︁
, 𝜇𝑗𝑞

]︁
.

Ñëåäîâàòåëüíî, áóêåò ïðîèçâåäåíèé Óàéòõåäà⋁︁
𝐽⊂[𝑚]

⋁︁
𝐼={𝑖1,...,𝑖𝑝}∈MF𝑚(𝒦𝐽 )

𝐽∖𝐼={𝑗1,...,𝑗𝑞}

[︁[︁[︁
. . .
[︀
[𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝 ], 𝜇𝑗1

]︀
, . . .

]︁
, 𝜇𝑗𝑞−1

]︁
, 𝜇𝑗𝑞

]︁
:

⋁︁
𝐽⊂[𝑚]

𝐼∈MF𝑚(𝒦𝐽 )

𝑆
𝑑(𝑤)
𝐽,𝐼 → 𝒵𝒦

èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì â ãîìîëîãèÿõ, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíò-
íîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Теорема 3.6 ([IK1]). Всякий сдвинутый комплекс 𝒦 принадлежит классу 𝑊Δ.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ äðóãîé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.2.

Пример 3.7. Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ 𝒦 íàçûâàåòñÿ заполняемым, åñëè ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàáîð MFfill(𝒦) íåäîñòàþùèõ ãðàíåé 𝐼1, . . . , 𝐼𝑘, ÷òî îáúåäèíåíèå 𝒦∪𝐼1∪· · ·∪𝐼𝑘
ñòÿãèâàåìî. Åñëè ëþáîé ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ â 𝒦 ÿâëÿåòñÿ çàïîëíÿåìûì, òî 𝒦 íàçû-
âàåòñÿ вполне заполняемым.
Çàìåòèì, ÷òî ãîìîëîãèè ëþáîãî ïîëíîãî ïîäêîìïëåêñà 𝒦𝐽 âïîëíå çàïîëíÿåìîãî

êîìïëåêñà 𝒦 ïîðîæäåíû öèêëàìè 𝜕∆(𝐼) äëÿ 𝐼 ∈ MFfill(𝒦𝐽). Êàê è â ïðèìåðå 3.5,
𝐻*(𝒵𝒦) � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ êëàññàìè êëåòî÷íûõ öåïåé(︁ 𝑝∑︁

𝑙=1

𝐷𝑖1 . . . 𝐷𝑖𝑙−1
𝑆𝑖𝑙𝐷𝑖𝑙+1

. . . 𝐷𝑖𝑝

)︁
𝑆𝑗1 . . . 𝑆𝑗𝑞 ,

ãäå ∆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑞) ∈ MFfill(𝒦𝑗1,...,𝑗𝑝,𝑖1,...,𝑖𝑞). Êàê è ðàíüøå, îòîáðàæåíèå⋁︁
𝐽⊂[𝑚]

⋁︁
𝐼∈MFfill(𝒦𝐽 )
𝐽∖𝐼={𝑗1,...,𝑗𝑞}

[︁[︁[︁
. . .
[︀
[𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝 ], 𝜇𝑗1

]︀
, . . .

]︁
, 𝜇𝑗𝑞−1

]︁
, 𝜇𝑗𝑞

]︁
:

⋁︁
𝐽⊂[𝑚]

𝐼∈MFfill(𝒦𝐽 )

𝑆
𝑑(𝑤)
𝐽,𝐼 → 𝒵𝒦

ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþ-
ùóþ òåîðåìó.

Теорема 3.8 ([IK2]). Всякий вполне заполняемый комплекс 𝒦 принадлежит клас-

су 𝑊Δ.

4. Подстановки симплициальных комплексов

Êîìáèíàòîðíûå êîíñòðóêöèè ïðåäñòàâëåííûå íèæå, ñõîæè ñ îïèñàííûìè â [Ay1] è
[BBCG], õîòÿ ïîëó÷àåìûå êîìïëåêñû îòëè÷àþòñÿ. Àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ â ñëó-
÷àå ïðîèçâîäÿùèõ ìíîæåñòâ áûëà ïðåäëîæåíà Í.Þ. Åðîõîâöîì (ñì. [BP2, êîíñòðóê-
öèÿ 1.5.19]).

Определение 4.1. Ïóñòü 𝒦 � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [𝑚], è ïóñòü
𝒦1, . . . ,𝒦𝑚 � íàáîð èç 𝑚 ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ. Áóäåì íàçûâàòü êîìïëåêñ

(4.1) 𝒦(𝒦1, . . . ,𝒦𝑚) = {𝐼𝑗1 ⊔ · · · ⊔ 𝐼𝑗𝑘 | 𝐼𝑗𝑙 ∈ 𝒦𝑗𝑙 , 𝑙 = 1, . . . , 𝑘 è {𝑗1, . . . , 𝑗𝑘} ∈ 𝒦}
подстановкой 𝒦1, . . . ,𝒦𝑚 â 𝒦.
Ìíîæåñòâî íåäîñòàþùèõ ãðàíåé MF(𝒦(𝒦1, . . . ,𝒦𝑚)) ïîäñòàíîâî÷íîãî ñèìïëèöèàëü-

íîãî êîìïëåêñà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, âñÿêàÿ íåäîñòàþùàÿ
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ãðàíü êàæäîãî𝒦𝑖 ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàþùåé ãðàíüþ êîìïëåêñà𝒦(𝒦1, . . . ,𝒦𝑚). Âî-âòîðûõ,
äëÿ êàæäîé íåäîñòàþùåé ãðàíè ∆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘) êîìïëåêñà 𝒦 èìååòñÿ ñëåäóþùåå ìíîæå-
ñòâî íåäîñòàþùèõ ãðàíåé ïîäñòàíîâî÷íîãî êîìïëåêñà:

MF𝑖1,...,𝑖𝑘
(︀
𝒦(𝒦1, . . . ,𝒦𝑚)

)︀
=
{︀

∆(𝑗1, . . . , 𝑗𝑘) | 𝑗𝑙 ∈ 𝒦𝑖𝑙 , 𝑙 = 1, . . . , 𝑘
}︀
.

ßñíî, ÷òî äðóãèõ íåäîñòàþùèõ ãðàíåé â 𝒦(𝒦1, . . . ,𝒦𝑚) íåò, òàê ÷òî ìû èìååì

MF
(︀
𝒦(𝒦1, . . . ,𝒦𝑚)

)︀
= MF(𝒦1) ⊔ · · · ⊔MF(𝒦𝑚) ⊔

⨆︁
Δ(𝑖1,...,𝑖𝑘)∈MF(𝒦)

MF𝑖1,...,𝑖𝑘
(︀
𝒦(𝒦1, . . . ,𝒦𝑚)

)︀
.

4

5

1

2

3

Ðèñ. 1. Ïîäñòàíîâî÷íûé êîìïëåêñ 𝜕∆(𝜕∆(1, 2, 3), 4, 5)

Пример 4.2. Åñëè âñå 𝒦𝑖 � òî÷êè {𝑖}, òî 𝒦(𝒦1, . . . ,𝒦𝑚) = 𝒦. Â ÷àñòíîñòè, èìååì
𝜕∆𝑚−1(1, . . . ,𝑚) = 𝜕∆𝑚−1. Â ñëó÷àå ïîäñòàíîâêè â ñèìïëåêñ ∆𝑚−1 èëè åãî ãðàíèöó
𝜕∆𝑚−1 ìû áóäåì îïóñêàòü ðàçìåðíîñòü, òàêèì îáðàçîì, 𝜕∆(1, . . . ,𝑚) = 𝜕∆𝑚−1, ÷òî
ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäûäóùèì îáîçíà÷åíèåì.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð � íàøà îòïðàâíàÿ òî÷êà ê îáîáùåíèÿì.

Пример 4.3. Ïóñòü 𝒦 = 𝜕∆𝑚−1 è âñå êîìïëåêñû 𝒦𝑖, êðîìå 𝒦1, � òî÷êè. Òîãäà
èìååì 𝜕∆(𝒦1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚) = 𝒥𝑚−2(𝒦1), ãäå 𝒥𝑛(ℒ) � îïåðàöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ â [Ab,
òåîðåìà 5.2]. Ñîãëàñíî [Ab, òåîðåìà 6.1], ïîäñòàíîâî÷íûé êîìïëåêñ

𝜕∆
(︀
𝜕∆(𝑗1, . . . , 𝑗𝑞), 𝑖1, . . . , 𝑖𝑝

)︀
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì, ðåàëèçóþùèì âûñøåå ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà[︀

[𝜇𝑗1 , . . . , 𝜇𝑗𝑞 ], 𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝
]︀
.

Ñëó÷àé 𝑞 = 3, 𝑝 = 2 èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð áóäåò èñïîëüçîâàí â òåîðåìå 5.2.

Конструкция 4.4. Îïèøåì èíäóêòèâíî êàíîíè÷åñêèé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ
𝜕∆𝑤, ñîîòâåòñòâóþùèé îáùåìó èòåðèðîâàííîìó ïðîèçâåäåíèþ Óàéòõåäà 𝑤.
Íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî îäíîêðàòíîìó ïðîèçâåäåíèþ Óàéòõåäà [𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑚 ] ñîîòâåòñòâó-

åò 𝜕∆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑚). Çàïèøåì òåïåðü îáùåå èòåðèðîâàííîå ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà â âèäå

𝑤 = [𝑤1, . . . , 𝑤𝑞, 𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝 ] ∈ 𝜋*(𝒵𝒦),



10 С.А. АБРАМЯН AND Т.Е. ПАНОВ

ãäå 𝑤1, . . . , 𝑤𝑞 � íåòðèâèàëüíûå îáùèå èòåðèðîâàííûå ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà, 𝑞 > 0.
Òîãäà ñîïîñòàâèì ïðîèçâåäåíèþ 𝑤 ïîäñòàíîâî÷íûé êîìïëåêñ

𝜕∆𝑤
def
= 𝜕∆(𝜕∆𝑤1 , . . . , 𝜕∆𝑤𝑞 , 𝑖1, . . . , 𝑖𝑝).

Îïðåäåëèì òàêæå ñëåäóþùèé ïîäêîìïëåêñ â 𝜕∆𝑤:

𝜕∆sph
𝑤 = 𝜕∆sph

𝑤1
* · · · * 𝜕∆sph

𝑤𝑞
* 𝜕∆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝).

Ïî îïðåäåëåíèþ, 𝜕∆sph
𝑤 � äæîéí ãðàíèö ñèìïëåêñîâ, ñëåäîâàòåëüíî, îí ãîìåîìîðôåí

ñôåðå. Áîëåå òîãî, dim 𝜕∆sph
𝑤 = dim 𝜕∆𝑤.

Áóäåì íàçûâàòü ïîäêîìïëåêñ 𝜕∆sph
𝑤 максимальной сферой (комплекса) 𝜕∆𝑤.

Íàïðèìåð, ìàêñèìàëüíàÿ ñôåðà 𝜕∆(𝜕∆(1, 2, 3), 4, 5) ïîëó÷àåòñÿ óäàëåíèåì ðåáðà
∆(4, 5), ñì. ðèñ. 1.

Предложение 4.5. Комплекс 𝜕∆𝑤 гомотопически эквивалентен букету сфер, и

максимальная сфера 𝜕∆sph
𝑤 представляет сумму сфер максимальной размерности.

Доказательство. Ïî ïîñòðîåíèþ, êîìïëåêñ 𝜕∆𝑤 ïîëó÷àåòñÿ èç ìàêñèìàëüíîé ñôå-

ðû 𝜕∆sph
𝑤 ïðèêëåèâàíèåì ñèìïëåêñîâ ðàçìåðíîñòè íå áîëüøå dim 𝜕∆sph

𝑤 . Ñëåäîâà-
òåëüíî, âñå ïðèêëåèâàþùèå îòîáðàæåíèÿ íóëü-ãîìîòîïíû, ÷òî âëå÷¼ò îáà óòâåðæäå-
íèÿ. �

5. Реализация высших произведений Уайтхеда

Ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äàííîãî èòåðèðîâàííîãî âûñøåãî ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà 𝑤
ïîäñòàíîâî÷íûé êîìïëåêñ 𝜕∆𝑤 ðåàëèçóåò 𝑤. Áîëåå òîãî, äëÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà ñêî-
áîê âíóòðè 𝑤 ìû äîêàæåì, ÷òî 𝜕∆𝑤 � íàèìåíüøèé êîìïëåêñ, ðåàëèçóþùèé 𝑤. Òàêæå
ìû îïèøåì êîìáèíàòîðíûé êðèòåðèé íåòðèâèàëüíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ 𝑤.
Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.3 îäíîêðàòíîå âûñøåå ïðîèçâåäåíèå Óàéò-

õåäà [𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝 ] ðåàëèçóåòñÿ êîìïëåêñîì 𝜕∆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝).

Теорема 5.1. Пусть 𝑤1, . . . , 𝑤𝑞 — нетривиальные итерированные высшие произве-

дения Уайтхеда. Комплекс 𝜕∆𝑤, описанный в êîíñòðóêöèè 4.4, реализует итериро-

ванное высшее произведение Уайтхеда

(5.1) 𝑤 = [𝑤1, . . . , 𝑤𝑞, 𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝 ].

Доказательство. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî (5.1) îïðåäåëåíî â 𝒵𝜕Δ𝑤 íàì íóæíî ïî-

ñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå 𝑆𝑑(𝑤) → 𝒵𝜕Δ𝑤 . Ýòî äåëàåòñÿ äîñëîâíî òàê
æå, êàê îïèñàíî â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.2. Áîëåå òîãî, ëåììà 3.2 äà¼ò êëåòî÷íóþ
öåïü ℎ𝑐(𝑤) ∈ 𝒞*(𝒵𝜕Δ𝑤), ïðåäñòàâëÿþùóþ îáðàç ïðè ãîìîìîðôèçìå Ãóðåâè÷à ℎ(𝑤) ∈
𝐻*(𝒵𝜕Δ𝑤). Êëåòî÷íàÿ öåïü ℎ𝑐(𝑤) ∈ 𝒞*(𝒵𝜕Δ𝑤) ñîîòâåòñòâóåò ñèìïëèöèàëüíîé öåïè

𝜕∆sph
𝑤 ∈ 𝐶*(𝜕∆𝑤) ïðè èçîìîðôèçìå èç òåîðåìû 2.5. Ïðåäëîæåíèå 4.5 âëå÷¼ò, ÷òî

ñèìïëèöèëüíûé ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ [𝜕∆sph
𝑤 ] ∈ 𝐻*(𝜕∆𝑤) íåíóëåâîé. Òàêèì îáðàçîì,

ℎ(𝑤) ̸= 0 è ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà 𝑤 íåòðèâèàëüíî. �

Äëÿ êîíôèãóðàöèé âëîæåííûõ ñêîáîê ñïåöèàëüíîãî âèäà èìååò ìåñòî áîëåå òî÷íîå
óòâåðæäåíèå.

Теорема 5.2. Пусть 𝑤𝑗 = [𝜇𝑗1 , . . . , 𝜇𝑗𝑝𝑗 ], 𝑗 = 1, . . . , 𝑞, — нетривиальные однократные

высшие произведения Уайтхеда. Рассмотрим итерированное высшее произведение

Уайтхеда

𝑤 = [𝑤1, . . . , 𝑤𝑞, 𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝 ].

Тогда произведение 𝑤
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а) определено в 𝜋*(𝒵𝒦) тогда и только тогда, когда 𝒦 содержит подкомплекс

𝜕∆𝑤 = 𝜕∆
(︀
𝜕∆𝑤1 , . . . , 𝜕∆𝑤𝑞 , 𝑖1, . . . , 𝑖𝑝

)︀
,

где 𝜕∆𝑤𝑗 = 𝜕∆(𝑗1, . . . , 𝑗𝑝𝑗 ), 𝑗 = 1, . . . , 𝑞;
б ) тривиально в 𝜋*(𝒵𝒦) тогда и только тогда, когда 𝒦 содержит подкомплекс

∆
(︀
𝜕∆𝑤1 , . . . , 𝜕∆𝑤𝑞 , 𝑖1, . . . , 𝑖𝑝

)︀
= 𝜕∆𝑤1 * · · · * 𝜕∆𝑤𝑞 *∆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝).

Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå à) âëå÷¼ò, ÷òî 𝜕∆𝑤 � íàèìåíüøèé êîìïëåêñ, ðåàëèçóþ-
ùèé ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà 𝑤.
Доказательство. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑞 > 0; èíà÷å, òåîðåìà ñâîäèòñÿ ê ïðåäëîæå-

íèþ 3.3. Ìû ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ: 𝑝 = 0; 𝑝 = 1; 𝑝 > 1.

Ñëó÷àé 𝑝 = 0. Òîãäà 𝑤 = [𝑤1, . . . , 𝑤𝑞].
Äîêàæåì ñíà÷àëà óòâåðæäåíèå á). Ïóñòü 𝑑1, . . . , 𝑑𝑞 è 𝑑 = 𝑑1+ · · ·+𝑑𝑞−1 � ðàçìåðíî-

ñòè ïðîèçâåäåíèé Óàéòõåäà 𝑤1, . . . , 𝑤𝑞 è [𝑤1, . . . , 𝑤𝑞], ñîîòâåòñòâåííî. Òðèâèàëüíîñòü 𝑤
âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå ïóíêòèðíîé ñòðåëêè â äèàãðàììå

𝑆𝑑 FW(𝑆𝑑1 , . . . , 𝑆𝑑𝑞) 𝒵𝒦

𝐷𝑑+1 𝑆𝑑1 × · · · × 𝑆𝑑𝑞

Çäåñü FW(𝑆𝑑1 , . . . , 𝑆𝑑𝑞) îáîçíà÷àåò òîëñòûé áóêåò ñôåð 𝑆𝑑1 , . . . , 𝑆𝑑𝑞 , à âåðõíÿÿ ëåâàÿ
ñòðåëêà � ïðèêëåèâàþùåå îòîáðàæåíèå êëåòêè ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Ïóñòü 𝜎𝑗 ∈ 𝐻𝑑𝑗 (𝒵𝒦) � êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé ñôåðå 𝑆𝑑𝑗 â òîëñòîì

áóêåòå FW(𝑆𝑑1 , . . . , 𝑆𝑑𝑞), 𝑗 = 1, . . . , 𝑞. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, îäíîêðàòíîå ïðîèçâåäå-
íèå Óàéòõåäà 𝑤𝑗 íåòðèâàëüíî, ñëåäîâàòåëüíî, 𝜎𝑗 ̸= 0 (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.3). Êëàññ

𝜎𝑗 ∈ 𝐻𝑑𝑗 (𝒵𝒦) ñîîòâåòñòâóåò ñèìïëèöèàëüíîìó êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó
[︀
𝜕∆𝑤𝑗

]︀* ∈̃︀𝐻*(𝒦𝜕Δ𝑤𝑗
) ïðè êîãîìîëîãè÷åñêîé âåðñèè èçîìîðôèçìà òåîðåìû 2.5. Çäåñü 𝒦𝜕Δ𝑤𝑗

�

ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ 𝜕∆𝑤𝑗 â 𝒦. Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà [𝑤1, . . . , 𝑤𝑞] íåòðè-
âèàëüíî, êîãîìîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå 𝜎1 · · ·𝜎𝑞 íåòðèâèàëüíî â 𝐻*(𝒵𝒦) (ñì. äèà-
ãðàììó âûøå). Èñïîëüçóÿ îïèñàíèå êîãîìîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ â òåîðåìå 2.5,
ïîëó÷àåì, ÷òî 𝒦 ñîäåðæèò 𝜕∆1 * · · · * 𝜕∆𝑤𝑞 â êà÷åñòâå ïîëíîãî ïîäêîìïëåêñà, èç ÷åãî
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå á).
×òîáû äîêàçàòü à), çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ [𝑤1, . . . , 𝑤𝑞] âëå÷¼ò

òðèâèàëüíîñòü âñåõ ïðîèçâåäåíèé [𝑤1, . . . ,̂︁𝑤𝑗 , . . . , 𝑤𝑞], 𝑗 = 1, . . . , 𝑞. Ïî óòâåðæäåíèþ á),

êîìïëåêñ 𝒦 ñîäåðæèò îáúåäèíåíèå
𝑞⋃︀
𝑗=1

𝜕∆𝑤1 *· · ·*𝜕∆𝑤𝑗 *· · ·*𝜕∆𝑤𝑞 , ÷òî åñòü â òî÷íîñòè

𝜕∆(𝜕∆𝑤1 , . . . , 𝜕∆𝑤𝑞). Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëó÷àÿ 𝑝 = 0.

Ñëó÷àé 𝑝 = 1. Òîãäà 𝑤 = [𝑤1, . . . , 𝑤𝑞, 𝜇𝑖1 ].
Ñíà÷àëà äîêàæåì óòâåðæäåíèå á). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑤 = 0. Ýòî âëå÷¼ò òðèâè-

àëüíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ [𝑤1, . . . , 𝑤𝑞]. Èç ñëó÷àÿ 𝑝 = 0 ìû çíàåì, ÷òî 𝒦 ñîäåðæèò
∆(𝜕∆𝑤1 , . . . , 𝜕∆𝑤𝑞) â êà÷åñòâå ïîëíîãî ïîäêîìïëåêñà. Íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî
𝒦 ñîäåðæèò ∆(𝜕∆𝑤1 , . . . , 𝜕∆𝑤𝑞) *∆(𝑖1), ÷òî ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì ñ âåðøèíîé 𝑖1. Èç òðè-
âèàëüíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ 𝑤 ñëåäóåò, ÷òî îáðàç ïðè ãîìîìîðôèçìå Ãóðåâè÷à ℎ(𝑤) ∈
𝐻*(𝒵𝒦) íóëåâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, êëåòî÷íàÿ öåïü ℎ𝑐(𝑤) = ℎ𝑐(𝑤1) · · ·ℎ𝑐(𝑤𝑞)𝑆𝑖1 ÿâëÿåòñÿ
ãðàíèöåé (ñì. ëåììó 3.2). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5 èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñèìïëèöèàëüíûé
öèêë 𝜕∆𝑤1 * · · · *𝜕∆𝑤𝑞 ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé â 𝒦Δ(𝜕Δ𝑤1 ,...,𝜕Δ𝑤𝑞 )∪{𝑖1}. Ïîñëåäíåå âîçìîæíî
òîëüêî åñëè

𝒦Δ(𝜕Δ𝑤1 ,...,𝜕Δ𝑤𝑞 )∪{𝑖1} = ∆(𝜕∆𝑤1 , . . . , 𝜕∆𝑤𝑞) *∆(𝑖1),

÷òî äîêàçûâàåò á).



12 С.А. АБРАМЯН AND Т.Е. ПАНОВ

Òåïåðü äîêàæåì à). Èç ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ ïîëó÷àåì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ 𝑤 ñëåäóåò, ÷òî êîìïëåêñ 𝒦 ñîäåðæèò ïîäêîìïëåêñû ∆(𝜕∆𝑤1 , . . . , 𝜕∆𝑤𝑞) è

∆(𝜕∆𝑤1 , . . . , 𝜕∆𝑤𝑗 , . . . , 𝜕∆𝑤𝑞 , 𝑖1) äëÿ 𝑗 = 1, . . . , 𝑞, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ åñòü â òî÷íîñòè
𝜕∆(𝜕∆𝑤1 , . . . , 𝜕∆𝑤𝑞 , 𝑖1).

Ñëó÷àé 𝑝 > 1.

Áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî 𝑝+ 𝑞. Èìååì 𝑤 =
[︀
𝑤1, . . . , 𝑤𝑞, 𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝

]︀
.

×òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå á), ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑤 = 0, íî 𝒦 íå ñîäåðæèò ïîä-
êîìïëåêñà 𝜕∆𝑤1 * · · · * 𝜕∆𝑤𝑞 * ∆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝). Òîãäà êëåòî÷íàÿ öåïü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
𝜕∆𝑤1 * · · · * 𝜕∆𝑤𝑞 * 𝜕∆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝), ïðè èçîìîðôèçìå èç òåîðåìû 2.5 îïðåäåëÿåò íåòðè-
âèàëüíûé êëàññ ãîìîëîãèé â 𝐻*(𝒵𝒦), êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì ãîìîìîðôèçìà
Ãóðåâè÷à ℎ(𝑤) ïî ëåììå 3.2. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà 𝑤 íåòðèâèàëüíî,
÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Óòâåðæäåíèå à) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 𝑝 = 1. �

Замечание 5.3. Â íàøåì ïîäõîäå íåòðèâèàëüíîñòü âûñøåãî ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà
𝑤 ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå åãî êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâèòåëÿ, ïîñòðîåííîãî â � 2. Òåì
íå ìåíåå, ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåä¼ííûì â äîêàçàòåëüñòâå ñëó÷àÿ 𝑝 = 0,
ïîêàçûâàþò, ÷òî óòâåðæäåíèå î íåòðèâèàëüíîñòè âûñøåãî ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà â
òåîðåìå 5.2 îñòà¼òñÿ âåðíûì, åñëè íåòðèâèàëüíîñòü ïîíèìàòü â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå,
ò. å. êàê îòñóòñòâèå òðèâèàëüíîãî ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà âî ìíîæåñòâå âñåâîçìîæíûõ
ïðîäîëæåíèé.

Пример 5.4. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà 𝑤 =
[︀
[𝜇1, 𝜇2, 𝜇3], 𝜇4, 𝜇5

]︀
â ìîìåíò-

óãîë-êîìïëåêñå 𝒵𝒦, ñîîòâåòñòâóþùåì ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó 𝒦 íà ïÿòè âåðøè-
íàõ. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ 𝑤 íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñêîáêè

[︀
[𝜇1, 𝜇2, 𝜇3], 𝜇4

]︀
,
[︀
[𝜇1, 𝜇2, 𝜇3], 𝜇5

]︀
è [𝜇4, 𝜇5] áûëè íóëåâûìè. Ïî òåîðåìå 5.2 á), ýòî çíà÷èò, ÷òî 𝒦 ñîäåðæèò ïîäêîìïëåê-
ñû 𝜕∆(1, 2, 3) *∆(4), 𝜕∆(1, 2, 3) *∆(5) è ∆(4, 5). Äðóãèìè ñëîâàìè, 𝒦 ñîäåðæèò ïîä-
êîìïëåêñ 𝜕∆

(︀
𝜕∆(1, 2, 3), 4, 5

)︀
, èçîáðàæ¼ííûé íà Ðèñ. 1. Çíà÷èò, 𝜕∆

(︀
𝜕∆(1, 2, 3), 4, 5

)︀
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì êîìïëåêñîì, ðåàëèçóþùèì ñêîáêó 𝑤 =

[︀
[𝜇1, 𝜇2, 𝜇3], 𝜇4, 𝜇5

]︀
.

Ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ 𝒵𝒦 ñîîòâåòñòâóþùèé 𝒦 = 𝜕∆
(︀
𝜕∆(1, 2, 3), 4, 5

)︀
, ãîìîòîïè÷å-

ñêè ýêâèâàëåíòåí áóêåòó (𝑆5)∨4∨(𝑆6)∨3∨𝑆7∨𝑆8, ïðè÷¼ì êàæäàÿ ñôåðà ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâåäåíèåì Óàéòõåäà, ñì. [Ab, ïðèìåð 5.4]. Íàïðèìåð, ñôåðà 𝑆7 ðåàëèçóåòñÿ ïðîèçâå-
äåíèåì 𝑤 =

[︀[︀
[𝜇3, 𝜇4, 𝜇5], 𝜇1

]︀
, 𝜇2
]︀
, à ñôåðà 𝑆8 � ïðîèçâåäåíèåì 𝑤 =

[︀
[𝜇1, 𝜇2, 𝜇3], 𝜇4, 𝜇5

]︀
.

Ìû îæèäàåì, ÷òî òåîðåìà 5.2 âåðíà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èòåðèðîâàííûõ âûñøèõ ïðî-
èçâåäåíèé.

Вопрос 5.5. Верно ли, что для любого итерированного высшего произведения Уайт-
хеда 𝑤 подстановочный комплекс 𝜕∆𝑤 — наименьший, реализующий 𝑤?

6. Резольвенты коалгебры граней

Èñõîäíî êîãîìîëîãèè ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñà 𝒵𝒦 áûëè îïèñàíû â [BP1] êàê Tor-
àëãåáðà àëãåáðû ãðàíåé êîìïëåêñà 𝒦. Êàê áûëî çàìå÷åíî â [BBP], êîìïëåêñ Êîøóëÿ,
âû÷èñëÿþùèé Tor-àëãåáðó, ìîæåò áûòü îòîæäåñòâ¼í ñ êëåòî÷íûì êîöåïíûì êîìïëåê-
ñîì äëÿ 𝒵𝒦 äëÿ ñòàíäàðòíîé êëåòî÷íîé ñòðóêòóðû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Tor-àëãåáðà è,
ñëåäîâàòåëüíî, êîãîìîëîãèè 𝒵𝒦 ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòû Òåé-
ëîð àëãåáðû ãðàíåé êàê ìîäóëÿ íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ, ñì. [WZ], [Ay2, �4]. Ìû äóà-
ëèçóåì îáà ïîäõîäà, îòîæäåñòâÿÿ ãîìîëîãèè 𝒵𝒦 ñ Cotor-êîàëãåáðîé êîàëãåáðû ãðàíåé
êîìïëåêñà 𝒦 è èñïîëüçóÿ êîàëãåáðàè÷åñêèå ðåçîâåíòû Êîøóëÿ è Òåéëîð äëÿ îïèñàíèÿ
öèêëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ èòåðèðîâàííûì âûñøèì ïðîèçâåäåíèÿì Óàéòõåäà.
Ïóñòü k� êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Алгеброй граней k[𝒦] ñèìïëèöèàëüíîãî

êîìïëåêñà 𝒦 íàçûâàåòñÿ ôàêòîðàëãåáðà àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ k[𝑣1, . . . , 𝑣𝑚] ïî èäåàëó,
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ïîðîæä¼ííîìó ìîíîìàìè áåç êâàäðàòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèìè íåñèìïëåêñàì 𝒦:

k[𝒦] = k[𝑣1, . . . , 𝑣𝑚]
⧸︀(︀
𝑣𝑗1 · · · 𝑣𝑗𝑘 | {𝑗1, . . . , 𝑗𝑘} /∈ 𝒦

)︀
.

Îïðåäåëèì ãðàäóèðîâêó ðàâåíñòâîì deg 𝑣𝑗 = 2. Äëÿ äàííîãî ïîäìíîæåñòâà 𝐽 ⊂ [𝑚],
ïîëîæèì 𝑣𝐽 =

∏︀
𝑗∈𝐽 𝑣𝑗 . Çàìåòèì, ÷òî

k[𝒦] = k[𝑣1, . . . , 𝑣𝑚]
⧸︀(︀
𝑣𝐽 | 𝐽 ∈ MF(𝒦)

)︀
,

ãäå MF(𝒦) îáîçíà÷àåò ìîæåñòâî íåäîñòàþùèõ ãðàíåé (ìèíèìàëüíûõ íåãðàíåé) êîì-
ïëåêñà 𝒦. Àëãåáðà ãðàíåé Z[𝒦] òàêæå èçâåñòíà êàê кольцо граней èëè кольцо Стенли-
Райснера êîìïëåêñà 𝒦.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü êðàòêîå îáîçíà÷åíèå k[𝑚] äëÿ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ k[𝑣1, . . . , 𝑣𝑚].

Ïóñòü 𝑀 è 𝑁 � äâà k[𝑚]-ìîäóëÿ. Íàïîìíèì, ÷òî 𝑛-é ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð äëÿ

· ⊗k[𝑚]𝑁 îáîçíà÷àåòñÿ Tor
k[𝑚]
𝑛 (𝑀,𝑁) èëè Tor−𝑛k[𝑚](𝑀,𝑁). (Ïîñëåäíåå îáîçíà÷åíèå ëó÷-

øå ïðèñïîñîáëåíî äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè Ýéëåíáåðãà�Ìóðà, ãäå Tor âîçíèêàåò êàê êîãîìîëîãèè íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâ.)
À èìåííî, äëÿ äàííîé ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòû 𝑅∙ → 𝑀 ñ ìîäóëÿìè, çàíóìåðîâàí-
íûìè íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëàìè, èìååì

Tor−𝑛k[𝑚](𝑀,𝑁) = 𝐻−𝑛(𝑅∙ ⊗k[𝑚] 𝑁).

Ñòàíäàðòíîå ðàññóæäåíèå, èñïîëüçóþùèå áèêîìïëåêñû è êîììóòàòèâíîñòü òåíçîðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ, äà¼ò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

Tor−𝑛k[𝑚](𝑀,𝑁) ∼= Tor−𝑛k[𝑚](𝑁,𝑀).

Åñëè𝑀 è 𝑁 � ãðàäóèðîâàíûå k[𝑚]-ìîäóëè, òî Tor−𝑖k[𝑚](𝑀,𝑁) íàñëåäóåò âíóòðåííþþ

ãðàäóèðîâêó, è ìû îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèå áèãðàäóèðîâàííûå êîìïîíåíòû ÷åðåç

Tor−𝑖,2𝑗k[𝑚] (𝑀,𝑁).

Теорема 6.1 ([BP1, òåîðåìà 4.2.1]). Имеет место изоморфизм k-алгебр

𝐻*(𝒵𝒦;k) ∼= Tork[𝑣1,...,𝑣𝑚]

(︀
k[𝒦],k

)︀
,

где Tor рассматриввается как градуированная полной степенью алгебра.

Tor-àëãåáðà Tork[𝑚](k[𝒦],k) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ëèáî ïðè ïîìîùè ðåçîëüâåíòû
k[𝑚]-ìîäóëÿ k è òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ íà k[𝒦], ëèáî ïðè ïîìîùè ðåçîëüâåíòû k[𝑚]-
ìîäóëÿ k[𝒦] è òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ íà k.
Äëÿ ïåðâîãî ïîäõîäà ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíàÿ ðåçîëüâåíòà k[𝑚]-ìîäóëÿ k � резоль-

вента Кошуля. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê àöèêëè÷íàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàí-
íàÿ àëãåáðà (︀

Λ[𝑢1, . . . , 𝑢𝑚]⊗ k[𝑣1, . . . , 𝑣𝑚], 𝑑k
)︀
, 𝑑k =

∑︁
𝑖

𝜕

𝜕𝑢𝑖
⊗ 𝑣𝑖.

Çäåñü Λ[𝑢1, . . . , 𝑢𝑚] � âíåøíÿÿ àëãåáðà ñ îáðàçóþùèì 𝑢𝑖 êîãîìîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè 1,
èëè áèñòåïåíè (−1, 2). Ïîñëå òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ íà k[𝒦] ïîëó÷àåì комплекс Ко-

шуля
(︀
Λ[𝑢1, . . . , 𝑢𝑚]⊗ k[𝒦], 𝑑k

)︀
, êîãîìîëîãèè êîòîðîãî � â òî÷íîñòè Tork[𝑚](k[𝒦],k).

Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî [BP1, ëåììà 4.2.5] ìîíîìû 𝑣2𝑖 è 𝑢𝑖𝑣𝑖 ïîðîæäàþò àöèêëè÷íûé
èäåàë â êîìïëåêñå Êîøóëÿ. Äëÿ ôàêòîðàëãåáðû

(6.1) 𝑅*(𝒦) = Λ[𝑢1, . . . , 𝑢𝑚]⊗ k[𝒦]
⧸︀(︀
𝑣2𝑖 = 𝑢𝑖𝑣𝑖 = 0, 1 6 𝑖 6 𝑚

)︀
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé k-áàçèñ èç ìîíîìîâ 𝑢𝐽⊗𝑣𝐼 ñ 𝐽 ⊂ [𝑚], 𝐼 ∈ 𝒦 è 𝐽∩𝐼 = ∅. Àëãåáðà
𝑅*(𝒦) � íå ÷òî èíîå, êàê êëåòî÷íûé êîöåïíîé êîìïëåêñ äëÿ ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñà
𝒵𝒦 (ñì. êîíñòðóêöèþ 2.4):
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Теорема 6.2 ([BBP]). Имеет место изоморфизм коцепных комплексов

𝑅*(𝒦)
∼=−→ 𝒞*(𝒵𝒦), 𝑢𝐽 ⊗ 𝑣𝐼 ↦→ κ(𝐽, 𝐼)*,

индуцирующий изоморфизм алгебр когомологий из òåîðåìû 6.1.

Замечание 6.3. Èçîìîðôèçì êîöåïíûõ êîìïëåêñîâ èç òåîðåìû âûøå î÷åâèäåí. Ðå-
çóëüòàò [BBP] ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì àëãåáð êîãîìîëîãèé.
Ñàì êîìïëåêñ Êîøóëÿ

(︀
Λ[𝑢1, . . . , 𝑢𝑚] ⊗ k[𝒦], 𝑑k

)︀
ìîæåò áûòü îòîæäåñòâë¼í ñ êëåòî÷-

íûìè êîöåïÿìè ïîëèýäðàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (𝑆∞, 𝑆1)𝒦, à ôàêòîðèçàöèÿ ïî àöèê-

ëè÷íîìó èäåàëó â (6.1) ñîîòâåòñòâóåò äåôîðìàöèîííîé ðåòðàêöèè 𝒵𝒦 = (𝐷2, 𝑆1)𝒦
≃−→

(𝑆∞, 𝑆1)𝒦. Äåòàëè ìîæíî íàéòè â [BP2, � 4.5].

Ïðè âòîðîì ïîäõîäå, Tork[𝑚](k[𝒦],k) âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ k[𝑚]-ìîäóëÿ k[𝒦] è
òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ íà k. Минимальная резольвента èìååò íåäîñòàòîê îòñóòñòâèÿ
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñòðóêòóðû. Ñóùåñòâóåò õîðîøàÿ íåìèíèìàëüíàÿ ðåçîëüâåíòà, ïî-
ñòðîåííàÿ Äèàíîé Òåéëîð â å¼ äèññåðòàöèè 1966 ãîäà. Ýòà резольвента Тейлор àëãåá-
ðû k[𝒦] èìååò åñòåñòâåííóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñòðóêòóðó, èíäóöèðóþùóþ èçîìîð-
ôèçì àëãåáð èç òåîðåìû 6.1. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ â òåðìèíàõ íåäîñòàþùèõ ãðàíåé êîì-
ïëåêñà 𝒦 è òåì ñàìûì óäîáíà äëÿ âû÷èñëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ âûñøèìè ïðîèçâåäåíèÿìè
Óàéòõåäà. Íèæå ìû îïèøåì ýòó ðåçîëüâåíòó è å¼ êîàëãåáðàè÷åñêóþ âåðñèþ.

Конструкция 6.4 (ðåçîëüâåíòà Òåéëîð). Ïóñòü (m1, . . . ,m𝑡) � ìîíîìèàëüíûé èäå-
àë â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ k[𝑚]. Ìû îïðåäåëèì ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó k[𝑚]-ìîäóëÿ
k[𝑚]/(m1, . . . ,m𝑡).
Äëÿ âñåõ 𝑠 = 0, . . . , 𝑡 îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐹𝑠 ñâîáîäíûé k[𝑚]-ìîäóëü ðàíãà

(︀
𝑚
𝑠

)︀
ñ áà-

çèñîì {𝑒𝐽}, çàíóìåðîâàííûì ïîäìíîæåñòâàìè 𝐽 ⊂ {1, . . . , 𝑡} ìîùíîñòè 𝑠. Îïðåäåëèì
ìîðôèçì 𝑑 : 𝐹𝑠 → 𝐹𝑠−1 ôîðìóëîé

𝑑(𝑒𝐽) =
∑︁
𝑗∈𝐽

sign(𝑗, 𝐽)
m𝐽

m𝐽∖𝑗
𝑒𝐽∖𝑗 ,

ãäå m𝐽 = lcm𝑗∈𝐽(m𝑗) è sign(𝑗, 𝐽) = (−1)𝑛−1, åñëè 𝑗 � 𝑛-é ýëåìåíò â óïîðÿäî÷åíîì
ìíîæåñòâå 𝐽 . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî 𝑑2 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì êîìïëåêñ

𝑇 (m1, . . . ,m𝑡) : 0→ 𝐹𝑡 → 𝐹𝑡−1 → · · · → 𝐹1 → 𝐹0 → 0.

Ïî òåîðåìå Ä. Òåéëîð, 𝑇 (m1, . . . ,m𝑡) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ðåçîëüâåíòîé k[𝑚]-ìîäóëÿ
k[𝑚]/(m1, . . . ,m𝑡). Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëåé ìû âêëþ÷èëè äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðå-
çóëüòàòà â ïðèëîæåíèå â êà÷åñòâå òåîðåìû A.1.

Äàëåå, ìû îïèøåì äâîéñòâåííûå êîíñòðóêöèè äëÿ êîàëãåáð. Äâîéñòâåííîé ê àëãåáðå
k[𝑣1, . . . , 𝑣𝑚] ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ êîàëãåáðà, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
k⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ èëè k⟨𝑚⟩. Îíà èìååò k-áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ìîíîìîâ m, ñ êîóìíîæåíèåì,
îïðåäåë¼ííûì ôîðìóëîé

(6.2) ∆m =
∑︁

m′·m′′=m

m′ ⊗m′′.

Äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà ìîíîìîâ m1, . . . ,m𝑡 îïðåäåëèì ïîäêîàëãåáðó 𝐶(m1, . . . ,m𝑡) ⊂
k⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ ñ k-áàçèñîì èç ìîíîìîâ m, êîòîðûå íå äåëÿòñÿ íè íà îäèí èç m𝑖, 𝑖 =
1, . . . , 𝑡. Коалгебра граней ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà 𝒦 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

k⟨𝒦⟩ = 𝐶
(︀
𝑥𝐽 | 𝐽 ∈ MF(𝒦)

)︀
.

Êîàëãåáðà k⟨𝒦⟩ èìååò k-áàçèñ èç ìîíîìîâ m, íîñèòåëÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåê-
ñû êîìïëåêñà 𝒦, ñ êîóìíîæåíèåì, îïðåäåë¼ííûì ôîðìóëîé (6.2).
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Ïóñòü Λ � êîàëãåáðà, ïóñòü 𝐴 � ïðàâûé Λ-êîìîäóëü ñî ñòðóêòóðíûì ìîðôèçìîì
∇𝐴 : 𝐴→ 𝐴⊗Λ, è ïóñòü 𝐵 � ëåâûé Λ-êîìîäóëü ñî ñòðóêòóðíûì ìîðôèçìîì ∇𝐵 : 𝐵 →
Λ⊗𝐵. Котензорное произведение êîìîäóëåé 𝐴 è 𝐵 îïðåäåëÿåòñÿ êàê k-êîìîäóëü

𝐴�Λ𝐵 = ker
(︀
∇𝐴 ⊗ 1𝐵 − 1𝐴 ⊗∇𝐵 : 𝐴⊗𝐵 → 𝐴⊗ Λ⊗𝐵

)︀
.

Åñëè Λ êîêîììóòàòèâíà, òî 𝐴�Λ𝐵 ÿâëÿåòñÿ Λ-êîìîäóëåì.
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü 𝑛-é ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð äëÿ · �Λ𝐵 êàê Cotor𝑛Λ(𝐴,𝐵) èëè

CotorΛ−𝑛(𝐴,𝐵). À èìåííî, äëÿ äàííîé èíúåêòèâíîé ðåçîëüâåíòû 𝐴 → 𝐼∙ ñ ìîäóëÿìè,
çàíóìåðîâàííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëàìè, èìååì

CotorΛ−𝑛(𝐴,𝐵) = Cotor𝑛Λ(𝐴,𝐵) = 𝐻𝑛(𝐼∙ �Λ𝐵).

Åñëè 𝐵 → 𝐽∙ � èíúåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà äëÿ 𝐵, òî ñòàíäàðòíîå ðàññóæäåíèå, èñ-
ïîëüçóþùåå áèêîìïëåêñ, äà¼ò èçîìîðôèçì

(6.3) Cotor𝑛Λ(𝐴,𝐵) = 𝐻𝑛(𝐼∙ �Λ𝐵) ∼= 𝐻𝑛(𝐼∙ �Λ𝐽
∙) ∼= 𝐻𝑛(𝐴�Λ𝐽

∙).

Èçîìîðôèçì 𝐻𝑛(𝐼∙�Λ𝐵)
∼=−→ 𝐻𝑛(𝐴�Λ𝐽

∙) ìîæíî îïèñàòü ÿâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Конструкция 6.5. Ïóñòü 𝜂 ∈ 𝐻𝑛(𝐼∙�Λ𝐵) � ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, ïðåäñòàâëåííûé

öèêëîì 𝜂(0) ∈ 𝐼𝑛�Λ𝐵. Îïèøåì, êàê ïîëó÷èòü öèêë 𝜂
(𝑛+1) ∈ 𝐴�Λ𝐽

𝑛, ïðåäñòàâëÿþùèé
òîò æå êëàññ ãîìîëîãèé â Cotor𝑛Λ(𝐴,𝐵). Ðàññìîòðèì áèêîìïëåêñ

𝐴�Λ𝐵 𝐼0 �Λ𝐵 . . . 𝐼𝑛 �Λ𝐵

𝐴�Λ𝐽
0 𝐼0 �Λ𝐽

0 . . . 𝐼𝑛 �Λ𝐽
0

...
...

. . .
...

𝐴�Λ𝐽
𝑛 𝐼0 �Λ𝐽

𝑛 . . .

𝜂
(0

)↦→
𝜕
𝐵
(𝜂

(0
))

𝜂(1) ↦→𝜕𝐴(𝜂(1))=𝜕𝐵(𝜂(0))

𝜂
(𝑛

)↦→
𝜕
𝐵
(𝜂

(𝑛
))

𝜂(𝑛+1) ↦→𝜕𝐴(𝜂(𝑛+1))=𝜕𝐵(𝜂(𝑛))

Èç èíúåêòèâíîñòè êîìîäóëåé 𝐼𝑚 è 𝐽 𝑙 ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêè è ñòîëáöû òî÷íû. Òîãäà
𝜕𝐴
(︀
𝜕𝐵𝜂

(0)
)︀

= −𝜕𝐵
(︀
𝜕𝐴𝜂

(0)
)︀

= 0. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîé 𝜂(1) ∈ 𝐼𝑛−1 �Λ 𝐽
0, ÷òî

𝜕𝐴𝜂
(1) = 𝜕𝐵𝜂

(0). Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò òàêîé 𝜂(2) ∈ 𝐼𝑛−2 �Λ𝐽
1, ÷òî 𝜕𝐴𝜂

(2) = 𝜕𝐵𝜂
(1).

Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì, ìû â èòîãå ïîëó÷èì ýëåìåíò 𝜂(𝑛+1) ∈ 𝐴 �Λ𝐽
𝑛, êîòîðûé

ïî ïîñòðîåíèþ ïðåäñòàâëÿåò êëàññ 𝜂.

Ìû ïðèìåíèì ýòó êîíñòðóêöèþ â ñëåäóþùåé ñèòóàöèè. Íà÷í¼ì ñ äâîéñòâåííîé âåð-
ñèè òåîðåìû 6.1.

Теорема 6.6. Имеет место изоморфизм k-коалгебр

𝐻*(𝒵𝒦; k) ∼= Cotork⟨𝑥1,...,𝑥𝑚⟩(︀k⟨𝒦⟩,k)︀.
Êîàëãåáðà Cotork⟨𝑚⟩(k⟨𝒦⟩, k) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ äâîéñòâåííîé âåð-

ñèè ðåçîëüâåíòû Êîøóëÿ.
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Конструкция 6.7 (Êîìïëåêñ Êîøóëÿ äëÿ êîàëãåáðû ãðàíåé). Резольвента Кошуля
k⟨𝑚⟩-êîìîäóëÿ k îïðåäåëÿåòñÿ êàê àöèêëè÷íàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ
êîàëãåáðà (︀

k⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ ⊗ Λ⟨𝑦1, . . . , 𝑦𝑚⟩, 𝜕k
)︀
, 𝜕k =

∑︁
𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
⊗ 𝑦𝑖.

Óìíîæàÿ êîòåíçîðíî íà k⟨𝒦⟩, ïîëó÷àåì комплекс Кошуля
(︀
k⟨𝒦⟩ ⊗ Λ⟨𝑦1, . . . , 𝑦𝑚⟩, 𝜕k

)︀
,

ãîìîëîãèè êîòîðîãî ñóòü Cotork⟨𝑚⟩(k⟨𝒦⟩, k).

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó êëåòî÷íûì êîìïëåêñîì 𝒵𝒦 è êîìïëåêñîì Êîøóëÿ k⟨𝒦⟩ îïèñû-
âàåòñÿ ñëåäóþùåé äóàëèçàöèåé òåîðåìû 6.2.

Теорема 6.8. Имеет место включение цепных комплексов

𝒞*(𝒵𝒦)→
(︀
k⟨𝒦⟩ ⊗ Λ⟨𝑦1, . . . , 𝑦𝑚⟩, 𝜕k

)︀
, κ(𝐽, 𝐼) ↦→ 𝑥𝐼 ⊗ 𝑦𝐽 ,

индуцирующий изоморфизм в гомологиях:

𝐻*(𝒵𝒦;k) ∼= 𝐻
(︀
k⟨𝒦⟩ ⊗ Λ⟨𝑦1, . . . , 𝑦𝑚⟩, 𝜕k

)︀
= Cotork⟨𝑥1,...,𝑥𝑚⟩(︀k⟨𝒦⟩, k)︀.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Cotork⟨𝑚⟩(k⟨𝒦⟩, k) ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ äâîéñòâåííîé
âåðñèè ðåçîëüâåíòû Òåéëîð äëÿ k⟨𝑚⟩-êîìîäóëåé k⟨𝒦⟩.

Конструкция 6.9 (ðåçîëüâåíòà Òåéëîð äëÿ êîìîäóëåé). Äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà ìî-
íîìîâ m1, . . . ,m𝑡 ìû îïèøåì êîñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó k⟨𝑚⟩-êîìîäóëÿ 𝐶(m1, . . . ,m𝑡).
Äëÿ êàæäîãî 𝑠 = 0, . . . , 𝑡 îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐼𝑠 êîñâîáîäíûé k⟨𝑚⟩-êîìîäóëü ðàíãà(︀
𝑚
𝑠

)︀
ñ áàçèñîì {𝑒𝐽}, çàíóìåðîâàííûì ïîäìíîæåñòâàìè 𝐽 ⊂ {1, . . . , 𝑡} ìîùíîñòè 𝑠.

Äèôôåðåíöèàë 𝜕 : 𝐼𝑠 → 𝐼𝑠+1 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

𝜕(𝑥𝛼1
1 · · ·𝑥

𝛼𝑚
𝑚 𝑒𝐽) =

∑︁
𝑗 /∈𝐽

sign(𝑗, 𝐽)
𝑥𝛼1
1 · · ·𝑥

𝛼𝑚
𝑚 m𝐽

m𝐽∪{𝑗}
𝑒𝐽∪{𝑗}.

Çäåñü ìû ïîëàãàåì
𝑥
𝛼1
1 ···𝑥𝛼𝑚

𝑚 m𝐽

m𝐽∪{𝑗}
íóë¼ì, åñëè îòíîøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîì. Ïîëó÷à-

åìûé êîìïëåêñ
𝑇 ′(m1, . . . ,m𝑡) : 0→ 𝐼0 → 𝐼1 → · · · → 𝐼𝑡 → 0

íàçûâàåòñÿ резольвентой Тейлор k⟨𝑚⟩-êîìîäóëÿ 𝐶(m1, . . . ,m𝑡). Äîêàçàòåëüñòâî òîãî,
÷òî îí äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé, äàíî â òåîðåìå A.1.

Конструкция 6.10 (êîìïëåêñ Òåéëîð êîàëãåáðû ãðàíåé). Ïóñòü k⟨𝒦⟩ = 𝐶
(︀
𝑥𝐽 | 𝐽 ∈

MF(𝒦)
)︀
� êîàëãåáðà ãðàíåé ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà 𝒦. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî

ðàññìàòðèâàòü 𝑠-é ÷ëåí 𝐼𝑠 â ðåçîëüâåíòå Òåéëîð êàê êîñâîáîäíûé k⟨𝑚⟩-êîìîäóëü ñ
áàçèñîì èç âíåøíèõ ìîíîìîâ 𝑤𝐽1 ∧ · · · ∧𝑤𝐽𝑠 , ãäå 𝐽1, . . . , 𝐽𝑠 � ðàçëè÷íûå íåäîñòàþùèå
ãðàíè êîìïëåêñà 𝒦. Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàë èìååò ñëåäóþùèé âèä

𝜕k⟨𝒦⟩(𝑥
𝛼1
1 · · ·𝑥

𝛼𝑚
𝑚 ·𝑤𝐽1 ∧ · · · ∧𝑤𝐽𝑠) =

∑︁
𝐽 ̸=𝐽1,...,𝐽𝑠

𝑥𝛼1
1 · · ·𝑥

𝛼𝑚
𝑚

𝑥(𝐽1∪···∪𝐽𝑠∪𝐽)∖(𝐽1∪···∪𝐽𝑠)
·𝑤𝐽 ∧𝑤𝐽1 ∧ · · · ∧𝑤𝐽𝑠

(ñóììèðîâàíèå áåð¼òñÿ ïî íåäîñòàþùèì ãðàíÿì 𝐽 ∈ MF(𝒦), îòëè÷íûì îò 𝐽1, . . . , 𝐽𝑠).
Ïîñëå êîòåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ íà k íàä k⟨𝑚⟩ ìû ïîëó÷àåì комплекс Тейлор k⟨𝒦⟩,

âû÷èñëÿþùèé Cotork⟨𝑥1,...,𝑥𝑚⟩(︀k⟨𝒦⟩, k)︀. Åãî (−𝑠)-ÿ ãðàäóèðîâàííàÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿ-
åòñÿ k-ìîäóëåì ñ áàçèñîì èç âíåøíèõ ìîíîìîâ 𝑤𝐽1∧· · ·∧𝑤𝐽𝑠 , ãäå 𝐽1, . . . , 𝐽𝑠 � ðàçëè÷íûå
íåäîñòàþùèå ãðàíè êîìïëåêñà 𝒦. Äèôôåðåíöèàë çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

𝜕k⟨𝒦⟩(𝑤𝐽1 ∧ · · · ∧ 𝑤𝐽𝑠) =
∑︁

𝐽⊂𝐽1∪···∪𝐽𝑠

𝑤𝐽 ∧ 𝑤𝐽1 ∧ · · · ∧ 𝑤𝐽𝑠

(ñóììèðîâàíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì íåäîñòàþùèì ãðàíÿì 𝐽 ⊂ 𝐽1 ∪ · · · ∪ 𝐽𝑠, îòëè÷íûì îò
𝐽1, . . . , 𝐽𝑠).



ПРОИЗВЕДЕНИЯ УАЙТХЕДА И ПОДСТАНОВКИ СИМПЛИЦИАЛЬНЫХ КОМПЛЕКСОВ 17

Òåì ñàìûì, ó íàñ åñòü äâà ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ 𝐻*(𝒵𝒦) = Cotork⟨𝑥1,...,𝑥𝑚⟩(︀k⟨𝒦⟩, k)︀:
ðåçîëüâåíòà Êîøóëÿ äëÿ k èëè ðåçîëüâåíòà Òåéëîð äëÿ k⟨𝒦⟩. Ñâÿçü ìåæäó ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè êîìïëåêñàìè îïèñûâàåòñÿ êâàçèèçîìîðôèçìàìè (6.3) è êîíñòðóêöèåé 6.5.

Пример 6.11. Ïóñòü 𝒦 � ïîäñòàíîâî÷íûé êîìïëåêñ 𝜕∆
(︀
𝜕∆(1, 2, 3), 4, 5

)︀
, ñì. ðèñ. 1.

Ïîñëå êîòåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðåçîëüâåíòû Òåéëîð äëÿ Z⟨𝒦⟩ íà Z, ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùèé êîìïëåêñ:

Z Z4 Z6 Z4

Z

1 ↦→ 0 𝑤123 ↦→ 0

𝑤145 ↦→ 0

𝑤245 ↦→ 0

𝑤345 ↦→ 0

𝑤123 ∧ 𝑤145 ↦→ 𝑤123 ∧ 𝑤145 ∧ 𝑤245 + 𝑤123 ∧ 𝑤145 ∧ 𝑤345

𝑤123 ∧ 𝑤245 ↦→ −𝑤123 ∧ 𝑤145 ∧ 𝑤245 + 𝑤123 ∧ 𝑤245 ∧ 𝑤345

𝑤123 ∧ 𝑤345 ↦→ −𝑤123 ∧ 𝑤145 ∧ 𝑤345 − 𝑤123 ∧ 𝑤245 ∧ 𝑤345

𝑤145 ∧ 𝑤245 ↦→ 0

𝑤145 ∧ 𝑤345 ↦→ 0

𝑤245 ∧ 𝑤345 ↦→ 0

−𝑤123 ∧ 𝑤145 ∧ 𝑤245 ∧ 𝑤345 ← 𝑤123 ∧ 𝑤145 ∧ 𝑤245

𝑤123 ∧ 𝑤145 ∧ 𝑤245 ∧ 𝑤345 ← 𝑤123 ∧ 𝑤145 ∧ 𝑤345

−𝑤123 ∧ 𝑤145 ∧ 𝑤245 ∧ 𝑤345 ← 𝑤123 ∧ 𝑤245 ∧ 𝑤345

𝑤123 ∧ 𝑤145 ∧ 𝑤245 ∧ 𝑤345 ← 𝑤145 ∧ 𝑤245 ∧ 𝑤345

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ãîìîëîãèè ýòîãî êîìïëåêñà ñîâñïàäàþò ñ ãîìîëîãèÿìè áóêåòà
(𝑆5)∨4 ∨ (𝑆6)∨3 ∨ 𝑆7 ∨ 𝑆8, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèìåðîì 5.4.

7. Высшие произведения Уайтхеда и резольвента Тейлор

Ëåììà 3.2 îïèñûâàåò êàíîíè÷åñêóþ êëåòî÷íóþ öåïü, ïðåäñòàâëÿþùóþ îáðàç äàííî-
ãî èòåðèðîâàííîãî âûñøåãî ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà 𝑤 ïðè ãîìîìîðôèçìå Ãóðåâè÷à.
Ïî òåîðåìå 6.8 ýòó êëåòî÷íóþ öåïü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê öèêë â êîìïëåêñå Êî-
øóëÿ, âû÷èñëÿþùåì Cotork⟨𝑚⟩(︀k⟨𝒦⟩,k)︀. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì êîíñòðóêöèþ 6.5 äëÿ
îïèñàíèÿ êàíîíè÷åñêîãî öèêëà, ïðåäñòàâëÿþùåãî èòåðèðîâàííîå âûñøåå ïðîèçâåäå-
íèå Óàéòõåäà 𝑤 â êîàëãåáðàè÷åñêîé ðåçîëüâåíòå Òåéëîð. Ýòî äà¼ò íàì íîâûé êðèòåðèé
ðåàëèçóåìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ 𝑤.

Теорема 7.1. Пусть 𝑤 — сгнездованное итерированное высшее произведение Уайт-

хеда

(7.1) 𝑤 =
[︁[︀
. . .
[︀
[𝜇𝑖11 , . . . , 𝜇𝑖1𝑝1 ], 𝜇𝑖21 , . . . , 𝜇𝑖2𝑝2

]︀
, . . .

]︀
, 𝜇𝑖𝑛1 , . . . , 𝜇𝑖𝑛𝑝𝑛

]︁
.

Тогда образ при гомоморфизме Гуревича ℎ(𝑤) ∈ 𝐻*(𝒵𝒦) = CotorZ⟨𝑚⟩(Z⟨𝒦⟩,Z) пред-

ставляется в комплексе Тейлор для Z⟨𝒦⟩ следующим циклом

(7.2)
𝑛⋀︁
𝑘=1

(︃ ∑︁
𝐽∈MF(𝒦)

𝐽∖
(︀𝑛−𝑘⋃︀
𝑗=1

𝐼𝑗

)︀
=𝐼𝑛−𝑘+1

𝑤𝐽

)︃
,

где 𝐼𝑘 = {𝑖𝑘1, . . . , 𝑖𝑘𝑝𝑘}.

Доказательство. Äëÿ ïàðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ 𝐼 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑠} è 𝐽 =
{𝑗1, . . . , 𝑗𝑡} êîíñòðóêöèÿ 2.4 îïðåäåëÿåò êëåòêó

κ(𝐽, 𝐼) = 𝐷𝑖1 · · ·𝐷𝑖𝑠𝑆𝑗1 · · ·𝑆𝑗𝑡 .



18 С.А. АБРАМЯН AND Т.Е. ПАНОВ

Îíà ëåæèò â 𝒵𝒦, åñëè 𝐼 ∈ 𝒦. Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü
êàíîíè÷åñêóþ êëåòî÷íóþ öåïü ℎ𝑐(𝑤) èç ëåììû 3.1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(7.3) ℎ𝑐(𝑤) =

𝑛∏︁
𝑘=1

⎛⎝ ∑︁
𝐼∈𝜕Δ(𝐼𝑘)

κ
(︀
𝐼𝑘 ∖ 𝐼, 𝐼

)︀⎞⎠ .

Çäåñü è íèæå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì ìàêñèìàëüíûì ñèìïëåêñàì 𝐼 ∈ 𝜕∆(𝐼𝑘)
(èíà÷å ïðàâàÿ ÷àñòü áûëà áû íåîäíîðîäíûì ýëåìåíòîì).
Ïðèìåíèì êîíñòðóêöèþ 6.5 ê (7.3). Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé çèãçàã èç ýëåìåíòîâ áè-

êîìïëåêñà ñâÿçûâàþùåãî, êîìïëåêñ Êîøóëÿ (ñ äèôôåðåíöèàëîì 𝜕Z) ñ êîìïëåêñîì
Òåéëîð (ñ äèôôåðåíöèàëîì 𝜕Z⟨𝒦⟩):

κ(∅, 𝐼1)
𝑛∏︀
𝑘=2

(︁ ∑︀
𝐼∈𝜕Δ(𝐼𝑘)

κ
(︀
𝐼𝑘 ∖ 𝐼, 𝐼

)︀)︁ 𝑛∏︀
𝑘=1

(︁ ∑︀
𝐼∈𝜕Δ(𝐼𝑘)

κ
(︀
𝐼𝑘 ∖ 𝐼, 𝐼

)︀)︁

𝑛∏︀
𝑘=2

(︁ ∑︀
𝐼∈𝜕Δ(𝐼𝑘)

κ
(︀
𝐼𝑘 ∖ 𝐼, 𝐼

)︀)︁
𝑤𝐼1κ(∅, 𝐼2)

𝑛∏︀
𝑘=3

(︁ ∑︀
𝐼∈𝜕Δ(𝐼𝑘)

κ
(︀
𝐼𝑘 ∖ 𝐼, 𝐼

)︀)︁
𝑤𝐼1

𝑛∏︀
𝑘=3

(︁ ∑︀
𝐼∈𝜕Δ(𝐼𝑘)

κ
(︀
𝐼𝑘 ∖ 𝐼, 𝐼

)︀)︁(︁ ∑︀
(𝐽∖𝐼1)=𝐼2

𝑤𝐽

)︁
∧ 𝑤𝐼1· · ·

𝜕Z

𝜕Z⟨𝒦⟩

𝜕Z

𝜕Z⟨𝒦⟩

𝜕Z

Ýòîò çèãçàã çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷íîñòè ýëåìåíòîì (7.2) â êîìïëåêñå Òåéëîð. �

Пример 7.2. Ðàññìîòðèì ñíîâà êîìïëåêñ 𝒦 = 𝜕∆(𝜕∆(1, 2, 3), 4, 5), ïîêàçàííûé íà
ðèñ. 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì 𝒵𝒦 ≃ (𝑆5)∨4∨ (𝑆6)∨3∨𝑆7∨𝑆8, è êàæäàÿ ñôåðà ðåàëè-
çóåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì Óàéòõåäà, ñì. [Ab, ïðèìåð 5.4]. Äëÿ êàæäîé ñôåðû â òàáëèöå 1
ïîêàçàíû ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà âìåñòå ñ ïðåäñòàâëÿþùèìè öèêëàìè â êîìïëåêñàõ
Êîøóëÿ è Òåéëîð.

Произведение Уайтхеда Цикл Кошуля (клеточный) Цикл Тейлор

[𝜇1, 𝜇2, 𝜇3] 𝐷1𝐷2𝑆3 +𝐷1𝑆2𝐷3 + 𝑆1𝐷2𝐷3 𝑤123

[𝜇1, 𝜇4, 𝜇5] 𝐷1𝐷4𝑆5 +𝐷1𝑆4𝐷5 + 𝑆1𝐷4𝐷5 𝑤145

[𝜇2, 𝜇4, 𝜇5] 𝐷2𝐷4𝑆5 +𝐷2𝑆4𝐷5 + 𝑆2𝐷4𝐷5 𝑤245

[𝜇3, 𝜇4, 𝜇5] 𝐷3𝐷4𝑆5 +𝐷3𝑆4𝐷5 + 𝑆3𝐷4𝐷5 𝑤345[︀
[𝜇1, 𝜇4, 𝜇5], 𝜇2

]︀
(𝐷1𝐷4𝑆5 +𝐷1𝑆4𝐷5 + 𝑆1𝐷4𝐷5)𝑆2 𝑤245 ∧ 𝑤145[︀

[𝜇1, 𝜇4, 𝜇5], 𝜇3

]︀
(𝐷1𝐷4𝑆5 +𝐷1𝑆4𝐷5 + 𝑆1𝐷4𝐷5)𝑆3 𝑤345 ∧ 𝑤145[︀

[𝜇2, 𝜇4, 𝜇5], 𝜇3

]︀
(𝐷2𝐷4𝑆5 +𝐷2𝑆4𝐷5 + 𝑆2𝐷4𝐷5)𝑆3 𝑤345 ∧ 𝑤245[︀[︀

[𝜇1, 𝜇4, 𝜇5], 𝜇2

]︀
𝜇3

]︀
(𝐷1𝐷4𝑆5 +𝐷1𝑆4𝐷5 + 𝑆1𝐷4𝐷5)𝑆2𝑆3 (𝑤123 + 𝑤345) ∧ 𝑤245 ∧ 𝑤145[︀

[𝜇1, 𝜇2, 𝜇3], 𝜇4, 𝜇5

]︀
(𝐷1𝐷2𝑆3 +𝐷1𝑆2𝐷3 + 𝑆1𝐷2𝐷3)(𝐷4𝑆5 + 𝑆4𝐷5) (𝑤145 + 𝑤245 + 𝑤345) ∧ 𝑤123

Òàáëèöà 1. Öèêëû â ðåçîëüâåíòàõ Êîøóëÿ è Òåéëîð, ïðåäñòàâëÿþùèå ñêîáêè Óàéòõåäà
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Âàæíîé îñîáåííîñòüþ öèêëà â ðåçîëüâåíòå Òåéëîð (7.2) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí èìååò
âèä ïðîèçâåäåíèÿ ñóìì îáðàçóþùèõ 𝑤𝐽 , ñîîòâåòñòâóþùèõ íåäîñòàþùèì ãðàíÿì, è
êðàéíèé ñïðàâà ñîìíîæèòåëü ñîñòîèò èç одной îáðàçóþùàÿ 𝑤𝐼1 . Ýòî âèäíî â ïðàâîì
ñòîëáöå òàáëèöû 1. Íèæå ìû ïðèâåä¼ì ïðèìåð öèêëà â ðåçîëüâåíòå Òåéëîð, êîòîðûé
не èìååò òàêîãî âèäà. Îí ñîîòâåòñòâóåò ñôåðå, êîòîðàÿ не ðåàëèçóåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
Óàéòõåäà, õîòÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ 𝒵𝒦 ÿâëÿåòñÿ áóêåòîì ñôåð.
Ýòîò ïðèìåð áûë ïîñòðîåí â [Ab, � 7].

Пример 7.3. Ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ

𝒦 = 𝜕∆
(︀
𝜕∆(1, 2, 3), 4, 5, 6

)︀
∪∆(1, 2, 3) =

=
(︀
𝜕∆(1, 2, 3) * 𝜕∆(4, 5, 6)

)︀
∪∆(1, 2, 3) ∪∆(4, 5, 6).

Â ýòîì ñëó÷àå 𝒵𝒦 ≃ (𝑆7)∨6 ∨ (𝑆8)∨6 ∨ (𝑆9)∨2 ∨ 𝑆10, ñì. [Ab, ïðåäëîæåíèå 7.1]. Íèæå
ïðåäñòàâëåíà çèãçàãîîáðàçíàÿ äèàãðàììà èç êîíñòðóêöèè 6.5 äëÿ öèêëà, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ñôåðå 𝑆10:

𝐷1𝐷2𝐷3(𝐷4𝐷5𝑆6 +𝐷4𝑆5𝐷6 + 𝑆4𝐷5𝐷6)

(𝐷1𝐷2𝑆3 +𝐷1𝑆2𝐷3 + 𝑆1𝐷2𝐷3)(𝐷4𝐷5𝑆6 +𝐷4𝑆5𝐷6 + 𝑆4𝐷5𝐷6)

(𝐷5𝑆6 + 𝑆5𝐷6)𝑤1234 + (𝐷4𝑆6 + 𝑆4𝐷6)𝑤1235 + (𝐷4𝑆5 + 𝑆4𝐷5)𝑤1236

𝐷5𝐷6𝑤1234 +𝐷4𝐷6𝑤1235 +𝐷4𝐷5𝑤1236

−(𝑤1234 + 𝑤1235 + 𝑤1236) ∧ (𝑤1456 + 𝑤2456 + 𝑤3456)

𝜕Z

𝜕Z⟨𝒦⟩

𝜕Z

𝜕Z⟨𝒦⟩

Ìû âèäèì, ÷òî öèêë èç ðåçîëüâåíòû Òåéëîð íå èìååò ñîìíîæèòåëÿ ñîñòîÿùåãî îäíîé
îáðàçóþùåé 𝑤𝐽 . Òàêèì îáðàçîì, ñôåðà 𝑆10 â áóêåòå íå ðåàëèçóåòñÿ èòåðèðîâàííûì
ïðîèçâåäåíèåì Óàéòõåäà, ÷òî èëëþñòðèðóåò [Ab, ïðåäëîæåíèå 7.2].

Èñïîëüçóÿ òî æå ðàññóæäåíèå, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.1, ìû ìîæåì çàïè-
ñàòü öèêë â êîìïëåêñå Òåéëîð, ïðåäñòàâëÿþùèé îáðàç ïðè ãîìîìîðôèçìå Ãóðåâè÷à
произвольного èòåðèðîâàííîãî âûñøåãî ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà, à íå òîëüêî ñãíåçäî-
âàííîãî. Îäíàêî îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ îòâåòà âåñüìà ãðîçäêàÿ. Âìåñòî âûïèñûâàíèÿ
îáùåé ôîðìóëû, ìû ïðîèëëþñòðèðóåì å¼ íà ïðèìåðå.

Пример 7.4. Ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâî÷íûé êîìïëåêñ

𝒦 = 𝜕∆
(︀
𝜕∆(1, 2, 3), 𝜕∆(4, 5, 6), 7, 8

)︀
.

Ïî òåîðåìå 5.1 îí ðåàëèçóåò ñêîáêó 𝑤 =
[︀
[𝜇1, 𝜇2, 𝜇3], [𝜇4, 𝜇5, 𝜇6], 𝜇7, 𝜇8

]︀
. Èç îïèñàíèÿ

íåäîñòàþùèõ ãðàíåé â îïðåäåëåíèè 4.1 ïîëó÷àåì

MF(𝒦) =
{︀

∆(1, 2, 3),∆(4, 5, 6),∆(1, 4, 7, 8),∆(1, 5, 7, 8),∆(1, 6, 7, 8),

∆(2, 4, 7, 8),∆(2, 5, 7, 8),∆(2, 6, 7, 8),∆(3, 4, 7, 8),∆(3, 5, 7, 8),∆(3, 6, 7, 8)
}︀
.

Ïðèìåíÿÿ êîíñòðóêöèþ 6.5 ê êàíîíè÷åñêîé êëåòî÷íîé öåïè

ℎ𝑐(𝑤) = (𝐷1𝐷2𝑆3 +𝐷1𝑆2𝐷3 + 𝑆1𝐷2𝐷3)(𝐷4𝐷5𝑆6 +𝐷4𝑆5𝐷6 + 𝑆4𝐷5𝐷6)(𝐷7𝑆8 + 𝑆7𝐷8),
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ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèé öèêë â êîìïëåêñå Òåéëîð:

(𝑤1478 + 𝑤1578 + 𝑤1678 + 𝑤2478 + 𝑤2578 + 𝑤2678 + 𝑤3478 + 𝑤3578 + 𝑤3678) ∧ 𝑤456 ∧ 𝑤123.

Приложение A. Доказательство теоремы Тейлор

Çäåñü ìû äîêàçûâàåì, ÷òî êîìïëåêñ 𝑇 (m1, . . . ,m𝑡), îïèñàííûé â êîíñòðóêöèè 6.4 �
ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà, à êîìïëåêñ 𝑇 ′(m1, . . . ,m𝑡) èç Êîíñòðóêöèè 6.9 � êîñâîáîäíàÿ
ðåçîëüâåíòà. Â ñëó÷àå ìîäóëåé íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ñîäåðæèòñÿ â [Ei, óïðàæíå-
íèå 17.11] (ñì. òàêæå [HH, òåîðåìà 7.1.1]). Ñëó÷àé êîìîäóëåé ïîëó÷àåòñÿ äóàëèçàöèåé.

Теорема A.1.

a) 𝑇 (m1, . . . ,m𝑡) — свободная резольвента k[𝑚]-модуля k[𝑚]/(m1, . . . ,m𝑡).
б ) 𝑇 ′(m1, . . . ,m𝑡) — косвободная резольвента k⟨𝑚⟩-комодуля 𝐶(m1, . . . ,m𝑡).

Доказательство. Îáîçíà÷èì n𝑖 = m𝑖
gcd(m𝑖,m𝑡)

. Òîãäà èìååì1 (m1, . . . ,m𝑡−1 : m𝑡) =

(n1, . . . , n𝑡−1).
Â ñëó÷àå ìîäóëåé ñóùåñòâóåò êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ k[𝑚]/(n1, . . . , n𝑡−1)
·m𝑡−−→ k[𝑚]/(m1, . . . ,m𝑡−1)→ k[𝑚]/(m1, . . . ,m𝑡)→ 0.

Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî 𝑇 (m1, . . . ,m𝑡−1) ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé. Ðàññìîòðèì
èíúåêòèâíûé ìîðôèçì

𝜙 : k[𝑚]/(n1, . . . , n𝑡−1)
·m𝑡−→ k[𝑚]/(m1, . . . ,m𝑡−1)

è èíäóöèðîâàííûé ìîðôèçì ðåçîëüâåíò̃︀𝜙 : 𝑇 (n1, . . . , n𝑡−1)→ 𝑇 (m1, . . . ,m𝑡−1).

Äîêàçàòåëüñòâî ñîîñòîèò èç òð¼õ ëåìì, äîêàçàííûõ ïî îòäåëüíîñòè íèæå. Ñîãëàñ-
íî ëåììå A.4, êîìïëåêñ 𝑇 (m1, . . . ,m𝑡) ìîæåò áûòü îòîæäåñòâë¼í ñ êîíóñîì ìîðôèç-
ìà ̃︀𝜙. Òîãäà ëåììà A.2 âëå÷¼ò, ÷òî 𝑇 (m1, . . . ,m𝑡) ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé äëÿ ìîäóëÿ
k[𝑚]/(m1, . . . ,m𝑡).
Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå êîìîäóëåé ìû ðàññìàòðèâàåì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü êîìîäóëåé

0→ 𝐶(m1, . . . ,m𝑡)→ 𝐶(m1, . . . ,m𝑡−1)
· 1
m𝑡−−→ 𝐶(n1, . . . , n𝑡−1)→ 0,

ïðèìåíÿåì èíäóêöèþ è ëåììû íèæå. �

Лемма A.2.

а) Пусть 𝜙 : 𝑉 → 𝑉 — инъективный морфизм модулей. Пусть 𝑈̄∙ → 𝑉 и 𝑈∙ → 𝑉 —

резольвенты. Тогда конус 𝐶(̃︀𝜙) индуцированного морфизма резольвент ̃︀𝜙 : 𝑈̄∙ →
𝑈∙ является резольвентой для 𝑉/𝜙(𝑉 ).

б ) Пусть 𝜙′ : 𝐴→ 𝐴 — сюръективный морфизм комодулей. Пусть 𝐴→ 𝐵∙ и 𝐴→
𝐵̄∙ — резольвенты. Тогда коконус 𝐶 ′(̃︀𝜙′) индуцированного морфизма резольвент̃︀𝜙′ : 𝐵∙ → 𝐵̄∙ является резольвентой для ker(𝜙′ : 𝐴→ 𝐴).

Доказательство. Ðàññìîòðèì äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîëîãèé, àñ-
ñîöèèðîâàííóþ ñ êîíóñîì 𝐶(̃︀𝜙):

· · · −→ 𝐻1(𝑈∙) −→ 𝐻1(𝐶(̃︀𝜙)) −→ 𝐻0(𝑈̄∙) −→ 𝐻0(𝑈∙) −→ 𝐻0(𝐶(̃︀𝜙)) → 0

‖ ‖ ‖ ‖
0 𝑉

𝜙−→ 𝑉 −→ 𝑉/𝜙(𝑉 ) → 0

1Частное идеалов ℐ,𝒥 в коммутативном кольце 𝑅 определяется как (ℐ : 𝒥 ) = {𝑓 ∈ 𝑅 | 𝑓𝒥 ⊂ ℐ}.
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Èç èíúåêòèâíîñòè ìîðôèçìà 𝜙 : 𝑉 → 𝑉 ñëåäóåò, ÷òî 𝐻1(𝐶(̃︀𝜙)) = 0. Òðèâèàëüíîñòü
ñòàðøèõ ãðóïï ãîìîëîãèé 𝐻𝑖

(︀
𝐶(̃︀𝜙)

)︀
, 𝑖 > 1, ñëåäóåò èç òî÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, 𝐶(̃︀𝜙)

ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé äëÿ 𝐻0(𝐶(̃︀𝜙)) ∼= 𝑉/𝜙(𝑉 ).
Ñëó÷àé êîìîäóëåé äîêàçûâàåòñÿ îáðàùåíèåì ñòðåëîê. �

Лемма A.3.

а) Морфизм ̃︀𝜙 : 𝑇 (n1, . . . , n𝑡−1)→ 𝑇 (m1, . . . ,m𝑡−1) определяется формулой

̃︀𝜙(𝑒𝐽) =
m𝐽∪{𝑡}

m𝐽
𝑒𝐽 , 𝐽 ⊂ {1, . . . , 𝑡− 1}.

б ) Морфизм ̃︀𝜙′ : 𝑇 ′(m1, . . . ,m𝑡−1)→ 𝑇 ′(n1, . . . , n𝑡−1) определяется формулой

̃︀𝜙′(𝑥𝛼1
1 · · ·𝑥

𝛼𝑚
𝑚 𝑒𝐽) =

m𝐽

m𝐽∪{𝑡}
𝑥𝛼1
1 · · ·𝑥

𝛼𝑚
𝑚 𝑒𝐽 , 𝐽 ⊂ {1, . . . , 𝑡− 1}.

Доказательство. Íåîáõîäèìî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî îïèñàííûå âûøå îòîáðàæåíèÿ
êîììóòèðóþò ñ äèôôåðåíöèàëàìè.
Äëÿ à), îáîçíà÷èì 𝑇 (n1, . . . , n𝑡−1) = {𝐹∙, 𝑑} è 𝑇 (m1, . . . ,m𝑡−1) = {𝐹∙, 𝑑}. Íàïîì-

íèì, ÷òî áàçèñ â 𝐹∙ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ {𝑒𝐽}, çàíóìåðîâàííûõ ïîäìíîæåñòâàìè
𝐽 ⊂ {1, . . . , 𝑡 − 1}. Áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñíûå ýëåìåíòû êîìïëåê-
ñà 𝐹∙ ÷åðåç 𝑒

𝐽 . Òðåáóåìîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ ñëåäóþùåé äèàãðàììû

𝐹𝑠 𝐹𝑠−1

𝑒𝐽
∑︀
𝑗∈𝐽

sign(𝑗, 𝐽) n𝐽
n𝐽∖{𝑗}

𝑒𝐽∖{𝑗}

∑︀
𝑗∈𝐽

sign(𝑗, 𝐽) n𝐽
n𝐽∖{𝑗}

m(𝐽∖{𝑗})∪{𝑡}
m𝐽∖{𝑗}

𝑒𝐽∖{𝑗}

m𝐽∪{𝑡}
m𝐽

𝑒𝐽
∑︀
𝑗∈𝐽

sign(𝑗, 𝐽) m𝐽
m𝐽∖{𝑗}

m𝐽∪{𝑡}
m𝐽

𝑒𝐽∖{𝑗}

𝐹𝑠 𝐹𝑠−1.

𝑑

̃︀𝜙 ̃︀𝜙

𝑑

̃︀𝜙
̃︀𝜙

𝑑

𝑑

Çäåñü ìû èñïîëüçóåì òîæäåñòâî
m𝐽∪{𝑡}

m(𝐽∖{𝑗})∪{𝑡}
=

n𝐽
n𝐽∖{𝑗}

,

êîòîðîå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìîíîìà n𝑖.
Óòâåðæäåíèå á) äîêàçûâàåòñÿ äóàëèçàöèåé. �

Лемма A.4. С точностью до знака дифференциалов

а) конус 𝐶(̃︀𝜙) изоморфен 𝑇 (m1, . . . ,m𝑡);
б ) коконус 𝐶 ′(̃︀𝜙′) изоморфен 𝑇 ′(m1, . . . ,m𝑡).

Доказательство. Äëÿ à), îáîçíà÷èì 𝑇 (n1, . . . , n𝑡−1) = {𝐹∙, 𝑑}, 𝑇 (m1, . . . ,m𝑡−1) =

{𝐹∙, 𝑑} è 𝑇 (m1, . . . ,m𝑡) = { ̃︀𝐹∙, ̃︀𝑑}.
Îïðåäåëèì ìîðôèçì 𝜓 : 𝐶(̃︀𝜙)→ 𝑇 (m1, . . . ,m𝑡), ò. å. ìîðôèçì ìîäóëåé 𝜓 : 𝐹𝑠⊕𝐹𝑠+1 →̃︀𝐹𝑠+1, êîììóòèðóþùèé ñ äèôôåðåíöèàëàìè. Òàê êàê 𝐹∙ � ïîäêîìïëåêñ è â 𝐶(̃︀𝜙), è ẫ︀𝐹∙, îïðåäåëèì 𝜓 íà 𝑒𝐽 ∈ 𝐹𝑠+1 ðàâåíñòâîì 𝜓(𝑒𝐽) = ̃︀𝑒𝐽 . Òåïåðü îïðåäåëèì 𝜓 íà 𝑒𝐽 ∈ 𝐹𝑠
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ôîðìóëîé 𝜓(𝑒𝐽) = ̃︀𝑒𝐽∪{𝑡}. Äèàãðàììà íèæå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëó÷àåìîå îòîáðàæå-
íèå 𝜓 êîììóòèðóåò ñ äèôôåðåíöèàëàìè:

𝐹𝑠 ⊕ 𝐹𝑠+1 𝐹𝑠−1 ⊕ 𝐹𝑠

𝑒𝐽
m𝐽∪{𝑡}
m𝐽

𝑒𝐽 −
∑︀
𝑗∈𝐽

sign(𝑗, 𝐽) n𝐽
n𝐽∖{𝑗}

𝑒𝐽∖{𝑗}

±̃︀𝑒𝐽∪{𝑡} m𝐽∪{𝑡}
m𝐽

̃︀𝑒𝐽 ± ∑︀
𝑗∈𝐽

sign(𝑗, 𝐽) n𝐽
n𝐽∖{𝑗}

̃︀𝑒(𝐽∖{𝑗})∪{𝑡}
̃︀𝐹𝑠+1

̃︀𝐹𝑠.

𝑑𝐶(̃︀𝜙)

𝜓 𝜓

̃︀𝜙−𝑑
𝜓

𝜓

̃︀𝑑

̃︀𝑑
Òàêèì îáðàçîì, 𝜓 ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì 𝐶(̃︀𝜙) → 𝑇 (m1, . . . ,m𝑡), êîòîðûé, î÷åâèäíî,
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

×òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå á), ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ 𝑇 ′(n1, . . . , n𝑡−1) = {𝐼∙, 𝜕},
𝑇 ′(m1, . . . ,m𝑡−1) = {𝐼∙, 𝜕} è 𝑇 ′(m1, . . . ,m𝑡) = {̃︀𝐼∙, ̃︀𝜕}.
Îïðåäåëèì 𝜓′ : 𝑇 ′(m1, . . . ,m𝑡)→ 𝐶 ′(̃︀𝜙), ò. å. 𝜓′ : ̃︀𝐼𝑠 → 𝐼𝑠 ⊕ 𝐼𝑠−1 ôîðìóëîé

𝜓′(𝑥𝛼1
1 · · ·𝑥

𝛼𝑚
𝑚 ̃︀𝑒𝐽) =

{︃
(−1|𝐽 |−1𝑥𝛼1

1 · · ·𝑥
𝛼𝑚
𝑚 𝑒𝐽∖{𝑡} ïðè 𝑡 ∈ 𝐽,

(−1)|𝐽 |𝑥𝛼1
1 · · ·𝑥

𝛼𝑚
𝑚 𝑒𝐽 ïðè 𝑡 /∈ 𝐽 .

Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî 𝜓′ êîììóòèðóåò ñ äèôôåðåíöèàëàìè. Äëÿ 𝑡 ∈ 𝐽 èìååì

𝑥𝛼1
1 · · ·𝑥

𝛼𝑚
𝑚 ̃︀𝑒𝐽 ∑︀

𝑗 /∈𝐽
sign(𝑗, 𝐽)

𝑥
𝛼1
1 ···𝑥𝛼𝑚

𝑚 m𝐽

m𝐽∪{𝑗}
̃︀𝑒𝐽∪{𝑗}

(−1)|𝐽 |−1𝑥𝛼1
1 · · ·𝑥

𝛼𝑚
𝑚 𝑒𝐽∖{𝑡} (−1)|𝐽 |−1

∑︀
𝑗 /∈𝐽

sign(𝑗, 𝐽)
𝑥
𝛼1
1 ···𝑥𝛼𝑚

𝑚 n𝐽
n𝐽∪{𝑗}

𝑒𝐽∪{𝑗}∖{𝑡}.

̃︀𝜕
𝜓′

−𝜓′

𝜕

Äëÿ 𝑡 /∈ 𝐽 èìååì

𝑥𝛼1
1 · · ·𝑥

𝛼𝑚
𝑚 ̃︀𝑒𝐽 ∑︀

𝑗 /∈𝐽, 𝑗 ̸=𝑡
sign(𝑗, 𝐽)

𝑥
𝛼1
1 ···𝑥𝛼𝑚

𝑚 m𝐽

m𝐽∪{𝑗}
̃︀𝑒𝐽∪{𝑗} + (−1)|𝐽 |

𝑥
𝛼1
1 ···𝑥𝛼𝑚

𝑚 m𝐽

m𝐽∪{𝑡}
̃︀𝑒𝐽∪{𝑡}

𝑥𝛼1
1 · · ·𝑥

𝛼𝑚
𝑚 𝑒𝐽 −

∑︀
𝑗 /∈𝐽, 𝑗 ̸=𝑡

sign(𝑗, 𝐽)
𝑥
𝛼1
1 ···𝑥𝛼𝑚

𝑚 m𝐽

m𝐽∪{𝑗}
𝑒𝐽∪{𝑗} +

𝑥
𝛼1
1 ···𝑥𝛼𝑚

𝑚 m𝐽

m𝐽∪{𝑡}
𝑒𝐽 ;

̃︀𝜕
𝜓′

𝜓′

−𝜕+̃︀𝜙′

Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì èñêîìûé ìîðôèçì 𝜓′ : 𝑇 ′(m1, . . . ,m𝑡)→ 𝐶 ′(̃︀𝜙). �
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