
Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò Â.À. Ñòåêëîâà

Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÓÄÊ 514.84, 512.77, 517.938

Òàëàëàåâ

Äìèòðèé Âàëåðüåâè÷

Êâàíòîâûé ìåòîä ñïåêòðàëüíîé êðèâîé

Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

ïî ñïåöèàëüíîñòè ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ (01.01.04)

Ìîñêâà 2010 ã.



Ñîäåðæàíèå

Ââåäåíèå 3

1 Êëàññè÷åñêèé ìåòîä ñïåêòðàëüíîé êðèâîé 13

1.1 Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2 Îïèñàíèå Õèò÷èíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2.1 Ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2.2 Ëèíåéíîå ðàññëîåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3 Ñèñòåìà Õèò÷èíà íà îñîáûõ êðèâûõ . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3.1 Îáîáùåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3.2 Ñõåìíûå òî÷êè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.4 Ñèñòåìà Ãîäåíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.4.1 Îïåðàòîð Ëàêñà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.4.2 R-ìàòðè÷íàÿ ñêîáêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.4.3 Èíòåãðàëû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.4.4 Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå . . . . . . . . . . . 31

1.5 Ðàçäåëåííûå ïåðåìåííûå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.5.1 sl2-ñèñòåìà Ãîäåíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2 Çàäà÷à êâàíòîâàíèÿ 36

2.1 Äåôîðìàöèîííîå êâàíòîâàíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.1.1 Ñîîòâåòñòâèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.1.2 Êâàíòîâàíèå èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû . . . . . . . . . 39

2.1.3 Çàäà÷à êâàíòîâàíèÿ ñèñòåìû Ãîäåíà . . . . . . . . . . 41

2.2 Êâàíòîâàÿ ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.2.1 Íåêîììóòàòèâíûé îïðåäåëèòåëü . . . . . . . . . . . . 41

1



2.2.2 Êâàíòîâàÿ ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ . . . . . . . . . . . . 42

2.2.3 ßíãèàí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.2.4 Ïîäàëãåáðà Áåòå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.2.5 Äîêàçàòåëüñòâî êîììóòàòèâíîñòè . . . . . . . . . . . 47

2.3 Òðàäèöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.3.1 Àíçàö Áåòå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.3.2 Êâàíòîâûå ðàçäåëåííûå ïåðåìåííûå . . . . . . . . . . 51

2.3.3 Ìîíîäðîìèÿ Ôóêñîâûõ ñèñòåì . . . . . . . . . . . . . 53

2.4 Ýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.4.1 Îáîçíà÷åíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.4.2 Àëãåáðà Ôåëüäåðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.4.3 Êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.4.4 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì . . . . . . . . . . . . . . 62

2.4.5 Ïðåäåë è ñèñòåìà Ãîäåíà . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2.4.6 ßâíûé âèä sl2 ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû Ãîäåíà . . . . 65

3 Ðåøåíèå êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì 66

3.1 Ìîíîäðîìíàÿ ôîðìóëèðîâêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.1.1 Ñêàëÿðíîå è ìàòðè÷íîå Ôóêñîâû óðàâíåíèÿ . . . . . 67

3.1.2 Äâîéñòâåííîå óðàâíåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.1.3 Ïîäúåì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.2 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Øëåçèíãåðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.2.1 Äåéñòâèå íà ðàññëîåíèÿõ . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3.2.2 Äåéñòâèå ïðåîáðàçîâàíèé íà ñâÿçíîñòÿõ . . . . . . . . 78

3.3 Ýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.3.1 Ðàçäåëåííûå ïåðåìåííûå . . . . . . . . . . . . . . . . 82

2



3.3.2 Àíçàö Áåòå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.3.3 Ìàòðè÷íàÿ ôîðìà óðàâíåíèé Áåòå . . . . . . . . . . . 84

3.3.4 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåêêå . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4 Ïðèëîæåíèÿ 89

4.1 Ãåîìåòðè÷åñêîå ñîîòâåòñòâèå Ëåíãëåíäñà . . . . . . . . . . . 89
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Ââåäåíèå

Ãëàâíûå ðåçóëüòàòû è îñíîâíàÿ èäåÿ ðàáîòû èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå îò-

íîøåíèå ê äâóì âàæíåéøèì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ ãåîìåòðèè è òîïîëî-

ãèè 20-ãî âåêà, ñâÿçàííûì ñ ïðèëîæåíèÿìè òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì

è ïðèëîæåíèÿìè êâàíòîâîé ôèçèêè. Íàèáîëåå ÿðêèì ðåçóëüòàòîì ïåðâî-

ãî íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ïðîáëåìû Øîòòêè [1], îñíîâàííîå íà

ãèïîòåçå Ñ.Ï. Íîâèêîâà. Çàäà÷à õàðàêòåðèçàöèè ßêîáèàíîâ ñðåäè ïðî-

÷èõ ãëàâíî-ïîëÿðèçîâàííûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé áûëà ðåøåíà â òåð-

ìèíàõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé: ñîîòâåòñòâóþùåå θ-ôóíêöèîíàëüíîå âûðà-
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æåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ÊÏ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àáåëåâî

ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ßêîáèàíîì íåêîòîðîé êðèâîé. Ðàçâèòèåì ýòîé äå-

ÿòåëüíîñòè ÿâèëîñü äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Âåëüòåðñà [2], õàðàêòåðèçó-

þùåé ßêîáèàíû êðèâûõ â òåðìèíàõ òðîéíûõ ñåêóùèõ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ìíîãîîáðàçèé Êóììåðà. Âòîðîé ñóùåñòâåííûé ïëàñò ðåçóëüòàòîâ ñâÿçàí

ñ ïðèëîæåíèÿìè êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ â çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ òîïîëîãè÷å-

ñêèõ èíâàðèàíòîâ, â òîì ÷èñëå â ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè. Òåîðèÿ èíâàðèàí-

òîâ Äæîíñà-Âèòòåíà, èëè áîëåå îáùî - êâàíòîâàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ

ïîëÿ, îáîáùàåò òðàäèöèîííûå èíâàðèàíòû óçëîâ: ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà è

ïîëèíîì Äæîíñà. Ñîáñòâåííî èíâàðèàíòû ñòðîÿòñÿ êàê êîðåëëÿöèîííûå

ôóíêöèè íåêîòîðîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ [3]. Òàêæå ñ èäåÿìè êâàíòîâîé

òåîðèè ïîëÿ ñâÿçàíà òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ Äîíàëüäñîíà [4] è åå ðàçâèòèå

Çàéáåðãîì è Âèòòåíîì. Äàííûé ïîäõîä îêàçàëñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ýôôåê-

òèâíûì è ïðèâåë ê òàêèì âàæíûì ðåçóëüòàòàì êàê äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòå-

çû Òîìà î ñòåïåíè ãëàäêîãî âëîæåíèÿ êðèâîé â CP 2 [5]. Äàííîå íàïðàâëå-

íèå ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè ïîäíèìàþò ïðîáëåìó íàõîæäåíèÿ ýôôåêòèâíûõ

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êâàíòîâûõ çàäà÷.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ êâàíòîâûõ àíàëîãîâ àëãåáðî-

ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïðèìåíèìûõ ïðè àíàëèçå è ðåøåíèè êëàññè÷å-

ñêèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ýòè ìåòîäû îñíîâàíû íà êîíñòðóêöèè ñïåê-

òðàëüíîé êðèâîé è ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ. Êðîìå ïðèëî-

æåíèé â òîïîëîãèè, ÿâíîå îïèñàíèå ðåøåíèé êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ

ñèñòåì íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ òàêèìè ãåîìåòðè÷åñêèìè çàäà÷àìè, êàê

âû÷èñëåíèå êîãîìîëîãèé θ-äèâèçîðà àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ [6], âû÷èñëåíèå

êîãîìîëîãèé è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ñòàáèëü-

íûõ ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé [7, 8], à òàêæå ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ôëàãîâ
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ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé, â ñëó÷àå áàçû CP 1 íàçûâàåìûõ ïðîñòðàíñòâàìè

Ëîìîíà [9].

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü ñâÿçü ìåòîäà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé è òåîðèè

èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì â öåëîì ñ Ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììîé Ô. Êëåéíà

[10], ñîãëàñíî êîòîðîé èññëåäîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýêâèâàëåíòíî

èññëåäîâàíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï ñèììåòðèé. Òåîðèÿ èíòåãðèðóåìûõ

ñèñòåì ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ïîíÿòèå ñèììåòðèè ñ
”
ãëàâíîé ãðóïïû“ äî

ïó÷êà àëãåáð Ëè íà íåêîòîðîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé, òåì ñàìûì îáîãà-

ùàÿ ãåîìåòðè÷åñêèå êîíñòðóêöèè êîìïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèåé

è òåîðèåé ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé íå ãðóïïîâîé ïðèðîäû.

Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ êâàíòîâûé àíàëîã ìåòîäà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé äëÿ

ðàöèîíàëüíîé è ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû Ãîäåíà [11]. Â êëàññèôèêàöèè Õèò-

÷èíà ýòè ñëó÷àå îòâå÷àþò ðîäó 0 è 1 áàçîâîé êðèâîé. Ãëàâíàÿ çàäà÷à

ðàáîòû, ðîäñòâåííàÿ íàõîæäåíèþ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ êâàíòîâî-

ïîëåâîãî òèïà, à òàêæå òåñíî ñâÿçàííàÿ ñ èññëåäîâàíèåì ãåîìåòðè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé, ñîñòîèò â îïèñàíèè ñïåêòðîâ ðàññìàòðèâà-

åìûõ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, â òîì

÷èñëå ìåòîäîëîãè÷åñêèé ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîé ñïåêòðàëüíîé êðè-

âîé, ïîçâîëèëè îïèñàòü ÿâíî äèñêðåòíóþ ãðóïïó ñèììåòðèè ñïåêòðà ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Êâàíòîâàíèå ñèñòåìû Õèò÷èíà íà

êðèâîé ïðîèçâîëüíîãî ðîäà è ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êâàíòîâîé çàäà÷è

ïîòðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ èíîé òåõíèêè, îäíàêî, íàéäåííàÿ â ðàññìàòðèâà-

åìûõ ñëó÷àÿõ ãåîìåòðè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ýôôåêòèâíîé è â

ñèòóàöèè îáùåãî ðîäà.
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Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû.

Ñóùåñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûå ïðèìåðû èíòåãðèðó-

åìûõ ñèñòåì, îïèñûâàþùèå ñïåöèàëüíûå ñåìåéñòâà ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ,

ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ ìíîãèå óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè [12], ñïèíîâûå öå-

ïî÷êè, èíòåãðèðóåìûå âîë÷êè (â ÷àñòíîñòè ñëó÷àè Ëàãðàíæà, Ýéëåðà, Êî-

âàëåâñêîé [13]). Òåì íå ìåíåå, â îñíîâå äàííîé ðàáîòû ëåæèò ñòðóêòóðíàÿ

òåîðèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, îïèðàþùàÿñÿ íà àëãåáðàè÷åñêóþ ãåîìåò-

ðèþ è òåîðèþ àëãåáð Ëè.

Ñâÿçü òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì è àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðî-

ÿâèëàñü äîâîëüíî ðàíî, è èìååò ñâîåé ïðè÷èíîé îïðåäåëåííóþ êîíöåïöèþ

êîíå÷íîìåðíîñòè â îáîèõ ñëó÷àÿõ. Ïèîíåðñêîé ðàáîòîé, óñòàíàâëèâàþùåé

ñâÿçü ìåæäó äàííûìè îáëàñòÿìè ìàòåìàòèêè, ìîæíî ñ÷èòàòü ðàáîòó Ê.

ßêîáè [14], â êîòîðîé ðåøåíèå çàäà÷è î ãåîäåçè÷åñêèõ íà ýëëèïñîèäå áû-

ëî äàíî â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ äëÿ íåêîòîðîé àëãåáðàè÷åñêîé

êðèâîé. Ñâÿçü â áîëåå ïîëíîì ñìûñëå, à èìåííî â âèäå îïèñàíèÿ ôàçîâîãî

ïðîñòðàíñòâà èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû êàê ðàññëîåíèÿ ßêîáèàíîâ, áûëà ïî-

íÿòà â 70-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà â ðàáîòàõ øêîëû Ñ.Ï. Íîâèêîâà [12, 15]. Â

ïîñëåäñòâèè â ðàáîòå Í. Õèò÷èíà [16] áûëî íàéäåíî óíèâåðñàëüíîå ãåîìåò-

ðè÷åñêîå îïèñàíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà øèðîêîãî êëàññà êîíå÷íîìåð-

íûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì êàê êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê íåêîòîðîìó

ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé ðàññëîåíèé íà àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé.

Ïàðàëëåëüíî ðàçâèâàëñÿ àëãåáðàè÷åñêèé âçãëÿä íà èíòåãðèðóåìûå ñè-

ñòåìû, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæàò ïðèíöèïû Ãàìèëüòîíîâîé äèíàìèêè è

Ïóàññîíîâîé ãåîìåòðèè, ïîçâîëÿþùèå îïèñûâàòü äèíàìèêó â òåðìèíàõ

ñòðóêòóðû àëãåáðû Ëè íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà ðàññìàòðèâàåìîì ìíî-

ãîîáðàçèè. Ñóùåñòâåííûé ïðîãðåññ â òåîðèè êëàññè÷åñêèõ èíòåãðèðóåìûõ
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ñèñòåì áûë ñâÿçàí ñ îòêðûòèåì ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è â 60-õ ãîäàõ ïðî-

øëîãî âåêà íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû [18]. Îêàçàëîñü, ÷òî èñêëþ÷èòåëüíî ýôôåê-

òèâíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ òàê íàçû-

âàåìîå èçîñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äèíàìèêè, èëè ïðåäñòàâëåíèå Ëàê-

ñà [19]. Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü Ãàìèëüòîíîâûõ ïîòî-

êîâ ñ ïðèñîåäèíåííûì äåéñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè, êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíîé äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïðèìåðîâ. Çàìåòèì, ÷òî êàê

è â îòíîøåíèè ñ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèåé, ñïåöèôè÷íîñòü èíòåãðèðóå-

ìûõ ñèñòåì íà Ãàìèëüòîíîâîì óðîâíå õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííîé êî-

íå÷íîìåðíîñòüþ: áåñêîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè

îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Ëè, â ÷àñòíîì ñëó÷àå -

àëãåáðû Ëè ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà. Èìåííî ïðåäñòàâëåíèå Ëàê-

ñà ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîíÿòèå ñïåêòðàëüíîé êðèâîé è èñïîëüçîâàòü ìåòîäû

àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ ðåøåíèé [20], ðåøàòü äè-

íàìè÷åñêèå ñèñòåìû â àëãåáðàè÷åñêèõ òåðìèíàõ ìåòîäîì ïðîåêöèè [21] èëè

ñ ïîìîùüþ áîëåå îáùåé êîíñòðóêöèè ãðàññìàíèàíà Ñàòî è τ -ôóíêöèè [22].

Äàëåå ïîä ìåòîäîì ñïåêòðàëüíîé êðèâîé áóäåì ïîíèìàòü ìåòîä ðåøå-

íèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà, â òåðìèíàõ

îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ äëÿ êðèâîé, îïðåäåëåííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëè-

íîìîì îïåðàòîðà Ëàêñà.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ îáîáùåíèé îïèñàíèÿ òè-

ïà Õèò÷èíà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì íà ñëó÷àé êðèâûõ ñ îñîáåííîñòÿìè è

îòìå÷åííûìè òî÷êàìè. Âàæíîñòü ýòîãî îáîáùåíèÿ â ðàìêàõ äàííîé ðà-

áîòû ñâÿçàíà ñ âîçìîæíîñòüþ èíòåðïðåòàöèè ñèñòåìû Ãîäåíà ñ àëãåáðî-

ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Àêòóàëüíîñòü çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ çàìêíó-

òîãî ôîðìàëèçìà òèïà Õèò÷èíà íà êðèâûõ ñ îñîáåííîñòÿìè îáúÿñíÿåòñÿ
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òåì, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü èçâåñòíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì èìåþò èìåííî

òàêóþ ïðèðîäó. Êðîìå òîãî, ãðàíè÷íûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êðè-

âûõ, ïðåäñòàâëåííûå êðèâûìè ñ îñîáåííîñòÿìè, ïîëó÷àåìûìè îáîáùåíèåì

îñîáåííîñòè òèïà
”
äâîéíàÿ òî÷êà“ ïðè ñêëåéêå ñõåìíûõ òî÷åê, äîïóñêàþò

ÿâíîå îïèñàíèå êàê ñàìèõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ, òàê è ðåøåíèé ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ìîäåëåé. Ê ìîäåëÿì, äîïóñêàþùèì îïèñàíèå òèïà Õèò÷èíà íà

êðèâûõ ñ îñîáåííîñòÿìè îòíîñÿòñÿ ìíîãèå èçâåñòíûå ïðèìåðû òåîðèè èí-

òåãðèðóåìûõ ñèñòåì òèïà Ãîäåíà, Êàëîäæåðî-Ìîçåðà äëÿ ðàçíûõ òèïîâ

âçàèìîäåéñòâèé. Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû ñòðîèòñÿ ñîãëàñîâàííûé ôîðìà-

ëèçì ñèñòåì òèïà Õèò÷èíà íà êðèâûõ ñ îñîáåííîñòÿìè, ïîÿñíÿåòñÿ, êàêèì

îáðàçîì ñèñòåìà Ãîäåíà ïîëó÷àåòñÿ â ðàìêàõ ýòîãî ôîðìàëèçìà, à òàêæå

îïèñûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèé ñþæåò ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â ýòîì ñëó÷àå.

Êâàíòîâàíèå.

Êâàíòîâûå èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè, òàêæå êàê è êëàññè÷åñêèå, ÷àñòî ñâÿ-

çàíû ñ âàæíûìè ôèçè÷åñêèìè ôåíîìåíàìè. Îáñóæäàåìûå çäåñü ïðèìå-

ðû ñïèíîâûõ öåïî÷åê èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíîå ôèçè÷åñêîå çíà÷åíèå, êàê

êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, îïèñûâàþùèå îäíîìåðíûå ìàãíåòèêè. Â

ðÿäó íàèáîëåå àêòóàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ïîëó÷åííûõ çäåñü ðå-

çóëüòàòîâ ìîæíî ñ÷èòàòü îáëàñòü êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé.

Òåì íå ìåíåå, îñíîâíûì àêöåíòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñòðóê-

òóðíîé ðîëè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì â òîì ÷èñëå íà êâàíòîâîì óðîâíå, íà

êîòîðîì òàêæå ïðîÿâëÿåòñÿ ðîëü èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé, êàê ñèììåòðèé

áîëåå ñëîæíûõ îáúåêòîâ. Â ÷àñòíîñòè, ñïèíîâûå öåïî÷êè, îïèñûâàþùèå

èñêëþ÷èòåëüíî îäíîìåðíûå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû, îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííû-

ìè ñ äâóìåðíûìè çàäà÷àìè ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
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òðàíñôåð-ìàòðèöû [11]. Îñíîâíîé ìåòîä êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì,

íàçûâàåìûé êâàíòîâûì ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è (ÊÌÎÇ) áûë ñîçäàí â 70-

õ ãîäàõ 20-ãî âåêà øêîëîé Ë. Ä. Ôàääååâà [23]. Âî ìíîãîì äàííûé ìåòîä

ïîëàãàåòñÿ íà êëàññè÷åñêèé ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è, â îñîáåííîñòè â ÷àñòè

ãàìèëüòîíîâîãî îïèñàíèÿ. Ñ ïîìîùüþ êâàíòîâîãî ìåòîäà îáðàòíîé çàäà-

÷è áûëè ïîñòðîåíû â ÷àñòíîñòè ñëåäóþùèå ìîäåëè: êâàíòîâîå íåëèíåéíîå

óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ìàãíåòèê Ãåéçåíáåðãà è ìîäåëü ñèíóñ-Ãîðäîí (ýòà

ìîäåëü ýêâèâàëåíòíà ìàññèâíîé ìîäåëè Òèððèíãà). Äëÿ ýòèõ ìîäåëåé áûëè

íàéäåíû àñèìïòîòèêè êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé [49]. Ìíîãèå èç ïîëó÷åí-

íûõ â ðàìêàõ ÊÌÎÇ ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî àñèìïòîòèê áûëè èçâåñòíû

ðàíåå â ðàìêàì ìåòîäà àíçàöà Áåòå, îòêðûòûì â 1931 ãîäó â ðàáîòå [24].

ÊÌÎÇ áûë â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îáîáùåí òåîðèåé êâàíòîâûõ ãðóïï,

ââåäåííîé Äðèíôåëüäîì [25]. ßçûê àëãåáð Õîïôà îêàçûâàåòñÿ èñêëþ÷è-

òåëüíî óäîáíûì äëÿ îáîáùåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ôèãóðèðóþùèõ

â òåîðèè êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ãëàâíûì îáðàçîì äëÿ îáîá-

ùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòíûõ ïîëèíîìîâ íà ãðóïïå. Ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî ñ ïîìîùüþ ÊÌÎÇ íàõîäèòñÿ êâàíòîâûé àíàëîã àëãåáðàè÷åñêîé ñî-

ñòàâëÿþùåé â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Âìåñòå ñ ýòèì, ðîëü ñïåê-

òðàëüíîé êðèâîé è ìåòîäîâ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè â ÊÌÎÇ îñòàâàëàñü

íåïîíÿòîé. Èìåííî ýòîé çàäà÷å â îñíîâíîì ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû ñòðîèòñÿ êâàíòîâûé ìåòîä ñïåêòðàëüíîé êðèâîé,

öåíòðàëüíîé êîíñòðóêöèåé êîòîðîãî, ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâûé õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèé ïîëèíîì äëÿ êâàíòîâîãî îïåðàòîðà Ëàêñà. Îí ïîñòðîåí äëÿ ñèñòåì

òèïà Õèò÷èíà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àþ áàçîâîé êðèâîé ðîäà 0 è 1 è íà-

áîðó îòìå÷åííûõ òî÷åê. Ñèñòåìû ýòîãî òèïà âêëþ÷àþò sln ñèñòåìó Ãîäå-

íà ñ ðàöèîíàëüíûì è ýëëèïòè÷åñêèì âèäîì çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ,
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ýëëèïòè÷åñêóþ ñèñòåìó Êàëîäæåðî-Ìîçåðà ñî ñïèíîì. Êâàíòîâûé õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ

êâàíòîâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ ñèñòåìû. Â îñíîâå êîíñòðóêöèè ëåæàò ìåòîäû

òåîðèè êâàíòîâûõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ïîñòðîå-

íèÿ êîììóòàòèâíûõ ïîäàëãåáð â ßíãèàíå è äèíàìè÷åñêîé ýëëèïòè÷åñêîé

êâàíòîâîé àëãåáðå Ôåëüäåðà. Òàêæå â ðàçäåëå 2 îïèñàíà ðîëü êâàíòîâîãî

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà â çàäà÷å íàõîæäåíèÿ êâàíòîâûõ ðàçäåëåí-

íûõ ïåðåìåííûõ.

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ìåòîäû ÊÌÎÇ íå ïîçâîëèëè ñóùåñòâåííî

ïðîäâèíóòüñÿ â çàäà÷å îïèñàíèÿ ñïåêòðîâ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñè-

ñòåì íà êîíå÷íîì ìàñøòàáå. Íàïîìíèì, ÷òî èìåííî ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ

êëþ÷åâîé â ïðîãðàììå óíèôèêàöèè ìåòîäîâ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì è êâàí-

òîâîé òåîðèè ïîëÿ ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ íîâûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàí-

òîâ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â íåêîòîðûõ ìîäåëÿõ áûëè íàéäåíû ðàçäåëåííûå

ïåðåìåííûå, àíàëîãà îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ, êàê ïåðåõîäà îò äèâèçîðà ëèíåé-

íîãî ðàññëîåíèÿ ê òî÷êå ßêîáèàíà, â êâàíòîâîì ñëó÷àå íàéäåíî íå áûëî.

Â ÷àñòè 3 ðàáîòû ñòðîèòñÿ ñåìåéñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ ñèììåòðèé ðåøå-

íèé êâàíòîâîé çàäà÷è, îïèñàíèå êîòîðûõ òàêæå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò

êîíñòðóêöèþ êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ìîäåëè. Äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ ýòèõ ñèììåòðèé èñïîëüçóåòñÿ òðàäèöèîííûé ìåòîä àíçàöà Áåòå â

àëüòåðíàòèâíîé ôîðìóëèðîâêå, à èìåííî â òåðìèíàõ ñåìåéñòâà ñïåöèàëü-

íûõ Ôóêñîâûõ îïåðàòîðîâ ñ îãðàíè÷åííîé ìîíîäðîìèåé. Â ñâîþ î÷åðåäü

äàííûå îïåðàòîðû âîçíèêàþò êàê ñêàëÿðíûé àíàëîã êâàíòîâîãî õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Òàêîå îïèñàíèå êâàíòîâîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò

ðåàëèçîâàòü ñèììåòðèè â òåðìèíàõ èçâåñòíûõ â òåîðèè èçîìîíîäðîìíûõ

äåôîðìàöèé ïðåîáðàçîâàíèé Øëåçèíãåðà [26] è ïðèìåíÿòü èçâåñòíûå ðå-
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øåíèÿ óðàâíåíèé èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé, òèïà óðàâíåíèé Ïåíëåâå,

äëÿ îïèñàíèÿ âàðèàöèé ñïåêòðîâ êâàíòîâûõ ñèñòåì ïðè èçìåíåíèè ïàðà-

ìåòðîâ. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî ñèììåòðèé ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ.

Êâàíòîâûé ìåòîä ñïåêòðàëüíîé êðèâîé è äðóãèå íàïðàâëåíèÿ ñî-

âðåìåííîé ìàòåìàòèêè.

Èññëåäîâàíèÿ êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà äëÿ ìîäåëåé òè-

ïà Ãîäåíà ïîçâîëèëè ñèñòåìàòèçèðîâàòü è ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ýôôåê-

òèâíîñòü ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ïîñòðîåííûå

äèñêðåòíûå ñèììåòðèè ñïåêòðîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì âûïîëíÿþò ðîëü

îáîáùåííûõ óãëîâûõ îïåðàòîðîâ, òî åñòü ïîçâîëÿþò ðåêóðåíòíî ñòðîèòü ñå-

ìåéñòâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìîäåëè. Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòà-

òîâ â ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè îáóñëîâëåíà âîçìîæíîñòüþ îáîáùåíèÿ äàííîé

òåõíèêè íà ïîëåâûå ìîäåëè, âîçíèêàþùèå â òîïîëîãè÷åñêèõ êâàíòîâûõ òåî-

ðèÿõ ïîëÿ, è â òåîðèÿõ ïîëÿ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè èíâàðèàíòîâ

Äîíàëüäñîíà è Çàéáåðãà-Âèòòåíà. Êðîìå ýòîãî, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â

ïðîáëåìå ðåøåíèÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì èìåþò íåïîñðåäñòâåííûå ïðèëîæåíèÿ

â çàäà÷å îïèñàíèÿ êîëåö êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ãîëîìîðôíûõ

ðàññëîåíèé, ïðîñòðàíñòâ Ëîìîíà, à òàêæå àôôèííûõ ßêîáèàíîâ.

Â ðàáîòå áûëè âûÿâëåíû ìíîãî÷èñëåííûå ñâÿçè è ïðèëîæåíèÿ äàííî-

ãî ïîäõîäà â äðóãèõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè. Â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè ðîëü ïîëó÷åííûõ

ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ýôôåêòèâèçàöèè òàêèõ êëàññè÷å-

ñêèõ çàäà÷, êàê ôîðìóëà êðàòíîñòåé. Ïðèëîæåíèÿ òàêîãî òèïà âîçíèêàþò

áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ñïåöèàëüíûõ ïðåäåëîâ ñèñòåìû Ãîäåíà, îáðàçóþùèå
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êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû äëÿ êîòîðûõ èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê öåíòðàëü-

íûå ýëåìåíòû íåêîòîðûõ ïîäàëãåáð â U(sln)
⊗N [27]. Ê ýòîé æå îáëàñòè

ïðèëîæåíèé îòíîñèòñÿ ðåçóëüòàò ÿâíîãî îïèñàíèÿ öåíòðà óíèâåðñàëüíîé

îáåðòûâàþùåé àôôèííîé àëãåáðû íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå äëÿ àëãåáðû

Ëè sln èçëîæåííûé â ðàçäåëå 4. Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü âàæíîñòü ìåòîäà

êâàíòîâîé ñïåêòðàëüíîé êðèâîé â ãåîìåòðè÷åñêîì îáîáùåíèè ñîîòâåòñòâèÿ

Ëåíãëåíäñà íàä C [28], â áóðíî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòè íåêîììóòàòèâíîé

ãåîìåòðèè, à òàêæå â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è òåîðèè êîíäåíñèðîâàííûõ

ñðåä. Ê îáëàñòè íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè îòíîñÿòñÿ èçëîæåííûå â ðàç-

äåëå 4 ðåçóëüòàòû, â òîì ÷èñëå òîæäåñòâî Ãàìèëüòîíà-Êýëè äëÿ êâàíòîâûõ

îïåðàòîðîâ Ëàêñà ñèñòåìû Ãîäåíà, ïîëó÷åííûå â [29].

Áëàãîäàðíîñòè Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí êîëëåêòèâó êàôåäðû Âûñ-

øåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñ-

êîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà çà ïëîäî-

òâîðíóþ àòìîñôåðó è öåííûå çàìå÷àíèÿ ïðè ïîäãîòîâêå äèññåðòàöèè. Àâ-

òîð áëàãîäàðåí ñîòðóäíèêàì ãðóïï 170 è 197 Èíñòèòóòà òåîðåòè÷åñêîé è

ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè çà ñòèìóëèðóþùåå îáùåíèå. Îñîáóþ áëàãîäàð-

íîñòü àâòîð âûðàæàåò Î. Áàáåëîíó, Â.Ì. Áóõøòàáåðó, À.Ï. Âåñåëîâó, À.Ì.

Ëåâèíó, Ñ.À. Ëîêòåâó, Ì.À. Îëüøàíåöêîìó, Ò.Å. Ïàíîâó, Â.Í. Ðóáöîâó,

À.Â. Ñèëàíòüåâó, À.Â. ×åðâîâó, Ã.È. Øàðûãèíó. Äàííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà

ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ôîíäà
”
Äèíàñòèÿ“, ãðàíòà ÐÔÔÈ 09-01-00239 è

ãðàíòà ÍØ-5413.2010.1.
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1 Êëàññè÷åñêèé ìåòîä ñïåêòðàëüíîé êðèâîé

1.1 Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà

Â äàííîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèé ìåòîä ñïåêòðàëüíîé êðèâîé

äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Èçëîæåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ïðåä-

ñòàâëåíèÿ Ëàêñà [19], êîòîðîå ïðèâåëî ê ñòàíîâëåíèþ ìåòîäà îáðàòíîé çà-

äà÷è â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äîñòàòî÷íî øè-

ðîêèé êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì èìååò òàê íàçûâàåìîå ïðåäñòàâëåíèå

Ëàêñà

L̇(z) = [M(z), L(z)] (1.1)

ãäå M(z), L(z) ÿâëÿþòñÿ ìàòðè÷íîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè ôîðìàëüíîé ïå-

ðåìåííîé z, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðûõ â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿþòñÿ ôóíê-

öèÿìè íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû. Èíûìè ñëîâàìè, ôàçîâîå ïðî-

ñòðàíñòâî ñèñòåìû ìîæåò áûòü âëîæåíî â íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî ìàò-

ðè÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé, íà êîòîðîì äèíàìèêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

Ëàêñà (1.1). Ëîêàëüíî äàííîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé èíòåãðè-

ðóåìîé ñèñòåìû â ñèëó íàëè÷èÿ ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ
”
äåéñòâèå-óãîë“

([30], 2.4 Example 1). Ãëîáàëüíî òàêèì ïðåäñòàâëåíèåì îáëàäàþò: ãàðìîíè-

÷åñêèé îñöèëëÿòîð, èíòåãðèðóåìûå âîë÷êè, ìîäåëü Íüþìàíà, çàäà÷à ãåî-

äåçè÷åñêèõ íà ýëëèïñîèäå, îòêðûòàÿ è çàìêíóòàÿ öåïî÷êè Òîäû, ñèñòåìà

Êàëîäæåðî-Ìîçåðà äëÿ âñåõ òèïîâ ïîòåíöèàëîâ è ñèñòåì êîðíåé, ñèñòå-

ìà Ãîäåíà, íåëèíåéíûå èåðàðõèè ÊäÔ, ÊÏ, Òîäû, à òàêæå èõ èçâåñòíûå

ìàòðè÷íûå îáîáùåíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äåìîíñòðèðóåò, ÷òî äèíàìè-

êà, òî åñòü Ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå L̇ = {H,L} äëÿ ìàòðè÷íîçíà÷íîé

ôóíêöèè L íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äðóãîé
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ñòðóêòóðû àëãåáðû Ëè, à èìåííî, ñ ïîìîùüþ ñòðóêòóðû àëãåáðû Ëè íà

ïðîñòðàíñòâå ìàòðè÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîììóòè-

ðîâàíèÿ. Äàííîå ñâîéñòâî ëåæèò â îñíîâå ìíîãèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ

àíàëèçà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, r-ìàòðè÷íîé òåõíèêè è çàäà÷è ðàçëîæåíèÿ

[31].

Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà â ÷àñòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ïîëèíîì îïåðàòîðà Ëàêñà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Ñïåêòðàëüíàÿ

êðèâàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

det(L(z)− λ) = 0. (1.2)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèé, äîïóñêàþùèõ ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà,

óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷è

L(z)Ψ(z) = λΨ(z). (1.3)

Óðàâíåíèå Ëàêñà ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ñîâìåñòíîñòè ñëåäóþùåé ñèñòåìû

óðàâíåíèé:

λΨ(z) = L(z)Ψ(z),

Ψ̇(z) = M(z)Ψ(z).

Åñëè òåïåðü èíòåðïðåòèðîâàòü âñïîìîãàòåëüíóþ ëèíåéíóþ çàäà÷ó êàê ñïî-

ñîá çàäàíèÿ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé, òî ðåøåíèå ñè-

ñòåìû îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ êîîðäèíàò íà ïðîñòðàíñòâå ìîäó-

ëåé ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íà êðèâîé, îòîæäåñòâëÿåìîì ñ àññîöèèðîâàííûì

ßêîáèàíîì.

Äàëåå èçëàãàåòñÿ ñõåìà Õèò÷èíà è íåêîòîðûå åå îáîáùåíèÿ, êîòîðûå

ïðåòåíäóþò íà êëàññèôèêàöèîííîå îïèñàíèå â òåîðèè êîíå÷íîìåðíûõ èí-
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òåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìà Ãîäåíà, ïîäðîáíî ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêèé ìåòîä ñïåêòðàëüíîé êðèâîé äëÿ ýòîé ñèñòåìû

è ââîäèòñÿ àïïàðàò ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ, ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñ-

ïîëüçóåìûé â äàëüíåéøåì â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì êâàíòîâàíèþ.

1.2 Îïèñàíèå Õèò÷èíà

Ïóñòü Σ0 àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ðàññìîòðèìM =Mr,d(Σ0) ïðîñòðàíñòâî

ìîäóëåé ãîëîìîðôíûõ ñòàáèëüíûõ ðàññëîåíèé íàä Σ0 ðàíãà r è ñòåïåíè d

[32]. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ ãîëîìîðôíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòó-

ðó íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê äàííîìó ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé T ∗M.

Òåîðèÿ äåôîðìàöèé [33] ïîçâîëÿåò ÿâíî îïèñàòü ñëîé êîêàñàòåëüíîãî ðàñ-

ñëîåíèÿ. Êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé â òî÷êå E, îîòâåò-

ñòâóþùèé èíôèíèòåçèìàëüíîé äåôîðìàöèè ðàññëîåíèÿ â ïðåäñòàâëåíèè

êîöèêëîì ×åõà, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ýëåìåíòîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà H1(End(E)). Â ñâîþ î÷åðåäü êîêàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå E ïðî-

ñòðàíñòâà ìîäóëåéM áëàãîäàðÿ äâîéñòâåííîñòè Ñåððà ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåí ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà êîãîìîëîãèé Φ ∈ H0(End(E)⊗K), çäåñü

K îáîçíà÷àåò êàíîíè÷åñêèé êëàññ Σ0. Â òàêîì îïèñàíèè íà êîêàñàòåëüíîì

ðàññëîåíèè T ∗M ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ñåìåéñòâî ôóíêöèé

hi : T ∗M→ H0(K⊗i); hi(E,Φ) =
1

i
trΦi. (1.4)

Ïðÿìàÿ ñóììà ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé hi

h : T ∗M−→ ⊕r
i=1H

0(K⊗i)

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì Õèò÷èíà [16] è çàäàåò ëàãðàíæåâî ñëîåíèå ôà-

çîâîãî ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿÿ òåì ñàìûì èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó.
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1.2.1 Ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ

Ìåòîä ñïåêòðàëüíîé êðèâîé ïðåäïîëàãàåò ÿâíîå ðåøåíèå ñèñòåìû â òåðìè-

íàõ åñòåñòâåííûõ îáúåêòîâ íåêîòîðîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé. Ðàññìîòðèì

(íåëèíåéíîå) îòîáðàæåíèå ðàññëîåíèé

char(Φ) : K → K⊗r, (1.5)

îïðåäåëåííîå ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ

char(Φ)(µ) = det(Φ− µ ∗ Id) (1.6)

ãäå µ îïðåäåëÿåò òî÷êó ñëîÿ K, à âûðàæåíèå Id - òîæäåñòâåííîå ñå÷å-

íèå ðàññëîåíèÿ End(E). Ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîîáðàç

íóëåâîãî ñå÷åíèÿ K⊗r. Ïðîîáðàç îïðåäåëÿåò àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ Σ â

ïðîåêòèâèçàöèè òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà êàíîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ K.

1.2.2 Ëèíåéíîå ðàññëîåíèå

Íåïîñðåäñòâåííî ðåøåíèå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì (íàõîæäåíèå ïåðåìåííûõ

"äåéñòâèå-óãîë") â îïèñàíèè Õèò÷èíà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî â òåðìèíàõ

ñëåäóþùåãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè π

ñîîòâåòñòâóþùåå êàíîíè÷åñêîìó ðàññëîåíèþ K

π : K → Σ0

è îòîáðàæåíèå îáðàòíûõ îáðàçîâ

π∗E
Φ−µ̃∗Id−→ π∗(E ⊗K),

çäåñü µ̃ - òàâòîëîãè÷åñêîå ñå÷åíèå π∗K. Ðàññìîòðèì òàêæå ôàêòîð-ïó÷îê

F , îòâå÷àþùèé ýòîìó âëîæåíèþ

0 −→ π∗E
Φ−µ∗Id−→ π∗(E ⊗K) −→ F −→ 0. (1.7)
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Íîñèòåëü F ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåííîé âûøå ñïåêòðàëüíîé êðèâîé ìîäåëè

Σ, ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûé âåêòîð ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé ñêà-

ëÿð ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì. Îãðàíè÷èì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(1.7) íà Σ

0 −→ L −→ π∗E|Σ
Φ−µ∗Id−→ π∗(E ⊗K)|Σ −→ F|Σ −→ 0.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî L îïðåäåëÿåò ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà ñïåêòðàëüíîé êðè-

âîé, àññîöèèðîâàííîå ñ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ïîëÿ Õèããñà.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Àáåëÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü

{a1, . . . , ag, b1, . . . , bg} áàçèñ â H1(Σ0,Z) ñ èíäåêñîì ïåðåñå÷åíèÿ

(ai, bj) = δij, ïóñòü {ωi} áàçèñ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ H0(K),

íîðìèðîâàííûé óñëîâèåì
∮

ai
ωj = δij, è ïóñòü Bij =

∮
bi
ωj - ìàòðèöà

b-ïåðèîäîâ. Òîãäà îïðåäåëèì ðåøåòêó Λ â Cg ïîðîæäåííóþ öåëî÷èñëåííîé

ðåøåòêîé Zg è ðåøåòêîé ñ áàçèñîì, ñîñòîÿùèì èç ñòðîê ìàòðèöû B.

Çàôèêñèðóåì òî÷êó êðèâîé P0 ∈ Σ. Îòîáðàæåíèå Àáåëÿ ìîæåò áûòü

îïðåäåëåíî ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

A : Σ→ JacΣ = Cg/Λ; A(P ) =


∫ P

P0
ω1

...∫ P

P0
ωg

 . (1.8)

Äàííîå îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ áëàãîäàðÿ ðàñ-

ñìîòðåíèþ ôàêòîðïðîñòðàíñòâà. Îíî îáîáùàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ äèâèçî-

ðîâ è ïîçâîëÿåò ÿâíî ïàðàìåòðèçîâàòü ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ëèíåéíûõ

ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé íà àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ.

Òåîðåìà 1.1 ([16]). Ëèíåéíûå êîîðäèíàòû íà ßêîáèàíå Jac(Σ) âçÿ-

òûå îò îáðàçà ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ A(L) ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè òèïà
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”
óãîë“ äëÿ ñèñòåìû Õèò÷èíà.

1.3 Ñèñòåìà Õèò÷èíà íà îñîáûõ êðèâûõ

1.3.1 Îáîáùåíèÿ

Êîíñòðóêöèÿ Õèò÷èíà ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé îñîáûõ êðèâûõ è

êðèâûõ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè [34], [35]. Ýòî îáîáùåíèå ïîçâîëÿåò ñòðîèòü

ÿâíûå ïàðàìåòðèçàöèè øèðîêîãî êëàññà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ñîõðàíÿÿ

ïðè ýòîì àíàëîãèþ ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû

Õèò÷èíà.

• Îòìå÷åííûå òî÷êè: Ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ãî-

ëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé íà àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ñ äîïîëíèòåëüíûìè

äàííûìè, à èìåííî ñ òðèâèàëèçàöèÿìè â îòìå÷åííûìè òî÷êàìè. Òàêîå

ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ïîëó÷àåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé ïðîñòðàíñòâà ôóíê-

öèé ïåðåêëåéêè ïî òàêèì çàìåíàì òðèâèàëèçàöèé â àòëàñå îòêðûòûõ

ìíîæåñòâ, êîòîðûå íå ìåíÿþò òðèâèàëèçàöèþ â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ.

Îáîçíà÷èì äàííîå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ñèìâîëîì Mr,d(z1, . . . , zk).

Êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ïðîñòðàíñòâó Mr,d(z1, . . . , zk) â òî÷êå E ÿâëÿ-

åòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà

TEMr,d(z1, . . . , zk) ' H1(End(E)⊗O(−
k∑

i=1

zi))

Êîêàñàòåëüíûé âåêòîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñå÷åíèåì ñëåäóþùåãî

ðàññëîåíèÿ

Φ ∈ H0(End(E)⊗K ⊗O(
k∑

i=1

zi))
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• Îñîáûå òî÷êè: Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ðàññëîåíèé ìîæåò áûòü ðàññìîò-

ðåíî íà êðèâûõ ñ îñîáåííîñòÿìè òèïà
”
äâîéíàÿ òî÷êà“,

”
êàñï“ èëè òàê

íàçûâàåìàÿ
”
ñõåìíàÿ äâîéíàÿ òî÷êà“. Â ýòîé ñèòóàöèè òàêæå ìîæåò

áûòü ïîñòðîåí ñîäåðæàòåëüíûé ôîðìàëèçì ñèñòåìû Õèò÷èíà, ïðèâî-

äÿùèé ê áîëüøîìó êîëè÷åñòâó âàæíûõ ïðèìåðîâ èíòåãðèðóåìûõ ñè-

ñòåì. Ïðè ýòîì àëãåáðàè÷åñêîå îïèñàíèå äóàëèçèðóþùåãî ïó÷êà è ïðî-

ñòðàíñòâà ìîäóëåé ðàññëîåíèé îêàçûâàåòñÿ áîëåå ÿâíûì, ÷åì â ñëó÷àå

íåîñîáîé êðèâîé òîãî æå àëãåáðàè÷åñêîãî ðîäà.

1.3.2 Ñõåìíûå òî÷êè

Îïèøåì ïîäðîáíåå ôîðìàëèçì ñèñòåìû Õèò÷èíà íà êðèâûõ ñ äâîéíûìè

ñõåìíûìè òî÷êàìè. Â ðàáîòàõ [35] áûëè ïîñòðîåíû îáîáùåíèÿ èíãðåäèåí-

òîâ ñèñòåìû Õèò÷èíà äëÿ îñîáûõ êðèâûõ äàííîãî òèïà, à èìåííî, áûëà

íàéäåíà àëãåáðàè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ãîëî-

ìîðôíûõ ðàññëîåíèé, êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ê ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé, ñå÷å-

íèé äóàëèçèðóþùåãî ïó÷êà, à òàêæå äëÿ êàíîíè÷åñêîé ñèìïëåêòè÷åñêîé

ôîðìû íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè, áûëà äîêàçàíà èíòåãðèðóåìîñòü.

Êëàññ îñîáåííîñòåé Ðàññìîòðèì êðèâóþ Σproj ïîëó÷àþùóþñÿ ñêëåé-

êîé 2 ïðîèçâîëüíûõ ïîäñõåì A(ε), B(ε) íà CP 1 â îäíó òî÷êó (ò.å. êðèâóþ,

ïîëó÷àþùóþñÿ äîáàâëåíèåì îäíîé ãëàäêîé òî÷êè ∞ ê àôôèííîé êðèâîé

Σaff = Spec{f ∈ C[z] : f(A(ε)) = f(B(ε))}, ãäå εN = 0 ). Äàëåå âû-

÷èñëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèé ðîä òàêèõ êðèâûõ (ò.å. dimH1(O)). Îñíîâíûå

ðàññìàòðèâàåìûå ïðèìåðû ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñèòóàöèÿìè:

• Íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû: A(ε) = ε, B(ε) = 0, â ýòîì ñëó÷àå ðîä ðàâåí

N − 1.
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• Êîðíè èç åäèíèöû: A(ε) = ε, B(ε) = αε, ãäå αk = 1. Â ýòîì ñëó÷àå

ðîä ðàâåí N − 1− [(N − 1)/k]. Áîëåå îáùèé ñëó÷àé êîðíåé èç åäèíèöû

ðåàëèçóåòñÿ ïîäñõåìàìè ñ ñîîòíîøåíèÿìè: A(ε) = ε è B(ε) òàêàÿ, ÷òî

B(B(B...(B︸ ︷︷ ︸
k times

(ε))) = ε mod εN−1.

Ðîä â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ðàâåí N − 1− [(N − 1)/k].

• Ãåîìåòðè÷åñêè îòëè÷íûå òî÷êè:

A(ε) = a0 + a1ε+ ...+ aN−1ε
N−1, B(ε) = b0 + b1ε+ ...+ bN−1ε

N−1,

òàê ÷òî a0 6= b0. Ðîä ðàâåí N .

Ðàññëîåíèÿ Îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé

äëÿ îñîáûõ êðèâûõ ïðîèçâîäèòñÿ íà àëãåáðàè÷åñêîì ÿçûêå, à èìåííî, èñ-

ïîëüçóåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàññëîåíèÿìè è ïó÷êàìè èõ ñå÷åíèé, êîòî-

ðûå ÿâëÿþòñÿ ïó÷êàìè ëîêàëüíî-ñâîáîäíûõ, à ñëåäîâàòåëüíî è ïðîåêòèâ-

íûõ ìîäóëåé íàä ñòðóêòóðíûì ïó÷êîì ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðàè÷åñêîé

êðèâîé. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ â àôôèííîé êàðòå íîðìàëèçàöèè, ñîäåðæàùåé ñêëåèâàåìûå ïîäñõåìû.

Ìîäóëü MΛ ðàíãà r íàä àôôèííîé êàðòîé áåç áåñêîíå÷íîñòè îïðåäåëÿåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâîì â òðèâèàëüíîì ìîäóëå âåêòîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé s(z)

íà C ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ:

s(A(ε)) = Λ(ε)s(B(ε)),

ãäå Λ(ε) =
∑

i=0,...,N−1 Λiε
i - ìàòðè÷íîçíà÷íûé ïîëèíîì. Óñëîâèå ïðîåêòèâ-

íîñòè äàííîãî ìîäóëÿMΛ (è, êàê ñëåäñòâèå, óñëîâèå íà òî, ÷òî ñîîòâåòñòâó-

þùèé ïó÷îê îòâå÷àåò âåêòîðíîìó ðàññëîåíèþ) çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
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• Íèëüïîòåíòíûé ñëó÷àé: A(ε) = ε, B(ε) = 0, óñëîâèå: Λ0 = Id.

• Êîðåíü èç åäèíèöû: A(ε) = ε, B(ε) = αε, ãäå αk = 1,

óñëîâèå:

Λ(ε)Λ(αε)...Λ(αk−1ε) = Id.

• Ãåîìåòðè÷åñêè îòëè÷íûå òî÷êè:

A(ε) = a0 + a1ε+ ...+ aN−1ε
N−1, B(ε) = b0 + b1ε+ ...+ bN−1ε

N−1,

óñëîâèå îáðàòèìîñòè Λ0.

Îòêðûòàÿ êëåòêà ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé íà

Σproj ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà ïî îòíîøåíèþ ê

äåéñòâèþ GLr íà ïðîñòðàíñòâå Λ(ε) îáùåãî ïîëîæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì âûøå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî GLr äåéñòâóåò ñîïðÿæåíèåì.

Äóàëèçèðóþùèé ïó÷îê è ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ Â ãëàäêîé ñèòóàöèè,

êàíîíè÷åñêèé êëàññ K îïðåäåëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì ôîðì ñòàðøåé ñòåïåíè íà

êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M ðàçìåðíîñòè m. Ïðè ýòîì îí

ðåàëèçóåò äâîéñòâåííîñòü Ñåððà, èñïîëüçóåìóþ ïðè îïèñàíèè êîêàñàòåëü-

íîãî ïðîñòðàíñòâà ê ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé ðàññëîåíèé. Áóêâàëüíî, äâîé-

ñòâåííîñòü Ñåððà ýòî íåâûðîæäåííîå ñïàðèâàíèå ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ

êîãîìîëîãèé

Hn(F)×Hm−n(F∗ ⊗K)→ C

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîãåðåíòíîãî ïó÷êà F . Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äó-

àëèçèðóþùèé ïó÷îê ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ÿâíî ñâîèìè ãëîáàëüíûìè ñå-

÷åíèÿìè. Ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ äóàëèçèðóþùåãî ïó÷êà íà Σproj ìîãóò áûòü
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îïèñàíû â òåðìèíàõ ìåðîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ íà C âèäà

ωφ = Resε

(
φ(ε)dz

z − A(ε)
− φ(ε)dz

z −B(ε)

)
, (1.9)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ φ(ε) =
∑

i=0,...,N−1 φi
1

εi+1 . Â ýòîì âûðàæåíèè äðîáè ñëå-

äóåò ïîíèìàòü êàê ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ:

1

z − A(ε)
=

1

z − a0 − a1ε− a2ε2 − ...
=

1

(z − a0)(1− a1ε+a2ε2+...
z−a0

)

=
1

(z − a0)
(1 +

a1ε+ a2ε
2 + ...

z − a0
+ (

a1ε+ a2ε
2 + ...

z − a0
)2 + ...).

Ñèìâîë Resε îçíà÷àåò âçÿòèå êîýôôèöèåíòà ïðè
1
ε . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî φ(ε) âûðàæåíèå âûøå äàåò ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë íà

îñîáîé êðèâîé Σproj, è êðîìå òîãî, ïðè ýòîì ëþáîé äèôôåðåíöèàë ïîëó-

÷àåòñÿ òàêèì îáðàçîì. Â îáùåé ñèòóàöèè îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà φ(ε)

â ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ èìååò ÿäðî. Îïèøåì ñïà-

ðèâàíèå Ñåððà äëÿ ñòðóêòóðíîãî ïó÷êà. Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå êðèâîé, ñî-

ñòîÿùåå èç äâóõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ: U0 = Σaff è U∞ - îêðåñòíîñòü ∞.

Ïåðåñå÷åíèå U0∩U∞ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîêîëîòûì äèñêîì U •∞ ñ öåí-

òðîì â ∞. Ïóñòü s ∈ OU•
∞ - ïðåäñòàâèòåëü êëàññà H1(O). Ñïàðèâàíèå

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

< ωφ, s >=

∮
δU0∩U∞

ωφs. (1.10)

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñïàðèâàíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî íà êëàññàõ êî-

ãîìîëîãèé.

Ýíäîìîðôèçìû ìîäóëÿ MΛ îïèñûâàþòñÿ ìàòðè÷íîçíà÷íûìè ïîëèíî-

ìèàëüíûìè ôóíêöèÿìè Φ(z) óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

Φ(A(ε)) = Λ(ε)Φ(B(ε))Λ(ε)−1.
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Äåéñòâèå Φ(z) íà ñå÷åíèè s(z) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé: s(z) 7→ Φ(z)s(z).

Ïðîñòðàíñòâî H1(End(MΛ)) îïèñûâàåòñÿ êàê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ìàò-

ðè÷íîçíà÷íûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ïî äâóì ïîäïðîñòðàíñòâàì:

Endout = {χ(z) ∈Matn[z]|χ(z) = const}

è

Endin = {χ(z) ∈Matn[z]|χ(A(ε))) = Λ(ε)χ(B(ε))Λ(ε)−1}.

Ýëåìåíòû H1(End(MΛ)) èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê êàñàòåëüíûå âåêòîðà ê

ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé â òî÷êå MΛ. Èíôèíèòå-

çèìàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ðàññëîåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëåìåíòó χ(z), çàäà-

åòñÿ ôîðìóëîé

δχ(z)Λ(ε) = χ(A(ε))Λ(ε)− Λ(ε)χ(B(ε)). (1.11)

Ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ H0(End(MΛ)⊗K) îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

Φ(z) = Resε

(
Φ(ε)

z − A(ε)
dz − Λ(ε)−1Φ(ε)Λ(ε)

z −B(ε)
dz

)
, (1.12)

ãäå

ResεΛ(ε)Φ(ε)Λ(ε)−1 − Φ(ε) = 0

è Φ(ε) =
∑

i Φi
1

εi+1 - ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äàííîå

âûðàæåíèå òàêæå ïðåäïîëàãàåò ðàçëîæåíèå çíàìåíàòåëÿ â ãåîìåòðè÷åñêóþ

ïðîãðåññèþ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ èçH0(End(MΛ)⊗K)

ïîëó÷àþòñÿ òàêèì îáðàçîì.

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê ïðîñòðàí-

ñòâó ìîäóëåé ðàññëîåíèé ìîæåò áûòü îïèñàíà â òåðìèíàõ ãàìèëüòîíîâîé
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ðåäóêöèè ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû íà ïðîñòðàíñòâå ïàð Λ(ε),Φ(ε), çàäàí-

íîé âûðàæåíèåì:

ResεTrd(Λ(ε)−1Φ(ε)) ∧ dΛ(ε). (1.13)

Ïðè ýòîì ãàìèëüòîíîâà ðåäóêöèÿ âûïîëíÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ñî-

ïðÿæåíèåì ïîñòîÿííûìè ìàòðèöàìè GLn.

Èíòåãðèðóåìîñòü Ñèñòåìà Õèò÷èíà íà êðèâîé Σproj îïèñûâàåòñÿ êàê

ñèñòåìà íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ðåàëèçóåòñÿ â âèäå ãàìèëüòî-

íîâîãî ôàêòîðà ïðîñòðàíñòâà ïàð Λ(ε),Φ(ε). Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà çà-

äàåòñÿ ôîðìóëîé 1.13. Ðåäóêöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê äåé-

ñòâèþ ãðóïïû GLn ñîïðÿæåíèÿìè. Îïåðàòîð Ëàêñà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-

ëîé 2.43. Ãàìèëüòîíèàíû çàäàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé

Tr(Φ(z)k) ïî íåêîòîðîìó áàçèñó ãîëîìîðôíûõ k-äèôôåðåíöèàëîâ (òî åñòü

ñå÷åíèé H0(Kk)). Îòìåòèì, ÷òî ∀z, w, k, l âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî

êîììóòàòèâíîñòè: Tr(Φ(z)k) è Tr(Φ(w)l) êîììóòèðóþò íà íå ðåäóöèðîâàí-

íîì ïðîñòðàíñòâå.

Äîêàçàòåëüñòâà èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû Õèò÷èíà íà îñîáîé êðèâîé

ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ òåõíèêè r-ìàòðè÷íûõ âû÷èñëåíèé. Ïóàññîíîâà

ñêîáêà ìåæäó Φ(ε) îïðåäåëÿåòñÿ r-ìàòðè÷íûì âûðàæåíèåì:

{Φ(ε)⊗ Φ(η)} =
∣∣[Φ(ε)⊗ 1, δε

ηR]
∣∣
− =

∣∣[Φ(ε)⊗ 1 + 1⊗ Φ(η), δε
ηR]
∣∣
η
. (1.14)

Çäåñü {A⊗B} ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîýëåìåíòíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà

äâóõ ìàòðèö ñî çíà÷åíèÿìè â Ïóàññîíîâîé àëãåáðå. Ìàòðèöà R ýòî ìàòðèöà

ïåðåñòàíîâêè â òåíçîðíîì êâàäðàòå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà: R(u ⊗ v) =

24



v ⊗ u. Ôóíêöèÿ δη
ε îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

δη
ε =

N−1∑
k=0

ηk

εk+1 .

Îáîçíà÷åíèå |...|ν îçíà÷àåò îòáðàñûâàíèå ìîíîìîâ νk, ñòåïåíè k < N , òàê-

æå êàê |...|− îçíà÷àåò îòáðàñûâàíèå ïîëîæèòåëüíûõ ìîíîìîâ.

r-ìàòðè÷íîé ñêîáêîé òàêæå îïèñûâàåòñÿ Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà ñëåäó-

þùèõ ãåíåðàòîðîâ

Φ(z, ε) =

∣∣∣∣ Φ(ε)

z − A(ε)
− Λ−1(ε)Φ(ε)Λ(ε)

z −B(ε)

∣∣∣∣
−{ε}

.

À èìåííî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

{Φ(z, ε)⊗ Φ(w, η)} =
∣∣[Φ(z, ε)⊗ 1, R] δε

ηδ
z
w

∣∣
−{ïî âñåì ïåðåìåííûì} .

Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà â òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ Ëàêñà òàêæå îïèñûâàåòñÿ

r-ìàòðè÷íîé ôîðìîé:

{Φ(z)⊗ Φ(w)} = |[Φ(z)⊗ 1, R]δz
w|−{z,w} = |[Φ(z)⊗ 1 + 1⊗ Φ(w), R]δz

w|w .

(1.15)

Êîììóòàòèâíîñòü Tr(Φ(z)k) äîêàçûâàåòñÿ òðàäèöèîííûì äëÿ ñòðóêòóð

r-ìàòðè÷íîãî òèïà ñïîñîáîì.

Ôóíêöèè Tr(Φ(z)k) èíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ ãðóïïû

GLn ñîïðÿæåíèåì íà ïðîñòðàíñòâå ïàð Λ(ε),Φ(ε). Ýòè ôóíêöèè ìîãóò áûòü

îãðàíè÷åíû íà ðåäóöèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Âàæíûì ñâîéñòâîì ãàìèëü-

òîíîâîé ðåäóêöèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè ðåäóêöèè ñîõðàíÿþòñÿ ñêîáêè èíâà-

ðèàíòíûõ ôóíêöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê ïîñòðî-

åíèþ êîììóòàòèâíîãî ñåìåéñòâà íà ðåäóöèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå

ñîâïàäàåò ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû Õèò÷èíà.
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Ïðèìåð 1.1. Ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíóþ êðèâóþ ñ îäíîé äâîéíîé òî÷êîé

z1 ↔ z2 (êîëüöî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà òàêîé êðèâîé âûäåëÿåòñÿ â

êîëüöå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé f íà CP 1 óñëîâèåì f(z1) = f(z2)) è îäíîé

îòìå÷åííîé òî÷êîé z3. Äóàëèçèðóþùèé ïó÷îê (ò.å. ïó÷îê ðåàëèçóþùèé

äâîéñòâåííîñòü Ñåððà H1(F)∗ ' H0(F∗ ⊗ K)) èìååò ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå

dz( 1
z−z1
− 1

z−z2
). Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåéM ãîëîìîðôíûõ ðàñ-

ñëîåíèé E ðàíãà n íà Σnode ñ ôèêñèðîâàííîé òðèâèàëèçàöèåé â òî÷êå z3.

Èìååòñÿ ñëåäóþùèé èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

TEM = H1(End(E)⊗O(−p)).

Îãðàíè÷èì ðàññìîòðåíèå îòêðûòîé êëåòêîé ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé, îò-

âå÷àþùåé êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè ìàòðèö Λ ñ ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåí-

íûìè çíà÷åíèÿìè. Êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíî ïðîñòðàí-

ñòâó ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ End∗(E)⊗K⊗O(p). Ýòî ïðîñòðàí-

ñòâî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ïðîñòðàíñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ìàòðè÷-

íîçíà÷íûõ ôóíêöèé ïåðåìåííîé z ñëåäóþùåãî âèäà

Φ(z) =

(
Φ1

z − z1
− Φ2

z − z2
+

Φ3

z − z3

)
dz,

ãäå íà âû÷åòû âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

Φ1Λ = ΛΦ2 è Φ1 − Φ2 + Φ3 = 0.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû ïàðàìåòðèçóåòñÿ ýëåìåíòîì U ∈

GL(n), êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò òðèâèàëèçàöèþ ðàññëîåíèÿ â òî÷êå z3,

ìàòðèöåé Λ, îïðåäåëÿþùåé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü íàä êîëüöîì O(Σmode),

âû÷åòàìè ïîëÿ Õèããñà Φi. Â äàííûõ êîîðäèíàòàõ êàíîíè÷åñêàÿ ñèìïëåê-

òè÷åñêàÿ ôîðìà íà T ∗M ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà âûðàæåíèåì

ω = Tr(d(Λ−1Φ1) ∧ dΛ) + Tr(d(U−1Φ3) ∧ dU).
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Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ðåäóêöèè ïî îòíîøåíèþ ê ïðàâîìó äåé-

ñòâèþ ãðóïïû GL(n) íà U è ïðèñîåäèíåííîìó äåéñòâèþ íà ýëåìåíòàõ

Φi, Λ ïîëó÷èì ïðîñòðàíñòâî, ïàðàìåòðèçóåìîå ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòà-

ìè (Φ3)ij = fij, i 6= j; ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè e2xi ìàòðèöû Λ è äèà-

ãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû (Φ1)ii = pi ñî ñëåäóþùèìè ñêîáêàìè

Ïóàññîíà

{xi, pj} = δij, {fij, fkl} = δjkfil − δilfkj.

Ãàìèëüòîíèàí ñïèíîâîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû Êàëîäæåðî-

Ìîçåðà, ñâÿçàííîé ñ êîíå÷íî-çîííûìè ðåøåíèÿìè ìàòðè÷íûõ îáîáùåíèé

óðàâíåíèÿ ÊÏ [36], ïîëó÷àåòñÿ êàê êîýôôèöèåíò TrΦ2(z) ïðè 1/(z − z1)
2

H = TrΦ2
1 =

n∑
i=1

p2
i − 4

∑
i6=j

fijfji

sinh2(xi − xj)
.

1.4 Ñèñòåìà Ãîäåíà

1.4.1 Îïåðàòîð Ëàêñà

Ñèñòåìà Ãîäåíà áûëà ïîñòðîåíà â [11] (ðàçäåë 13.2.2) êàê ïðåäåë XXX ìîäå-

ëè Ãåéçåíáåðãà. Îíà îïèñûâàåò îäíîìåðíóþ öåïî÷êó âçàèìîäåéñòâóþùèõ

÷àñòèö ñî ñïèíîì. Ñèñòåìà Ãîäåíà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê îáîáùåí-

íàÿ ñèñòåìà Õèò÷èíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàöèîíàëüíîé êðèâîé Σ = CP 1 ñ

N îòìå÷åííûìè òî÷êàìè z1, . . . , zN . Ïîëå Õèããñà â äàííîì ñëó÷àå ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ñå÷åíèåì òèïà Φ = L(z)dz ãäå

L(z) =
∑

i=1...N

Φi

z − zi
. (1.16)
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Âûðàæåíèå L(z) òðàäèöèîííî íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ëàêñà ââèäó èñêëþ-

÷èòåëüíîé ðîëè ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì:

L̇ = [M,L]

äëÿ íåêîòîðîé ìàòðè÷íîçíà÷íîé ôóíêöèè M.

Âû÷åòû îïåðàòîðà Ëàêñà ñèñòåìû Ãîäåíà Φi ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ðàç-

ìåðà n × n, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðûõ ëåæàò â gln ⊕ . . . ⊕ gln. (Φi)kl

ñîâïàäàåò ñ kl-ûì ãåíåðàòîð i-îé êîïèè gln. Â äàííîì ñëó÷àå ãåíåðàòîðû

àëãåáðû Ëè èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ôóíêöèè íà äâîéñòâåííîì ïðîñòðàí-

ñòâå gl∗n. Ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà S(gln)
⊗N ' C[gl∗n ⊕ . . . ⊕ gl∗n] ñíàáæå-

íà Ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðîé, çàäàâàåìîé ñêîáêîé Êèðèëëîâà-Êîñòàíòà íà

äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ê àëãåáðå Ëè:

{(Φi)kl, (Φj)mn} = δij(δlm(Φi)kn − δnk(Φi)ml).

1.4.2 R-ìàòðè÷íàÿ ñêîáêà

R-ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñêîáîê Ïóàññîíà îêàçàëèñü êëþ÷åâûì ýëåìåí-

òîì òåîðèè êâàíòîâûõ ãðóïï. Â íåêîòîðîì ñìûñëå íàëè÷èå R-ìàòðè÷íîé

ñòðóêòóðû ýêâèâàëåíòíî èíòåãðèðóåìîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî â òåîðèè êâàí-

òîâûõ ãðóïï [37] âûäåëåííûìè îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå êâà-

çèòðèóãîëüíûå èëè ñïëåòåííûå áèàëãåáðû. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

• {ei} - ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Cn;

• {Eij} - ñòàíäàðòíûé áàçèñ â End(Cn), òî åñòü òàêîé, ÷òî Eijek = δj
kei;

• e(s)
ij - ãåíåðàòîðû s-îé êîïèè gln ⊂ ⊕Ngln.
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Îïåðàòîð Ëàêñà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

L(z) =
∑
ij

Eij ⊗
N∑

s=1

e
(s)
ij

z − zs
.

Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì êðàòêèì ñîîòíîøå-

íèåì â òåðìèíàõ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ãåíåðàòîðîâ:

{L(z)⊗ L(u)} = [R12(z − u), L(z)⊗ 1 + 1⊗ L(u)] ∈ End(Cn)⊗2 ⊗ S(gln)
⊗N ,

ñ êëàññè÷åñêîé R-ìàòðèöåé ßíãà

R(z) =
P12

z
, P12v1 ⊗ v2 = v2 ⊗ v1, P12 =

∑
ij

Eij ⊗ Eji.

1.4.3 Èíòåãðàëû

Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà

det(L(z)− λ) =
n∑

k=0

Ik(z)λ
n−k. (1.17)

×àñòî èñïîëüçóåòñÿ àëüòåðíàòèâíûé áàçèñ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Ëàêñà (ïîëèíîìû Íüþòîíà ñîáñòâåííûõ ÷è-

ñåë îïåðàòîðà Ëàêñà)

Jk(z) = TrLk(z), k = 1, . . . , n.

Òðàäèöèîííûå êâàäðàòè÷íûå Ãàìèëüòîíèàíû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñëåäó-

þùèì îáðàçîì

H2,k = Resz=zk
TrL2(z) =

∑
j 6=k

2TrΦkΦj

(zk − zj)
= 2

∑
j 6=k

∑
lm e

(k)
lme

(j)
ml

zk − zj
.
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Îíè îïèñûâàþò ìîäåëü ìàãíåòèêà, ñîñòîÿùåãî èç íàáîðà ÷àñòèö íà ïðÿ-

ìîé ñ ïàðíûì âçàèìîäåéñòâèåì, îïðåäåëÿåìûì âíóòðåííèìè ñïèíîâûìè

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Èçâåñòíî êëàññè÷åñêîå

Óòâåðæäåíèå 1.2. Êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà L(z)

êîììóòèðóþò ïî îòíîøåíèþ ê ñêîáêå Êèðèëëîâà-Êîñòàíòà

{Ik(z), Im(u)} = 0.

Àïïàðàò R-ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ñóùåñòâåííî óïðîùàåò äîêàçà-

òåëüñòâî òàêîãî ðîäà óòâåðæäåíèé. Ïðåäñòàâèì çäåñü îñíîâíóþ ñõåìó äî-

êàçàòåëüñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü L1(z) = L(z)⊗ 1 and L2(u) = 1⊗ L(u).

{Jk(z), Jm(u)} = Tr12{Lk(z)⊗ Lm(u)}

= Tr12

∑
ij

Li
1(z)L

j
2(u){L(z)⊗ L(u)}Lk−i−1

1 (z)Lm−j−1
2 (u)

= Tr12

∑
ij

Li
1(z)L

j
2(u)R12(z − u)Lk−i

1 (z)Lm−j−1
2 (u) (1.18)

+ Tr12

∑
ij

Li
1(z)L

j
2(u)R12(z − u)Lk−i−1

1 (z)Lm−j
2 (u)

− Tr12

∑
ij

Li+1
1 (z)Lj

2(u)R12(z − u)Lk−i−1
1 (z)Lm−j−1

2 (u) (1.19)

− Tr12

∑
ij

Li
1(z)L

j+1
2 (u)R12(z − u)Lk−i−1

1 (z)Lm−j−1
2 (u).

Â ÷àñòíîñòè

(1.18)+ (1.19) = Tr12[
∑
ij

Li
1(z)L

j
2(u)R12(z − u)Lk−i−1

1 (z)Lm−j−1
2 (u), L1(z)].

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî ïîä ñëåäîì ñòîèò

êîììóòàòîð íåêîòîðûõ âûðàæåíèé.
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1.4.4 Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå

Â äàííîì ðàçäåëå îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîìïî-

íåíòû îáîáùåíèÿ êîíñòðóêöèè Õèò÷èíà íà êðèâûå ñ îòìå÷åííûìè òî÷êà-

ìè. À èìåííî, ñòðîèòñÿ ïàðà {Σ,L} - ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ è ðàññëîåíèå

íà íåé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðåøàòü êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó Ãîäåíà.

Ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ Ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ ñèñòåìû Ãîäåíà Σ̃ îïèñû-

âàåòñÿ óðàâíåíèåì

det(L(z)− λ) = 0. (1.20)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåîñîáîé êîìïàêòèôèêàöèè êðèâîé íåîáõîäèìî ðàññìîò-

ðåòü òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ, â êîòîðîì îïåðàòîð Ëàêñà ïðè-

íèìàåò çíà÷åíèÿ

Φ(z) = L(z)dz ∈ H0(CP 1,End(On)⊗ Λ) (1.21)

ãäå Λ = K(k) = O(k − 2). Îïðåäåëèì êîìïàêòèôèêàöèþ Σ óðàâíåíèåì

det(Φ(z)− λ) = 0. (1.22)

Äàííàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì ðàöèîíàëüíîé ïîâåðõíîñòè

Sk−2, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ êîìïàêòèôèêàöèè òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà

ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿO(k−2) íàä CP 1, à èìåííî ïðîåêòèâèçàöèè P (O(k−

2)⊕O) íàä ðàöèîíàëüíîé êðèâîé. Äàííàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü ñîäåð-

æèò òðè òèïà äèâèçîðîâ: E∞ - èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð, C - ñëîé ðàññëî-
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åíèÿ è E0 - áàçîâàÿ êðèâàÿ. Ýòè äèâèçîðû èìåþò ñëåäóþùèå ïåðåñå÷åíèÿ

E0 · E0 = k − 2,

E0 · C = 1,

C · C = 0,

E∞ · C = 1.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðîäà êðèâîé Σ âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïðèñîåäèíåíèÿ.

Äëÿ ýòîãî äëÿ íà÷àëà âû÷èñëèì êàíîíè÷åñêèé êëàññ Sk−2. Åìó ñîîòâåò-

ñòâóåò êëàññ äèâèçîðîâ

KSk−2
= −2E0 + (k − 4)C.

Ïóñòü êëàññ Σ ðàâåí [Σ] = n1E0 +n2C. Èç òîãî, ÷òî Σ ÿâëÿåòñÿ n-ëèñòíûì

íàêðûòèåì CP 1 ïîëó÷èì [Σ] ·C = n. Èç ýòîãî ñëåäóåò n1 = n. Äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ n2 íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ôàêò, ÷òî Σ ïîëó÷åíà, êàê ñïåêòðàëüíàÿ

êðèâàÿ ãîëîìîðôíîãî ñå÷åíèÿ End(On)⊗Λ è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïåðåñåêàåò

áåñêîíå÷íûé äèâèçîð E∞. Ïîëó÷èì n2 = 0 è ñëåäîâàòåëüíî

[Σ] = nE0.

Ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ ïîëó÷èì

2g − 2 = KSk−2
· [Σ] + [Σ] · [Σ]

= (−2E0 + (k − 4)C) · nE0 + n2E0 · E0

= −2(k − 2)n+ (k − 4)n+ (k − 2)n2.

Ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ðîä ñïåêòðàëüíîé êðèâîé

g(Σ) =
(k − 2)n(n− 1)

2
− (n− 1) (1.23)
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Ëèíåéíîå ðàññëîåíèå Òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåéM ìîæíî ñîïîñòà-

âèòü ñïåêòðàëüíóþ êðèâóþ è ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà íåé L, ñòðîÿùååñÿ

êàê ñîáñòâåííîå ïîäðàññëîåíèå â π∗On ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ îïåðàòî-

ðà Ëàêñà. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå îáðàòíûõ îáðàçîâ:

π∗(On)
π∗(Φ)−yId−→ π∗(On ⊗ Λ). (1.24)

Çäåñü π ïðîåêöèÿ Λ → Σ, y - òàâòîëîãè÷åñêîå ñå÷åíèå π∗Λ. Â ðàññìàòðè-

âàåìîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ On
S

π∗(Φ)−y·Id−→ π∗On(k − 2)⊗OS(E∞)→ FΣ → 0. (1.25)

Ôàêòîð-ïó÷îê FΣ èìååò íîñèòåëü íà Σ. Îãðàíè÷èâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íà ñïåêòðàëüíóþ êðèâóþ ïîëó÷èì

0→ L → On
Σ → On

S((k − 2)C + E∞)|Σ → FΣ → 0, (1.26)

ãäå L è FΣ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ðàññëîåíèÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì

χ(L) = χ(On
Σ)− χ(On

S((k − 2)C + E∞)|Σ) + χ(FΣ)

Îáîçíà÷èì äèâèçîð (k − 2)C + E∞ ⊂ S êàê D.

χ(On
Σ) = n(1− g),

χ(On
S(D)|Σ) = nD · [Σ] + n(1− g)

= n2(k − 2) + n(1− g),

χ(FΣ) = χ(π∗On(k − 2)⊗OS(E∞))− χ(On
S)

= n
1

2
(D ·D −D · KS) = n(k − 1). (1.27)

Òàêèì îáðàçîì χ(L) = −n2(k−2)+n(k−1). Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî òî÷åê

âåòâëåíèÿ ν = 2(g + n− 1) = (k − 2)(n2 − n). Ïîëó÷èì
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Ëåììà 1.3.

deg(L) = g + n− 1− ν.

Ðàçìåðíîñòü êîììóòàòèâíîãî ñåìåéñòâà Íà àôôèííîé êàðòå áåç

{zi} è ∞ ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ èìååò âèä

R(z, λ) = 0, R(z, λ) = (−1)nλn +
n−1∑
m=0

λmRm(z), (1.28)

ãäå

Rm(z) =
k∑

i=1

n−m∑
l=1

R
(l)
m,i

(z − zi)l
.

Êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíî
∑n−1

m=0 k(n − m) = kn(n+1)
2 .

Öåíòðàëüíûå ôóíêöèè (ñèììåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñî-

îòâåòñòâóþùèõ îðáèò) ÿâëÿþòñÿ ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè Rm(z) òî åñòü

êîýôôèöèåíòàìè Rn−m
m,i â êîëè÷åñòâå kn−1. Îïåðàòîð Ëàêñà èìååò äâîéíîé

íîëü â áåñêîíå÷íîñòè

L(z) =
1

z2

∑
i

Φizi +O(
1

z3 ).

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî Rm(z) èìååò íîëü ïîðÿäêà 2(n−m) â áåñêîíå÷íîñòè.

Ýòî íàáëþäåíèå â ñâîþ î÷åðåäü íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå

n−1∑
m=0

(2(n−m)− 1) = n2

óñëîâèé íà çíà÷åíèÿ Ãàìèëüòîíèàíîâ. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü ñïåêòðà

êîììóòàòèâíîãî ñåìåéñòâà ñîñòàâëÿåò

k
n(n+ 1)

2
− kn+ 1− n2 = k

n(n− 1)

2
− n2 + 1 = g.
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1.5 Ðàçäåëåííûå ïåðåìåííûå

Äëÿ øèðîêîãî êëàññà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ðàçäåëåííûìè îêàçûâàþòñÿ

ïåðåìåííûå, ñâÿçàííûå ñ äèâèçîðîì ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ L íà ñïåêòðàëü-

íîé êðèâîé, à èìåííî ïàðû êîîðäèíàò òî÷åê äèâèçîðà, îòâå÷àþùèõ âëî-

æåíèþ àôôèííîé êàðòû áàçîâîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé â òîòàëüíîå ïðî-

ñòðàíñòâî êàíîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ (èëè äðóãèõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé â

ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ îáîáùåíèé ñèñòåìû Õèò÷èíà). Îáû÷íî, äàííûé äèâè-

çîð îïðåäåëÿåòñÿ äèâèçîðîì íóëåé Ôóíêöèè Áåéêåðà. Â ðàáîòå [38] ïðèâî-

äèòñÿ êîíñòðóêöèÿ ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ äëÿ íåêîòîðûõ ñåìåéñòâ èí-

òåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Â sl2-ñèñòåìå Ãîäåíà ðàçäåëåííûå ïåðåìåííûå áûëè

èçâåñòíû ðàíåå è ìîãóò áûòü íàéäåíû åùå áîëåå ÿâíûì îáðàçîì.

1.5.1 sl2-ñèñòåìà Ãîäåíà

Â ñëó÷àå sl2-ñèñòåìû Ãîäåíà â ðàáîòå [39] áûëè ïîñòðîåíû ðàçäåëåííûå

ïåðåìåííûå. Íàïîìíèì, ÷òî sl2-ñèñòåìà Ãîäåíà ïîëó÷àåòñÿ èç îáùåé gl2

ñèñòåìû (1.16) ïðè âûáîðå çíà÷åíèé öåíòðàëüíûõ ôóíêöèé, îòâå÷àþùèõ

ñëåäó êàæäîé èç îðáèò, ðàâíûõ 0. îïåðàòîð Ëàêñà â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿ-

åòñÿ ôîðìóëîé:

L =

 A(z) B(z)

C(z) −A(z)

 .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì, êàê ôóíêöèþ ïàðà-

ìåòðîâ z, λ è çíà÷åíèé Ãàìèëüòîíèàíîâ:

det(L(z)− λ) = R(z, λ, h1, . . . , hd).
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Îïðåäåëèì ïåðåìåííûå yj, êàê íóëè âûðàæåíèÿ C(z). Â êà÷åñòâå äâîé-

ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ âîçüìåì

wj = A(yj).

Ýòîò íàáîð ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòû Äàðáó íà ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå:

{yi, wj} = δij.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ S(I, y) êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ îò ïåðåìåííûõ yj, wj ê ïåðåìåííûì ”
äåéñòâèå-óãîë“ Ij, φj

wj = ∂yj
S φj = ∂Ij

S

Òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (yj, wj) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñïåêòðàëüíîé êðèâîé â ñè-

ëó îïðåäåëåíèÿ äàííûõ ïåðåìåííûõ. Òîò ôàêò, ÷òî ïåðåìåííûå òèïà
”
äåé-

ñòâèå“ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Ãàìèëüòîíèàíîâ, ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü ïåðå-

ìåííûå â çàäà÷å îòûñêàíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ S

S(I, y1, . . . , yd) =
∏

i

s(I, yi),

ãäå êàæäûé ñîìíîæèòåëü s(I, z) ðåøàåò óðàâíåíèå

R(z, ∂zs, h1, . . . , hd) = 0.

2 Çàäà÷à êâàíòîâàíèÿ

Çàäà÷à êâàíòîâàíèÿ èìååò ôèçè÷åñêóþ ìîòèâàöèþ, îíà ñâÿçàíà ñ

êâàíòîâîé ôèçèêîé, ÿâëÿþùåéñÿ äåéñòâóþùåé ïàðàäèãìîé ñîâðåìåííîé

åñòåñòâåííî-íàó÷íîé îáëàñòè çíàíèé. Â ìàòåìàòè÷åñêîì êîíòåêñòå çàäà-

÷à ôîðìóëèðîâàëàñü ðàçíûìè ñïîñîáàìè: â ðàáîòàõ [40] ðàññìàòðèâàëàñü
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çàäà÷à äåôîðìàöèè àëãåáðû ôóíêöèé íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé,

óäîâëåòâîðÿþùåé
”
òðåáîâàíèÿì ñîîòâåòñòâèÿ“. ×àñòíûé ñëó÷àé äåôîðìà-

öèîííîãî êâàíòîâàíèÿ äëÿ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê ãðóïïå Ëè, èñ-

ïîëüçóåìûé äàëåå, áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå [41]. Â äàëüíåéøåì ìåòîäû äå-

ôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ, ∗-ïðîèçâåäåíèÿ, ïðîèçâåäåíèÿ Ìîéàëà, ãåî-

ìåòðè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ áûëè ðàñøèðåíû äëÿ áîëåå îáùèõ ñèòóàöèé.

Âàæíûì ñòðóêòóðíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà ôîð-

ìàëüíîñòè Êîíöåâè÷à [42], èç êîòîðîé ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êâàíòîâàíèÿ

Ïóàññîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Òàêæå, âàæíûå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè äåôîðìà-

öèîííîãî êâàíòîâàíèÿ ïðèíàäëåæàò Ôåäîñîâó [43].

Òåì íå ìåíåå, â äàííîé ÷àñòè ðàáîòû ïðåäëàãàåòñÿ ðàäèêàëüíî áîëåå

æåñòêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è êâàíòîâàíèÿ, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåò äåôîðìà-

öèþ íå òîëüêî Ïóàññîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Ââèäó íàëè÷èÿ èíòåãðèðóåìîé

ñèñòåìû ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòðîåíèå äåôîðìàöèè ïàðû: Ïóàññîíîâà àëãåá-

ðà + êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà â íåé. Áóäåì íàçûâàòü ýòó ÷àñòü çàäà÷è

êâàíòîâàíèÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêîé. Îäíàêî, êðîìå ýòî-

ãî, ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâûõ àíàëîãîâ ñóùåñòâåííûõ, ñ òî÷-

êè çðåíèÿ îïèñàíèÿ êëàññè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû, ãåîìåòðè÷åñêèõ

îáúåêòîâ. Â îáùåì, ñòàâèòñÿ çàäà÷à àññîöèàòèâíîé äåôîðìàöèè Ïóàññî-

íîâîé àëãåáðû ôóíêöèé íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðè êîòîðîé Ïóàññîí-

êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà îñòàåòñÿ êîììóòàòèâíîé, ïðè÷åì äåôîðìèðó-

åòñÿ òàêæå ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ ìîäåëè è ðàçäåëåííûå ïåðåìåííûå. Áó-

äåì íàçûâàòü ïîëíóþ çàäà÷ó êâàíòîâàíèÿ â óêàçàííîì ñìûñëå àëãåáðî-

ãåîìåòðè÷åñêîé.
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2.1 Äåôîðìàöèîííîå êâàíòîâàíèå

2.1.1 Ñîîòâåòñòâèå

Òðàäèöèîííàÿ ñõåìà äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ ïðåäïîëàãàåò ïîñòðîå-

íèå àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ïî Ïóàññîíîâîé àëãåáðå. Ïóàññîíîâîé àëãåáðîé

íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà Acl ñ óìíîæåíèåì, çàäàííûì îïåðà-

öèåé ·, êðîìå òîãî îñíàùåííàÿ êîñîñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé îïåðàöèåé,

íàçûâàåìîé ñêîáêîé Ïóàññîíà, îáîçíà÷àåìîé {◦, ◦}, ïðåâðàùàþùåé Acl â

àëãåáðó Ëè, è ñîãëàñîâàííîé ñ óìíîæåíèåì ïîñðåäñòâîì òîæäåñòâîì Ëåéá-

íèöà:

{f, g · h} = {f, g} · h+ g · {f, h}.

Ïóàññîíîâà àëãåáðà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ èíôèíèòåçèìàëüíîé âåðñèåé àññîöè-

àòèâíîé àëãåáðû. Áëàãîäàðÿ òàê íàçûâàåìîé ε-êîíñòðóêöèè Äðèíôåëüäà

íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Acl[ε]/ε
2 ñî îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ

f ∗ g = f · g + ε{f, g}

ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé. Ïîä êâàíòîâàíèåì Ïóàññîíîâîé àëãåá-

ðû Acl ñî ñòðóêòóðîé, îïðåäåëÿåìîé îïåðàöèÿìè (·,{◦, ◦}), íàçûâàåìîé àë-

ãåáðîé êëàññè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ, ïîíèìàåòñÿ íàõîæäåíèå àññîöèàòèâíîé

àëãåáðû A ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ (∗), óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì óñëî-

âèÿì:

A ' Acl[[h]] êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
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Êðîìå ýòîãî, ïðè îòîæäåñòâëåíèè àëãåáðû êëàññè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ ñ

ïðîñòðàíñòâîì êîíñòàíò â A òðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå ñîãëàñîâàíèå ñòðóêòóð:

a ∗ b = a · b+O(h),

a ∗ b− b ∗ a = h{a, b}+O(h2).

Îòîáðàæåíèå

lim : A −→ Acl : h 7→ 0

íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðåäåëîì.

Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì Ïóàññîíîâó àëãåáðó S(gln), ïîñòðîåííóþ íà

ïðîñòðàíñòâå ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðû ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà, îïðåäåëÿå-

ìîé ñêîáêîé Êèðèëëîâà. Äëÿ íåå ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå,

ðåàëèçóþùåå êîíöåïöèþ äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ: ïóñòü Uh(gln) -

äåôîðìèðîâàííàÿ óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà

Uh(gln) = T ∗(gln)[[h]]/{x⊗ y − y ⊗ x− h[x, y]}

Êëàññè÷åñêèé ïðåäåë îïèñûâàåòñÿ ïðåäåëîì h → 0 êîòîðûé êîððåêòíî

îïðåäåëåí â ñåìåéñòâå àëãåáð Uh(gln) ïî ïàðàìåòðó h. Ñóùåñòâîâàíèå

ïðåäåëà ñëåäóåò èç íàëè÷èÿ îáùåãî áàçèñà Ïóàíêàðå-Áèðêãîôà-Âèòòà äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà.

2.1.2 Êâàíòîâàíèå èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû

Èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ïàðîé: Ïóàññîíîâà àë-

ãåáðà Acl è Ïóàññîíîâà êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðàHcl ïîäõîäÿùåé ðàçìåð-

íîñòè dim(Spec(Hcl)) = 1/2dim(Spec(Acl)). Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàäà÷à êâàí-
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òîâàíèÿ â ýòèõ òåðìèíàõ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê íàõîæäåíèå ñî-

îòâåòñòâèÿ

Hcl ⊂ Acl ⇔ H ⊂ A

óäîâëåòâîðÿþùåãî ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

• A ' Acl[[h]] êàê ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, îòîáðàæåíèå lim : A → Acl

íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðåäåëîì;

• H - êîììóòàòèâíà;

• lim : H = Hcl

Çàìå÷àíèå 2.1. Â ñëó÷àå êâàíòîâàíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðû àëãåá-

ðû Ëè gln êâàíòîâîå ñîîòâåòñòâèå ìîæåò áûòü óïðîùåíî. Ðàññìîòðèì

U(gln), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ ôèëüòðàöèåé ïî ñòåïåíè ýëåìåíòîâ

{Fi}. Îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè íà àññîöèèðîâàííóþ ãðàäóèðîâàííóþ àëãåá-

ðó èíäóöèðóåò Ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó:

U(gln)→ Gr(U(gln)) = ⊕iFi/Fi−1 = S(gln). (2.1)

Íà ãåíåðàòîðàõ a ∈ Fi è b ∈ Fj èíäóöèðóåòñÿ êîììóòàòèâíîå óìíîæå-

íèå è Ïóàññîíîâà ñêîáêà. Äàííûå ñòðóêòóðû âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðå-

íèè ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé:

a ∗ b = a · b mod Fi+j−1, a ∗ b− b ∗ a = {a, b} mod Fi+j−2.
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2.1.3 Çàäà÷à êâàíòîâàíèÿ ñèñòåìû Ãîäåíà

Êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòü ñîîòâåòñòâèÿ êâàíòîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè

îáúåêòàìè: Ïóàññîíîâà àëãåáðà è êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà

Acl = S(gln)
⊗N ' C[gl∗n ⊕ . . .⊕ gl∗n],

Hcl − ïîäàëãåáðà ïîðîæäåííàÿ Ãàìèëüòîíèàíàìè Ãîäåíà (1.17).

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ÷àñòü çàäà÷è êâàíòîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ïà-

ðû, â êîòîðîé êâàíòîâàÿ àëãåáðà íàáëþäàåìûõ ñîâïàäàåò ñ òåíçîðíîé ñòå-

ïåíüþ óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû:

A = U(gln)
⊗N ,

ïðè÷åì êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà H ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèåé ïîäàëãåáðû,

ïîðîæäåííîé êëàññè÷åñêèìè Ãàìèëüòîíèàíàìè Ãîäåíà.

2.2 Êâàíòîâàÿ ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ

2.2.1 Íåêîììóòàòèâíûé îïðåäåëèòåëü

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó B =
∑

ij Eij ⊗Bij ýëåìåíòû êîòîðîé ëåæàò â íåêîòî-

ðîé, âîîáùå ãîâîðÿ íå êîììóòàòèâíîé, àññîöèàòèâíîé àëãåáðå Bij ∈ A. Eij

êàê è ïðåæäå îáîçíà÷àþò ìàòðè÷íûå åäèíèöû â ïðîñòðàíñòâå End(Cn). Áó-

äåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå íåêîììóòàòèâíîãî îïðåäåëèòåëÿ

â äàííîì ñëó÷àå

det(B) =
1

n!

∑
τ,σ∈Σn

(−1)τσBτ(1),σ(1) . . . Bτ(n),σ(n).

Ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì äëÿ ìàòðèö ñ êîììóòèðóþùè-

ìè ýëåìåíòàìè. Ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå, àïåëëèðóþùåå ê
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äåéñòâèþ îïåðàòîðà íà ñòàðøåé âíåøíåé ñòåïåíè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äëÿ ýòîãî ââåäåì îïåðàòîð An àíòèñèììåòðèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå (Cn)⊗n

Anv1 ⊗ . . .⊗ vn =
1

n!

∑
σ∈Sn

(−1)σvσ(1) ⊗ . . .⊗ vσ(n).

Ââåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå íåêîììóòàòèâíîãî îïðåäåëèòåëÿ ýêâèâàëåíò-

íî ñëåäóþùåìó

det(B) = Tr1...nAnB1 . . . Bn,

ãäå Bk îáîçíà÷àåò îïåðàòîð â End(Cn)⊗n ⊗ A çàäàííûé âûðàæåíèåì

Bk =
∑
ij

1⊗ . . .⊗ Eij︸︷︷︸
k

⊗ . . .⊗ 1⊗Bij,

à ñëåä áåðåòñÿ ïî âñåì ìàòðè÷íûì êîìïîíåíòàì End(Cn)⊗n.

2.2.2 Êâàíòîâàÿ ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ

Áóäåì íàçûâàòü êâàíòîâûì îïåðàòîðîì Ëàêñà ñèñòåìû Ãîäåíà ñëåäóþùåå

âûðàæåíèå:

L(z) =
∑
ij

Eij ⊗
N∑

s=1

e
(s)
ij

z − zs
.

L(z) ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé z ñî çíà÷åíèÿìè â

End(Cn) ⊗ U(gln)
⊗N . Îïðåäåëèì êâàíòîâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì

êâàíòîâîãî îïåðàòîðà Ëàêñà ôîðìóëîé

det(L(z)− ∂z) =
n∑

k=0

QIk(z)∂
n−k
z . (2.2)

42



Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî èìåííî òàêàÿ äåôîðìàöèÿ êëàññè-

÷åñêîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà (1.17) ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïðîèçâî-

äÿùóþ ôóíêöèþ êâàíòîâûõ Ãàìèëüòîíèàíîâ.

Òåîðåìà 2.1 ([44]). Êîýôôèöèåíòû QIk(z) êîììóòèðóþò

[QIk(z), QIm(u)] = 0

è êâàíòóþò êëàññè÷åñêèå Ãàìèëüòîíèàíû Ãîäåíà â ñëåäóþùåì ñìûñëå

lim(QIk) = Ik.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà èñïîëüçóåò ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòû òåî-

ðèè êâàíòîâûõ ãðóïï, òàêèå êàê êîíñòðóêöèÿ ßíãèàíà, åãî ïîäàëãåáðû

Áåòå è â îáùåì óêëàäûâàåòñÿ â êîíöåïöèþ êâàíòîâîãî ìåòîäà îáðàòíîé

çàäà÷è. Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ïðè-

âîäèòñÿ íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû êâàíòîâàíèÿ ñèñòåìû Ãîäåíà.

2.2.3 ßíãèàí

Äàííàÿ àëãåáðà Õîïôà áûëà ïîñòðîåíà â ðàáîòå [25] è èãðàåò âàæíóþ

ðîëü â çàäà÷å îïèñàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà.

Y (gln) ïðåæäå âñåãî ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ýëå-

ìåíòàìè t
(k)
ij (â äàííîì ðàçäåëå i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , n; k = 1, . . . ,∞).

Ñîîòíîøåíèÿ îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

T (u, h) ∈ Y (gln)⊗ End(Cn)[[u−1, h]],

èìåþùåé âèä

T (u, h) =
∑
i,j

Eij ⊗ tij(u, h), tij(u, h) = δij +
∑

k

t
(k)
ij hku−k,
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ãäå Eij - ìàòðè÷íûå åäèíèöû â End(Cn). Ñîîòíîøåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ ñ

ïîìîùüþ R-ìàòðèöû ßíãà

R(u) = 1− h

u

∑
i,j

Eij ⊗ Eji

è ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä

R(z − u, h)T1(z, h)T2(u, h) = T2(u, h)T1(z, h)R(z − u, h). (2.3)

Îáå ÷àñòè òîæäåñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ýëåìåíòû

End(Cn)⊗2 ⊗ Y (gln)[[z
−1, z, u−1, u, h]],

ïðè ýòîì ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ 1
z−u â âûðàæåíèè äëÿ R-ìàòðèöû ðàñêëà-

äûâàåòñÿ â ðÿä

1

z − u
=

∞∑
l=0

ul

zl+1 .

Â îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

T1(z, h) =
∑
i,j

Eij ⊗ 1⊗ tij(z, h), T2(u, h) =
∑
i,j

1⊗ Eij ⊗ tij(u, h).

ßíãèàí ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Õîïôà, êîóìíîæåíèå â êîòîðîé çàäàíî â òåðìè-

íàõ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

(id⊗∆)T (z, h) = T 1(z, h)T 2(z, h),

ãäå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

T 1(z, h) =
∑
i,j

Eij ⊗ tij(z, h)⊗ 1, T 2(z, h) =
∑
i,j

Eij ⊗ 1⊗ tij(z, h).
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”
Ïðåäñòàâëåíèå âû÷èñëåíèÿ“ Íàïîìíèì êîíñòðóêöèþ òàê íàçûâàå-

ìîãî ãîìîìîðôèçìà
”
âû÷èñëåíèÿ“ ρ : Y (gln)→ U(gln). Äëÿ ýòîãî îïðåäå-

ëèì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ ïî u, h ñî çíà÷åíèÿìè â End(Cn)⊗ U(gln)

Tev(u, h) = 1 +
h

u

∑
i,j

Eij ⊗ eij
def
= : 1 +

hΦ

u
, (2.4)

ãäå eij - ãåíåðàòîðû gln. Tev(u, h) óäîâëåòâîðÿåò RTT ñîîòíîøåíèþ (2.3),

ñëåäîâàòåëüíî îòîáðàæåíèå {t
(1)
ij 7→ eij; t

(k)
ij 7→ 0 ïðè k > 1} îïðåäåëÿåò

ãîìîìîðôèçì àëãåáð.

Ðàññìîòðèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå U(gln)
⊗N [[h, h−1]] è ïðîèçâîäÿùóþ

ôóíêöèþ (2.4) äëÿ îòîáðàæåíèÿ âû÷èñëåíèÿ â l-þ êîìïîíåíòó ðàññìàò-

ðèâàåìîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ T l
ev(u − zl, h). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (z1, . . . , zN),âûðàæåíèå

T α(u, h) = T 1
ev(u− z1, h)T 2

ev(u− z2, h) . . . T k
ev(u− zN , h), (2.5)

ÿâëÿþùååñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé îò u è h ñî çíà÷åíèÿìè â End(Cn)⊗

U(gln)
⊗N , îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì ρα : Y (gln) → U(gln)

⊗N [[h, h−1]], à

èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2.2. Îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ãåíåðàòîðó ßíãè-

àíà t
(k)
ij ij-é ìàòðè÷íûé ýëåìåíò êîýôôèöèåíòà ðàçëîæåíèÿ T α(u, h)h−k

â u =∞ ïðè u−k, îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì àëãåáð

ρα : Y (gln)→ U(gln)
⊗N [[h, h−1]].

Äàííàÿ ëåììà ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîìîðôèçìà êîóìíîæåíèÿ è

ãîìîìîðôèçìà âû÷èñëåíèÿ.

45



2.2.4 Ïîäàëãåáðà Áåòå

Äàííàÿ ïîäàëãåáðà òåñíî ñâÿçàíà ñ Êâàíòîâûì Ìåòîäîì Îáðàòíîé Çà-

äà÷è (ÊÌÎÇ) [23, 46, 47], à èìåííî åå ãåíåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâû-

ìè èíòåãðàëàìè äëÿ XXX ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà [46, 45]. Äàëåå èñïîëüçóåò-

ñÿ îïèñàíèå ïîäàëãåáðû Áåòå ðàáîòû [48] (ðàçäåë 2.14): ðàññìîòðèì êîì-

ïëåêñíîçíà÷íóþ n × n-ìàòðèöó C è T (u, h) - ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

ãåíåðàòîðîâ ßíãèàíà Y (gln). Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå An äëÿ ìàòðè-

öû àíòèñèììåòðèçàòîðà â ïðîñòðàíñòâå (Cn)⊗n è ñëåäóþùèå ýëåìåíòû

End(Cn)⊗n ⊗ Y (gln)[[u, u
−1, h]]

Tm(u, h) =
∑
ij

1⊗ . . .⊗ 1⊗
m

Eij ⊗1⊗ . . .⊗ 1⊗ tij(u, h).

Îêàçûâàåòñÿ [48] (ðàçäåë 2.14), ÷òî âûðàæåíèÿ âèäà

τk(u, h) = TrAnT1(u, h)T2(u− h, h) . . . Tk(u− h(k − 1), h)Ck+1 . . . Cn (2.6)

ïðè k = 1, . . . n, íàçûâàåìûå ãåíåðàòîðàìè Áåòå, ïîðîæäàþò êîììóòàòèâ-

íîå ñåìåéñòâî â Y (gln)[[u, u
−1, h]] â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

[τi(u, h), τj(v, h)] = 0.

Êðîìå òîãî, äàííîå ñåìåéñòâî ìàêñèìàëüíî åñëè ìàòðèöà C èìååò ïðîñòîé

ñïåêòð. Ñëåä â âûðàæåíèè 2.6 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ìàòðè÷íûì êîìïîíåíòàì

End(Cn)⊗n, à ðàçëîæåíèå â ðÿä äëÿ Tm(u − h(m − 1), h) âû÷èñëÿåòñÿ â

îêðåñòíîñòè u =∞, íàïðèìåð

1

u− h
=

∞∑
m=0

hm

um+1 ,

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó C è îáðàçû ãåíåðà-

òîðîâ ïîäàëãåáðû Áåòå ïðè îòîáðàæåíèè
”
âû÷èñëåíèÿ“, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
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ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè ïî u ñî çíà÷åíèÿìè â U(gln)
⊗N [[h]], äëÿ ïðî-

ñòîòû ìû áóäåì èõ îáîçíà÷àòü òåìè æå áóêâàìè

τk(u, h) = TrAnT
α
1 (u, h)T α

2 (u− h, h) . . . T α
k (u− h(k − 1), h) k = 1, . . . n.

(2.7)

2.2.5 Äîêàçàòåëüñòâî êîììóòàòèâíîñòè

Ïðèñóòñòâèå ñòðóêòóðû êîóìíîæåíèÿ â òåîðèè êâàíòîâûõ ãðóïï ïîçâîëÿåò

èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûé ìåòîä
”
ôóçèè“ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåòðèâèàëü-

íûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Áóêâàëüíî, äàííûå ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-

äóþùåì: ðàññìîòðèì îáðàç T (z) ïðè ïðåäñòàâëåíèè âû÷èñëåíèÿ â êîìïîçè-

öèè ñ ïîäõîäÿùèì êîëè÷åñòâîì îïåðàöèé êîóìíîæåíèÿ ρz1
⊗ . . .⊗ρzN

∆N−1

T ℵ(u) = T 1
z1

(z) . . . TN
zN

(z) ∈ End(Cn)⊗ U(gln)
⊗N .

Îáðàç ïîäàëãåáðû Áåòå ïðè òàêîì ãîìîìîðôèçìå ïîðîæäàåò íåêîòîðóþ

êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó è ìîæåò áûòü îïèñàí ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé:

Q(z, h) = TrAn(e
−h∂zT ℵ1 (z, h)− 1) . . . (e−h∂zT ℵn (z, h)− 1)

=
n∑

j=0

τj(z − h, h)(−1)n−jCj
ne
−jh∂z

= det(e−h∂zT ℵ(z, h)− 1). (2.8)

Âûðàæåíèå (2.8) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðÿäà ïî ∂z. Èç êîììó-

òàòèâíîñòè ãåíåðàòîðîâ ïîäàëãåáðû Áåòå ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû äàí-

íîãî ðÿäà, ÿâëÿþùèåñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ïî u ñî çíà÷åíèÿìè â

U(gln)
⊗N [[h]], òîæå êîììóòèðóþò ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà u. Ñëå-

äîâàòåëüíî êîììóòèðóþò òàêæå èõ ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû ïî h, êîòîðûå
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è ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè êîýôôèöèåíòàìè êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíà ñèñòåìû Ãîäåíà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïî h

âûðàæåíèÿ (2.8) èìååò âèä

det(e−h∂zT ℵ(z, h)− 1) = hndet(L(z)− ∂z) +O(hn+1)

â ñèëó ðàçëîæåíèÿ:

e−h∂zT ℵ(z)− 1 = h(L(z)− ∂z) +O(h2).

Çàìå÷àíèå 2.2. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåçàâèñèìîñòü êâàíòîâûõ Ãà-

ìèëüòîíèàíîâ Ãîäåíà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç íåçàâèñèìîñòè èõ

êëàññè÷åñêèõ ïðåäåëîâ, ïîñêîëüêó íàëè÷èå àëãåáðàè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ

íà ïîñòðîåííûå îïåðàòîðû èç U(gln)
⊗N âëå÷åò íåêîòîðîå íåòðèâèàëüíîå

ñîîòíîøåíèå íà èõ ñòàðøèå ñèìâîëû. Âîïðîñ î ìàêñèìàëüíîñòè äàííîãî

ñåìåéñòâà òàêæå ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî èñõîäÿ èç ìàêñèìàëüíîñòè

ñåìåéñòâà êëàññè÷åñêèõ Ãàìèëüòîíèàíîâ.

Çàìå÷àíèå 2.3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû ìîæåò áûòü èí-

òåðïðåòèðîâàí êàê ïîñòðîåíèå êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðåäåëà XXX-ìîäåëè

Ãåéçåíáåðãà.

2.3 Òðàäèöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ

Òðàäèöèîííûå â îáëàñòè êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ìåòîäû ðåøå-

íèÿ äëÿ ñèñòåì íà êîíå÷íîì ìàñøòàáå ñâîäÿòñÿ ê ìåòîäó àíçàöà Áåòå èëè

ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëÿþò âûðàçèòü çà-

äà÷ó îïèñàíèÿ ñïåêòðà êâàíòîâîé ñèñòåìû â òåðìèíàõ ðåøåíèé íåêîòîðîé

àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, èëè â òåðìèíàõ ñâîéñòâ ìîíîäðîìèè
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íåêîòîðîé Ôóêñîâîé ñèñòåìû. Îäíàêî, ñïîñîáîâ ðåøåíèé àëüòåðíàòèâíûõ

çàäà÷ äàííûå ìåòîäû íå ïðåäïîëàãàþò. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷-

íî áîãàòûé ìàòåðèàë â îáëàñòè ðåøåíèÿ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì

â ðàçíîîáðàçíûõ ïðåäåëàõ.

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ îïèñàíèÿ äâóõ íàèáîëåå òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ

ïðîñòåéøåé ñèñòåìû Ãîäåíà.

2.3.1 Àíçàö Áåòå

Ðàññìîòðèì êâàíòîâóþ ñèñòåìó Ãîäåíà ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðå Ëè sl2.

Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ëàêñà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

L =

 A(z) B(z)

C(z) −A(z)

 =
∑

i

Φi

z − zi
,

ãäå

Φi =

 hi/2 ei

fi −hi/2

 .

Êâàíòîâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì

îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà ñî çíà÷åíèÿìè â êâàíòîâîé àëãåáðå:

det(L(z)− ∂z) = ∂2
z −

1

2

∑
i

c
(2)
i

(z − zi)2 −
∑

i

Hi

z − zi
.

Ãàìèëüòîíèàíû Ãîäåíà çàäàþòñÿ âû÷åòàìè

Hi =
∑
i6=j

hihj/2 + eifj + ejfi

zi − zj
.

Êîýôôèöèåíòû ïðè ïîëþñàõ âòîðîãî ïîðÿäêà òàêæå ñîäåðæàòñÿ â êîììó-

òàòèâíîé ïîäàëãåáðå, íî ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè ïî îòíîøåíèþ êî âñåé

êâàíòîâîé àëãåáðå.

49



Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êâàíòîâûõ èí-

òåãðèðóåìûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä àíçàöà Áåòå, ïðåäëîæåííûé âïåðâûå

Áåòå äëÿ ðåøåíèÿ ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà. Îí ïðèìåíèì ê ðàçëè÷íûì îäíî-

ìåðíûì ñèñòåìàì. Äëÿ ñèñòåìû Ãîäåíà äàííûé ìåòîä áûë ïðåäëîæåí â

ðàáîòå [11]. Ïðèâåäåì çäåñü êîíñòðóêöèþ Áåòå. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ãîäå-

íà îòâå÷àþùóþ sl2 ïðè ôèêñèðîâàííîì ïðåäñòàâëåíèè Vλ = Vλ1
⊗ . . .⊗VλN

ãäå Vλi
êîíå÷íîìåðíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ñòàðøåãî âåñà λi.

Ëåììà 2.3. Âåêòîð

Ω =
M∏

j=1

C(µj)|vac >

ÿâëÿåòñÿ îáùèì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì äëÿ êîììóòèðóþùåãî ñåìåé-

ñòâà ãàìèëüòîíèàíîâ Ãîäåíà åñëè íàáîð ïàðàìåòðîâ µj (íàçûâàåìûõ êîð-

íÿìè Áåòå) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé Áåòå

−1

2

∑
i

λi

µj − zi
+
∑
k 6=j

1

µj − µk
= 0, j = 1, . . . ,M. (2.9)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Hi íà âåêòîðå Ω â ýòîì ñëó÷àå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

êîðíè Áåòå ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

HΩ
i = −λi

∑
j

1

zi − µj
− 1

2

∑
j 6=i

λj

zi − zj

 .

Äîêàçàòåëüñòâî

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êâàíòîâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì èìååò

âèä:

det(L(z)− ∂z) = ∂2
z − A2(z)− C(z)B(z) + A′(z) = ∂2

z −H(z).
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Òàêæå èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ íà ìàòðè÷-

íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà Ëàêñà:

[A(z), B(z)] = −B′(z), [A(z), C(u)] =
1

z − u
(C(z)− C(u)),

[A(z), C(z)] = C ′(z), [B(z), C(u)] =
2

u− z
(A(z)− A(u)).

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ è óñëîâèå:

H(z)|vac >=

(
1

4
(
∑

i

λi

z − zi
)2 − 1

2

∑
i

λi

(z − zi)2

)
|vac >= h0(z)|vac >

ïîëó÷èì:

H(z)Ω =

h0(z) + 2
M∑

j=1

1

µj − z
A(z) +

∑
j 6=k

1

(µj − z)(µk − z)

Ω

+ 2C(z)
M∑

j=1

1

z − µj

∏
l 6=j

C(µl)

∑
k 6=j

1

µk − µj
+ A(µj)

 .

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ Áåòå ìîãóò áûòü âûðàæåíû â ôîðìå:∑
k 6=j

1

µk − µj
+ A(µj) = 0.

Ïîñëåäíåå íàáëþäåíèå è äîêàçûâàåò ëåììó.

2.3.2 Êâàíòîâûå ðàçäåëåííûå ïåðåìåííûå

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ãîäåíà, îòâå÷àþùóþ àëãåáðå Ëè sl2 â ïðåäñòàâëå-

íèè Vλ = Vλ1
⊗ . . . ⊗ VλN

ãäå Vλi
êîíå÷íîìåðíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ñòàðøåãî âåñà λi. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ òàêîãî òèïà ìîæ-

íî ðåàëèçîâàòü êàê ôàêòîð ïðîñòðàíñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîäóëÿ Âåðìà
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C[ti]/t
λi+1
i , òàê ÷òî ãåíåðàòîðû sl2 äåéñòâóþò äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðà-

òîðàìè:

h(s) = −2ts
∂

∂ts
+ λs, e

(s) = −ts
∂2

∂t2s
+ λs

∂

∂ts
, f (s) = ts.

Áóäåì èññëåäîâàòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå âåêòîðà êâàíòîâûõ Ãàìèëüòîíè-

àíîâ â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè ìîäóëåé Âåðìà, êîòîðîå â íàñòîÿùåì ñëó-

÷àå ðåàëèçóåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïîëèíîìîâ îò N ïåðåìåííûõ C[t1, . . . , tN ].

Ââåäåì íàáîð ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ yj, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëîé:

C(z) = C0

∏
j(z − yj)∏
i(z − zi)

.

Îíè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ êîëüöà

C[t1, . . . , tN ]. Áóäåì òåìè æå ñèìâîëàìè îáîçíà÷àòü îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ

íà äàííûå ôóíêöèè.

Ïóñòü Ω îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð ãàìèëüòîíèàíîâ Ãîäåíà â

C[t1, . . . , tN ]

H(z)Ω = h(z)Ω. (2.10)

Ðàññìàòðèâàÿ îáå ÷àñòè 2.10 êàê ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ïåðåìåííîé z è

ïîäñòàâëÿÿ ñëåâà z = yj ïîëó÷èì:

H(yj) = A2(yj)− A′(yj)

=
1

4

∑
i,k

1

(yj − zi)(yj − zk)
hihk +

1

2

∑
k

1

(yj − zk)2hk. (2.11)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ âûðàçèì ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå:

∂yj
=
∑

k

∂tk
∂yj

∂tk =
∑

k

tk
yj − zk

∂tk. (2.12)
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Ïîäñòàâëÿÿ 2.12 â 2.11 ïîëó÷èì:(
−∂yj

+
1

2

∑
k

λk

yj − zk

)2

Ω = h(yj)Ω.

Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ Ãàìèëüòîíèàíîâ Ãîäåíà

ôàêòîðèçóåòñÿ, òî åñòü åå çàâèñèìîñòü îò ïåðåìåííûõ yj ðàçäåëÿåòñÿ â

ñëåäóþùåì ñìûñëå:

Ω =
∏

j

ω(yj).

Ïðè ýòîì êàæäûé ìíîæèòåëü ω(z) ñâÿçàí ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øòóðìà-

Ëèóâèëëÿ:

(∂2
z − h(z))ω̃(z) = 0

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ω̃(z) =
∏

i

(z − zi)
−λi/2ω(z).

2.3.3 Ìîíîäðîìèÿ Ôóêñîâûõ ñèñòåì

Ðåçóëüòàòû òðàäèöèîííîãî ìåòîäà ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ è àíçàöà Áåòå

â êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ, ïðèâåäåííûå âûøå, äåìîíñòðèðó-

åò, ÷òî îïèñàíèå ñïåêòðà êâàíòîâûõ ìîäåëåé òåñíî ñâÿçàíî ñ ñåìåéñòâàìè

ñïåöèàëüíûõ Ôóêñîâûõ óðàâíåíèé, îáëàäàþùèõ èñêëþ÷èòåëüíûìè ñâîé-

ñòâàìè ïðåäñòàâëåíèÿ ìîíîäðîìèè. Ýòè ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ êðàéíå åñòå-

ñòâåííûìè â ïîäõîäå Ãåéçåíáåðãà, èçëîæåííîì â ðàáîòå [49], è îòâå÷àþò

ñóùåñòâîâàíèþ ãëîáàëüíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé.

Â ðàññìàòðèâàåìîì sl2 ñëó÷àå äëÿ ñèñòåìû Ãîäåíà áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî

åñëè Ω - îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð Áåòå ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè HΩ
i
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òîãäà óðàâíåíèå(
∂2 − 1

4

∑
i

λi(λi + 2)

(z − zi)2 −
∑

i

HΩ
i

z − zi

)
Ψ(z) = 0 (2.13)

èìååò ðåøåíèå âèäà

Ψ(z) =
∏

i

(z − zi)
−λi/2

∏
j

(z − µj),

ãäå íàáîð ïàðàìåòðîâ µj óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé Áåòå.

Ýòî íàáëþäåíèå áûëî îáîáùåíî â ðåçóëüòàòå, èçëîæåííîì â ðàáîòå [50].

Ðàññìîòðèì êâàíòîâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì:

det(L(z)− ∂z) = ∂2
z −

∑
i

C
(2)
i

(z − zi)2 −
∑

i

Hi

z − zi

Ïóñòü H - àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ êîýôôèöèåíòàìè êâàíòîâîãî õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà. Íàçîâåì χ - õàðàêòåð àëãåáðû H - äîïóñòèìûì, åñëè

íà öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòàõ îí ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ χ(C
(2)
i ) = 1

4(λi + 2)λi.

Òåîðåìà 2.4 ([50]). Èìååòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ õàðàêòåðîâ χ, äëÿ êîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå

χ(det(L(z)− ∂z))Ψ(z) = 0

èìååò ìîíîäðîìèþ ±1, è ìíîæåñòâîì îáùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñè-

ñòåìû Ãîäåíà â ïðåäñòàâëåíèè Vλ.

Â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííûõ ôîðìóëèðîâîê àíçàöà Áåòå èëè ðàçäåëåí-

íûõ ïåðåìåííûõ õàðàêòåðèçàöèÿ ñïåêòðà â òåðìèíàõ ñïåöèàëüíûõ Ôóêñî-

âûõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé sln.
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2.4 Ýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêîé ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû Ãîäåíà,

òàêæå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå ìå-

òîäà êâàíòîâàíèÿ, à èìåííî êâàíòîâàÿ ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ è êâàíòîâûå

ðàçäåëåííûå ïåðåìåííûå. Îòìåòèì, ÷òî ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ãîäåíà ìî-

æåò áûòü ïîëó÷åíà â êîíòåêñòå îáîáùåíèé ñèñòåì Õèò÷èíà. Îíà îòâå÷àåò

ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé ãîëîìîðôíûõ ïîëóñòàáèëüíûõ ðàññëîåíèé ñ òðèâè-

àëüíûì äåòåðìèíàíòíûì ðàññëîåíèåì íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñ íàáîðîì

îòìå÷åííûõ òî÷åê. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëè-

íîìà èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïîäëåæàùàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóê-

òóðà, à èìåííî gln äèíàìè÷åñêîå RLL óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåä-

ñòàâëåíèþ
”
ýëëèïòè÷åñêîé êâàíòîâîé ãðóïïû“ Eτ,~(gln), îïðåäåëåííîé â

[52]. Êîììóòàòèâíîñòü â äèíàìè÷åñêîì ñëó÷àå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïî ìîäó-

ëþ ïîäàëãåáðû Êàðòàíà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû òðåáóåòñÿ

îãðàíè÷èòü ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî íà ïðîñòðàíñòâî íóëåâîãî âåñà â ïðåä-

ñòàâëåíèè îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëüíîãî äåéñòâèÿ àëãåáðû Ëè, èëè, ÷òî òî

æå ñàìîå, íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ, àííóëèðóåìîå ýëåìåíòàìè

Êàðòàíà.

2.4.1 Îáîçíà÷åíèÿ

Íà÷íåì ñ îáîçíà÷åíèé äëÿ íå÷åòíûõ θ-ôóíêöèé Ðèìàíà íà ýëëèïòè÷åñêîé

êðèâîé. Ïóñòü τ ∈ C, Im τ > 0 ïàðàìåòð ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé C/Γ, ãäå

Γ = Z + τZ - ðåøåòêà ïåðèîäîâ. Íå÷åòíàÿ θ-ôóíêöèÿ θ(u) = −θ(−u) îïðå-

äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

θ(u+ 1) = −θ(u), θ(u+ τ) = −e−2πiu−πiτθ(u), θ′(0) = 1. (2.14)
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Â äàëüíåéøåì òàêæå ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü

T =
∑

j

tj · a1,j ⊗ . . .⊗ aN,j

ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì íàä àëãåáðîé R, ãäå tj ∈ R è ai,j ïðèíàäëåæàò ïðî-

ñòðàíñòâó End Cn. Òîãäà îáîçíà÷åíèå T (k1,...,kN ) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñëå-

äóþùåìó ýëåìåíòó â R⊗ (EndCn)⊗M äëÿ íåêîòîðûõ M > N :

T (k1,...,kN ) =
∑

j

tj · 1⊗ . . .⊗ a1,j ⊗ . . .⊗ aN,j ⊗ . . .⊗ 1.

Çäåñü êàæäûé ýëåìåíò ai,j ðàñïîëàãàåòñÿ â ki-îé òåíçîðíîé êîìïîíåíòå,

÷èñëà ki ïîïàðíî îòëè÷àþòñÿ è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1 6 ki 6 M .

Òàêæå íåîáõîäèìî ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå. Ïóñòü F (λ) = F (λ1, . . . , λn)

- ôóíêöèÿ n ïàðàìåòðîâ λk, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â àëãåáðå R: òî åñòü

F : Cn → R. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

F (λ+ P ) = F (λ1 + P1, . . . , λn + Pn)

=
∞∑

i1,...,in=0

1

i1! · · · in!
∂i1+...+inF (λ1, . . . , λn)

∂λi1
1 · · · ∂λ

in
n

P i1
1 · · ·P in

n (2.15)

äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà P = (P1, . . . , Pn), Pk ∈ R. Îïóñòèì çäåñü âîïðîñû

ñõîäèìîñòè, âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå ñèòóàöèÿõ ñõîäèìîñòü áóäåò

èìåòü ìåñòî.

2.4.2 Àëãåáðà Ôåëüäåðà

Ââåäåì ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîãî ýëëèïòè÷åñêîãî L-îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâó-

þùåãî R-ìàòðèöå Ôåëüäåðà.

Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè {ei}, {Eij} ðàçäåëà 1.4.2. Ïóñòü h - íåêî-

òîðàÿ n-ìåðíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà. Â ðàáîòå [52] áûë îïðåäåëåí ýëå-
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ìåíò End Cn⊗End Cn, ìåðîìîðôíî çàâèñÿùèé îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà

u è n äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ λ1, . . . , λn:

R(u;λ) = R(u;λ1, . . . , λn) =
θ(u+ ~)

θ(u)

n∑
i=1

Eii ⊗ Eii+

+
∑
i6=j

(θ(λij + ~)

θ(λij)
Eii ⊗ Ejj +

θ(u− λij)θ(~)

θ(u)θ(−λij)
Eij ⊗ Eji

)
, (2.16)

ãäå λij = λi−λj. Ýòîò ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé R-ìàòðèöåé Ôåëü-

äåðà. Îí óäîâëåòâîðÿåò äèíàìè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ßíãà-Áàêñòåðà

R(12)(u1 − u2;λ)R(13)(u1 − u3;λ+ ~E(2))R(23)(u2 − u3;λ) =

= R(23)(u2 − u3;λ+ ~E(1))R(13)(u1 − u3;λ)R(12)(u1 − u2;λ+ ~E(3)),

à òàêæå äîïîëíèòåëüíûì ñîîòíîøåíèÿì

R(21)(−u;λ)R(12)(u;λ) =
θ(u+ ~)θ(u− ~)

θ(u)2 ,

(E
(1)
ii + E

(2)
ii )R(u;λ) = R(u;λ)(E

(1)
ii + E

(2)
ii ),

(D̂
(1)
λ + D̂

(2)
λ )R(u;λ) = R(u;λ)(D̂

(1)
λ + D̂

(2)
λ ),

ãäå

D̂λ =
n∑

k=1

Ekk
∂

∂λk
, D̂

(i)
λ =

n∑
k=1

E
(i)
kk

∂

∂λk
.

Ñëåäóåò óïîìÿíóòü, ÷òî â ôîðìóëàõ âûðàæåíèåì λ îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîð

λ1, . . . , λn, à âûðàæåíèå λ+ ~E(s) ïîäðàçóìåâàåò ñäâèã òèïà 2.15 ñî çíà÷å-

íèåì àðãóìåíòà Pi = ~E(s)
ii .

Ïóñòü R íåêîòîðàÿ C[[~]]-àëãåáðà, L(u;λ) - îáðàòèìàÿ n × n ìàòðèöà

íàä R çàâèñÿùàÿ îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà u è n äèíàìè÷åñêèõ ïà-

ðàìåòðîâ λ1, . . . , λn. Ïóñòü òàêæå h1, . . . , hn ïðåäñòàâëÿåò íàáîð ïîïàðíî
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êîììóòèðóþùèõ ýëåìåíòîâ R . L(u;λ) íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì äèíà-

ìè÷åñêèì L-îïåðàòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì íàáîðó ýëåìåíòîâ Êàðòàíà hk,

åñëè L(u;λ) óäîâëåòâîðÿåò äèíàìè÷åñêîìó RLL ñîîòíîøåíèþ

R(12)(u− v;λ)L(1)(u;λ+ ~E(2))L(2)(v;λ)

= L(2)(v;λ+ ~E(1))L(1)(u;λ)R(12)(u− v;λ+ ~h), (2.17)

à òàêæå ñîîòíîøåíèþ âèäà

(Eii + hi)L(u;λ) = L(u;λ)(Eii + hi).

Ââåäåì ýêâèâàëåíòíóþ, íî íåñêîëüêî áîëåå ñèììåòðè÷íóþ ôîðìó RLL ñî-

îòíîøåíèé. Äëÿ L-îïåðàòîðà ââåäåì âûðàæåíèå:

LD(u) = e−~D̂λL(u;λ). (2.18)

Óðàâíåíèå (2.17) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

R(12)(u− v;λ)L
(1)
D (u)L

(2)
D (v) = L

(2)
D (v)L

(1)
D (u)R(12)(u− v;λ+ ~h). (2.19)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà âûïîëíÿåò ðîëü, àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðå
”
ôóçèè“ â ðà-

öèîíàëüíîì ñëó÷àå, à èìåííî îïèñûâàåò ñïîñîá êîíñòðóèðîâàíèÿ ýëëèïòè-

÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ L-îïåðàòîðîâ.

Ëåììà 2.5. Åñëè L1(u;λ) ∈ End(Cn) ⊗ R1 è L2(u;λ) ∈ End(Cn) ⊗ R2

äâà ýëëèïòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ L-îïåðàòîðà ïî îòíîøåíèþ ê äâóì íà-

áîðàì ýëåìåíòîâ Êàðòàíà: h1 = (h1
1, . . . , h

1
n) è h2 = (h2

1, . . . , h
2
n), òîãäà

ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö L2(u;λ)L1(u;λ+ ~h2) ∈ End(Cn)⊗R1 ⊗R2 òàêæå

ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèì ýëëèïòè÷åñêèì L-îïåðàòîðîì ïî îòíîøåíèþ ê
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íàáîðó h = h1 + h2 = (h1
1 + h2

1, . . . , h
1
n + h2

n). Òàêèì îáðàçîì, åñëè L1(u;λ),

. . . , Lm(u;λ) ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè ýëëèïòè÷åñêèìè L-îïåðàòîðàìè

ñ ýëåìåíòàìè Êàðòàíà h1, . . . , hm, òî ìàòðèöà

←−∏
m>j>1

Lj

(
u;λ+ ~

m∑
l=j+1

hl
)

(2.20)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèì ýëëèïòè÷åñêèì L-îïåðàòîðîì ñ ýëåìåí-

òàìè Êàðòàíà h =
m∑

i=1
hi.

Çàìå÷àíèå 2.4. Ñòðåëêà â îáîçíà÷åíèè äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ îçíà÷àåò ïî-

ðÿäîê ñîìíîæèòåëåé ïî îòíîøåíèþ ê ðàñòóùèì çíà÷åíèÿì èíäåêñà: íà-

ïðèìåð, âûðàæåíèå
←−∏

3>i>1Ai îçíà÷àåò A3A2A1.

Îñíîâíîé ïðèìåð äèíàìè÷åñêîãî ýëëèïòè÷åñêîãî L-îïåðàòîðà äàåòñÿ

äèíàìè÷åñêîé R-ìàòðèöåé Ôåëüäåðà: L(u) = R(u − v;λ). Â ýòîì ñëó÷àå

âòîðîå ïðîñòðàíñòâî End(Cn) èãðàåò ðîëü àëãåáðû R. Çäåñü v íåêîòîðîå

ôèêñèðîâàííîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, à ýëåìåíòû Êàðòàíà ñîâïàäàþò ñ äèà-

ãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè hk = E
(2)
kk . Ëåììà 2.5 ïîçâîëÿåò îáîáùàòü äàííûé

ïðèìåð: ïóñòü v1, . . . , vm - íàáîð êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, òîãäà ìàòðèöà

R(0)(u; {vj};λ) =
←−∏

m>j>1

R(0j)(u− vj;λ+ ~
m∑

l=j+1

E(l)) (2.21)

ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèì ýëëèïòè÷åñêèì L-îïåðàòîðîì ñ ýëåìåíòàìè Êàð-

òàíà hk =
m∑

l=1
E

(l)
kk .

Áîëåå îáùèé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ L-îïåðàòîðîâ ñâÿçàí ñ

òàê íàçûâàåìîé ìàëîé ýëëèïòè÷åñêîé êâàíòîâîé ãðóïïîé eτ,~(gln) ïîñòðî-

åííîé â ðàáîòå [53]. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé C[[~]]((λ1, . . . , λn))-àëãåáðó,
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ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè t̃ij è hk, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿì

t̃ijhk = (hk − δik + δjk)t̃ij,

tijλk − (λk − ~δik)tij = 0,

tijtik − tiktij = 0, (2.22)

tiktjk −
θ(λ

{1}
ij + ~)

θ(λ
{1}
ij − ~)

tjktik = 0, i 6= j,

θ(λ
{2}
jl + ~)

θ(λ
{2}
jl )

tijtkl −
θ(λ

{1}
ik + ~)

θ(λ
{1}
ik )

tkltij −
θ(λ

{1}
ik + λ

{2}
jl )θ(~)

θ(λ
{1}
ik )θ(λ

{2}
jl )

tiltkj = 0,

ïðè i 6= k, j 6= l, ãäå tij = δij +~t̃ij, λ{1}ij = λi−λj, λ
{2}
ij = λi−λj−~hi +~hj,

ïðè÷åì ýëåìåíòû h1, . . . , hk, λ1, . . . , λk êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Ìîæåò

áûòü ïîñòðîåíà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ãåíåðàòîðîâ T (−u)

Tij(−u) = θ(−u+ λij − ~hi)tji. (2.23)

Ïðåäñòàâëÿÿ äàííóþ ìàòðèöó â âèäå

T (−u) = θ(−u)e−~
∑n

k=0(hk+Ekk)∂λkL0(u;λ)e~
∑n

k=0 hk∂λk (2.24)

ïîëó÷èì äèíàìè÷åñêèé ýëëèïòè÷åñêèé L-îïåðàòîð L0(u;λ) íàä àëãåáðîé

T = eτ,~(gln)[[∂λ]] ñ ýëåìåíòàìè Êàðòàíà h = (h1, . . . , hn), ãäå C[[∂λ]] =

C[[∂λ1
, . . . , ∂λn

]], ýëåìåíòû ∂λk
= ∂

∂λk
êîììóòèðóþò ñ hi è íå êîììóòèðóþò

ñ t̃ij.

2.4.3 Êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé äèíàìè÷åñêèé ýëëèïòè÷åñêèé L-îïåðàòîð L(u;λ)

ñ ýëåìåíòàìè Êàðòàíà hk. Åãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå u ïðèíàäëåæàò àëãåáðå

End Cn ⊗R.
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Ââåäåì îïåðàòîðû

L[m,N ]({ui};λ) = e−~D̂
(m+1)
λ L(m+1)(um+1;λ) · · · e−~D̂

(N)
λ L(N)(uN ;λ), (2.25)

ãäå m < N . Ðàññìîòðèì òàêæå ÷àñòíûé ñëó÷àé îïåðàòîðà, îïðåäåëåííîãî

âûøå äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ui = u+ ~(i− 1),

L[a,b](u;λ) = L[a,b]({ui = u+ ~(i− a− 1)};λ)

äëÿ a < b. Ïóñòü An = C((λ1, . . . , λn)) ïîïîëíåííîå ïðîñòðàíñòâî ôóíê-

öèé. Îïåðàòîðû D̂λ äåéñòâóþò íà ïðîñòðàíñòâå An ⊗ Cn, â ñâîþ î÷åðåäü

îïåðàòîðû L[a,b](u;λ) äåéñòâóþò èç ïðîñòðàíñòâà An ⊗ (Cn)⊗(b−a) â ïðî-

ñòðàíñòâî An⊗ (Cn)⊗(b−a)⊗R: åñëè u ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà òî L[a,b](u;λ) ∈

End(Cn)⊗(b−a) ⊗ An, ãäå An = An[e
±~∂λ] ⊗ R. Ðàññìîòðèì ïîäàëãåáðó

h ⊂ R ⊂ An ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè hk è åå íîðìàëèçàòîð An:

Nn = NAn
(h) = {x ∈ An | hx ⊂ Anh}. (2.26)

Îòìåòèì, ÷òî Anh ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóñòîðîííèé èäåàë â Nn. Â ðàáîòå

[51] äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.6. Îïðåäåëèì An-çíà÷íûå ôóíêöèè

tm(u) = tr
(
A[0,m]L[0,m](u;λ)

)
, (2.27)

ïðåäïîëàãàåòñÿ âçÿòèå ñëåäà ïî âñåì m ïðîñòðàíñòâàì Cn. Ýòè âûðà-

æåíèÿ êîììóòèðóþò ñ ýëåìåíòàìè Êàðòàíà hk:

hktm(u) = tm(u)hk. (2.28)

Ñëåäîâàòåëüíî îíè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â ïîäàëãåáðå Nn. Êðîìå ýòîãî

îíè êîììóòèðóþò ïî ìîäóëþ èäåàëà Anh ⊂ Nn:

tm(u)ts(v) = ts(v)tm(u) mod Anh. (2.29)
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2.4.4 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì

Êàê è â ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àå ãåíåðàòîðû tm(u) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â

âèäå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, íàçûâàåìîé êâàíòîâûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

ïîëèíîìîì. Ýòà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ îïðåäåëèòå-

ëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî L-îïåðàòîðà. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëíîñòüþ

ñèììåòðèçîâàííûé îïðåäåëèòåëü äëÿ n×n ìàòðèöû ñ íåêîììóòèðóþùèìè

ýëåìåíòàìè M

detM = tr
(
A[1,n]M (1)M (2) · · ·M (n)). (2.30)

Óòâåðæäåíèå 2.7. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó M = e−~D̂λL(u;λ)e~ ∂
∂u . Òîãäà

îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 1−M ïîðîæäàåò tm(u) â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

P (u, e~∂u) = det(1− e−~D̂λL(u;λ)e~ ∂
∂u ) =

n∑
m=0

(−1)mtm(u)em~ ∂
∂u , (2.31)

ãäå t0(u) = 1. Äàííîå ñâîéñòâî òàêæå âëå÷åò êîììóòàòèâíîñòü êâàí-

òîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñ ýëåìåíòàìè hk, à òàêæå êîì-

ìóòàòèâíîñòü ïî ìîäóëþ Anh ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé:

[P (u, e~∂u), hk] = 0, [P (u, e~∂u), P (v, e~∂v)] = 0 mod Anh. (2.32)

2.4.5 Ïðåäåë è ñèñòåìà Ãîäåíà

Ðàññìîòðèì âûðîæäåíèå äèíàìè÷åñêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ RLL ñîîòíîøåíèé

ïðè ~ → 0. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âûðîæäåíèå îïèñûâàåò ýëëèïòè÷åñêóþ gln

ñèñòåìó Ãîäåíà. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ýòîé ñâÿçè ââîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé

òâèñò L-îïåðàòîðà. Âûðîæäàÿ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ êîììóòàòèâ-

íîãî ñåìåéñòâà ïîëó÷èì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ãàìèëüòîíèàíîâ ýëëèï-
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òè÷åñêîé ñèñòåìû Ãîäåíà. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îáîáùàåò ðàññìîòðåíèå

ðàáîò [54],[55].

Ïóñòü L(u;λ) - äèíàìè÷åñêèé ýëëèïòè÷åñêèé L-îïåðàòîð âèäà

L(u;λ) = 1 + ~Λ(u;λ) + o(~), (2.33)

äëÿ êîòîðîãî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïðèíàäëåæàò àëãåáðåR0 = R/~R. Ìàò-

ðèöó Λ(u;λ) áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì äèíàìè÷åñêèì ýëëèïòè÷åñêèì

L-îïåðàòîðîì. Îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì rLL-ñîîòíîøåíèÿì

[Λ(1)(u;λ)− D̂(1)
λ ,Λ(2)(v;λ)− D̂(2)

λ ]−
n∑

k=1

hk
∂

∂λ
r(u− v;λ) =

= [Λ(1)(u;λ) + Λ(2)(v;λ), r(u− v;λ)] (2.34)

ñ êëàññè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ýëëèïòè÷åñêîé r-ìàòðèöåé

r(u;λ) =
θ′(u)

θ(u)

n∑
i=1

Eii ⊗ Eii

+
∑
i6=j

(θ′(λij)

θ(λij)
Eii ⊗ Ejj +

θ(u− λij)

θ(u)θ(−λij)
Eij ⊗ Eji

)
. (2.35)

Ìàòðèöà (2.35) ñâÿçàíà ñ R-ìàòðèöåé Ôåëüäåðà (2.16) ôîðìóëîé

R(u;λ) = 1 + ~r(u;λ) + o(~). (2.36)

Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü An = R0 ⊗ An[∂λ] è Nn = NAn
(h) = {x ∈ An | hx ⊂

Anh}, ãäå An = C((λ1, . . . , λn)). Îïðåäåëèì Nn-çíà÷íûå ôóíêöèè sm(u)

ôîðìóëîé

Q(u, ∂u) = det
( ∂
∂u
− D̂λ + Λ(u;λ)

)
=

n∑
m=0

sm(u)
( ∂
∂u

)n−m

, (2.37)
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ãäå s0(u) = 1. Îíè êîììóòèðóþò ñ ýëåìåíòàìè Êàðòàíà hk:

hksm(u) = sm(u)hk (2.38)

è, êðîìå òîãî, êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé ïî ìîäóëþ Anh:

sm(u)sl(v) = sl(v)sm(u) mod Anh. (2.39)

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé s1(u), s2(u), . . . , sn(u) ïîðîæäàþò êîììóòàòèâíóþ

ïîäàëãåáðó â Nn íà óðîâíå hk = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáðàçû òàêèõ ýëåìåí-

òîâ ïðè êàíîíè÷åñêîì ãîìîìîðôèçìå Nn → Nn/Anh êîììóòèðóþò ìåæäó

ñîáîé.

Íåïîñðåäñòâåííî êâàíòîâàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ãîäåíà îïðåäåëÿåò-

ñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà Ëàêñà

Λij(u;λ) = eji(u;λ), Λii(u;λ) = eii(u;λ) +
∑
k 6=i

θ′(λik)

θ(λik)
hk, (2.40)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè:

eii(u) =
θ′(u− z)
θ(u− z)

eii =
∑
m>0

(−1)m

m!

(θ′(u)
θ(u)

)(m)
eiiz

m, (2.41)

eij(u;λ) =
θ(u− z + λij)

θ(u− z)θ(λij)
eij =

∑
m>0

(−1)m

m!

(θ(u+ λij)

θ(u)θ(λij)

)(m)
eijz

m. (2.42)

Àíàëîãîì ïðåäñòàâëåíèÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ êâàíòîâîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ãî-

ìîìîðôèçì â ìàëóþ ýëëèïòè÷åñêóþ ãðóïïó, îïðåäåëÿåìóþ ïðîèçâîäÿ-

ùåé ôóíêöèåé èç âûðàæåíèÿ (2.24). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äèíàìè÷åñêèé L-

îïåðàòîð îòâå÷àþùèé òåíçîðíîé ñòåïåíè ìàëîé ýëëèïòè÷åñêîé ãðóïïû ìî-

æåò áûòü ðàçëîæåí ïî ïàðàìåòðó ~, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðè ~ áóäåò ñîâ-

ïàäàòü ñ L-îïåðàòîðîì ñèñòåìû Ãîäåíà.
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2.4.6 ßâíûé âèä sl2 ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû Ãîäåíà

L-îïåðàòîð ýëëèïòè÷åñêîé sl2 ñèñòåìû Ãîäåíà, ðàññìàòðèâàåìîé â ðàáîòàõ

[54, 55, 56] èìååò âèä

Λ(u;λ) =

 h(u)/2 fλ(u)

eλ(u) −h(u)/2

 , (2.43)

ãäå λ = λ12 = λ1 − λ2 è òîêè âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè

h(u) = e11(u)− e22(u) =
N∑

s=1

θ′(u− vs)

θ(u− vs)
(e

(s)
11 − e

(s)
22 ),

eλ(u) = e12(u;λ) =
N∑

s=1

θ(u− vs + λ)

θ(u− vs)θ(λ)
e
(s)
12 ,

fλ(u) = e21(u;λ) =
N∑

s=1

θ(u− vs − λ)

θ(u− vs)θ(−λ)
e
(s)
21 .

Ïîñêîëüêó L-îïåðàòîð çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè λ = λ1 − λ2 ïðîèçâîäÿ-

ùóþ ôóíêöèþ ãåíåðàòîðîâ êîììóòàòèâíîé àëãåáðû Q(u, ∂u) ìîæíî îãðà-

íè÷èòü íà ïðîñòðàíñòâî A = {a ∈ A2 | (∂λ1
+ ∂λ1

)a = 0} ⊂ A2 ñîâïàäàþùåå

ñ C((λ12)). Ïóñòü A = R0 ⊗ A[∂λ] òîãäà çíà÷åíèÿ ôóíêöèé sm(u) ïðèíàä-

ëåæàò N = NA(h) = {x ∈ A | hx ∈ Ah}. Â ñèëó ñïåöèôèêè ïðåäñòàâëåíèÿ

ρ : h1 + h2 → 0 îïåðàòîð D̂λ èìååò âèä H∂λ, ãäå H = E11 − E22.

Íàéäåì êâàíòîâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì â äàííîì ñëó÷àå:

Q(u, ∂u) = det
( ∂
∂u
− D̂λ + Λ̃(u;λ)− θ′(λ)

θ(λ)

h

2

)
=

= det

 ∂
∂u − ∂λ + h+(u)/2− θ′(λ)

θ(λ) h/2 f+
λ (u)

e+
λ (u) ∂

∂u + ∂λ − h+(u)/2− θ′(λ)
θ(λ) h/2


=
( ∂
∂u

)2
− θ′(λ)

θ(λ)
h
∂

∂u
− Sλ(u), (2.44)
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ãäå h = h1 − h2. Sλ(u) ÿâëÿåòñÿ N -çíà÷íîé ôóíêöèåé

Sλ(u) =
(
∂λ − h(u)/2

)2
+ ∂uh(u)/2 + eλ(u)fλ(u) mod Ah.

Óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ýòîé ïðîèç-

âîäÿùåé ôóíêöèè:

[Sλ(u), Sλ(v)] = 0 mod Ah.

Èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

[e+
λ (u), f+

λ (u)] = − ∂

∂u
h+(u) +

(θ′(λ)

θ(λ)

)′
h

ìîæíî ïðèâåñòè äàííóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ãàìèëüòîíèàíîâ sl2 ýë-

ëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû Ãîäåíà ê áîëåå ñèììåòðè÷íîìó âèäó:

Sλ(u) =
(
∂λ − h(u)/2

)2
+
(
eλ(u)fλ(u) + fλ(u)eλ(u)

)
/2 mod Ah. (2.45)

3 Ðåøåíèå êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, òðàäèöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êâàíòîâûõ èíòå-

ãðèðóåìûõ ñèñòåì íà êîíå÷íîì ìàñøòàáå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿþò

ñâîäèòü çàäà÷ó äèàãîíàëèçàöèè êâàíòîâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ ê çàäà÷å èñ-

ñëåäîâàíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (óðàâíåíèé Áåòå). Îäíàêî,

ñàìà ñèñòåìà óðàâíåíèé, â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà åå óäàåòñÿ âûâåñòè, îêàçû-

âàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé è ãèïîòåòè÷åñêè íå äîïóñêàåò àëãåáðàè÷åñêèõ

ðåøåíèé. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå èñïîëüçóåòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâ-

êà äëÿ êâàíòîâîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è â òåðìèíàõ Ôóêñîâûõ ñèñòåì ñî

ñïåöèàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ìîíîäðîìèè. Â ñâîþ î÷åðåäü ïîñòðîåíèå

ñîîòâåòñòâóþùèõ Ôóêñîâûõ ñèñòåì ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ êâàíòîâîãî
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õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ìîäåëè. Äàííîå íàáëþäåíèå òàêæå ïîä÷åð-

êèâàåò âûäåëåííîñòü êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñðåäè ïðî-

÷èõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû ãàìèëüòîíèàíîâ

Ãîäåíà.

3.1 Ìîíîäðîìíàÿ ôîðìóëèðîâêà

3.1.1 Ñêàëÿðíîå è ìàòðè÷íîå Ôóêñîâû óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì Ôóêñîâó ñèñòåìó, îïðåäåëÿåìóþ ñâÿçíîñòüþ â òðèâèàëüíîì

ðàññëîåíèè ðàíãà 2 íà äèñêå ñ ïðîêîëàìè âèäà:

A(z) =

 a11(z) a12(z)

a21(z) a22(z)

 =
k∑

i=1

Ai

z − zi
(3.1)

ñ âû÷åòàìè óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì

Tr(Ai) = 0; Det(Ai) = −d2
i ;

∑
i

Ai =

 κ 0

0 −κ

 . (3.2)

Ñîáñòâåííî Ôóêñîâà ñèñòåìà çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

(∂z − A(z))Ψ(z) = 0. (3.3)

Â êîìïîíåíòàõ ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

ψ′1 = a11ψ1 + a12ψ2,

ψ′2 = a21ψ1 + a22ψ2.

Ïåðâàÿ âåêòîðíàÿ êîìïîíåíòà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

ψ′′1 = (a′12/a12)ψ
′
1 + uψ1,
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ãäå

u = a′11 + a2
11 − a11(a

′
12/a12) + a12a21.

Ïðè ñëåäóþùåé çàìåíå ïåðåìåííûõ: Φ = ψ1/χ, ãäå χ =
√
a12, ïîëó÷èì

óðàâíåíèå

Φ′′ + UΦ = 0,

â êîòîðîì ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

U = χ′′/χ− (a′12/a12)χ
′/χ− u. (3.4)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ χ â U ïîëó÷èì:

U =
1

2

(
a′12

a12

)′
− 1

4

(
a′12

a12

)2

+ a11
a′12

a12
− a′11 − a2

11 − a12a21. (3.5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a12(z) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé

a12(z) = c

∏k−2
j=1(z − wj)∏k
i=1(z − zi)

.

Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî íóëåé ñîãëàñîâàíî ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè (3.2).

Âûðàæåíèå äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ìîæåò áûòü óïðîùåíî:

a′12

a12
=

k−2∑
j=1

1

z − wj
−

k∑
i=1

1

z − zi
. (3.6)

Âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà U ïðèíèìàåò âèä

U =
k−2∑
j=1

−3/4

(z − wj)2 +
k∑

i=1

1/4 + detAi

(z − zi)2 +
k−2∑
j=1

Hwj

z − wj
+

k∑
i=1

Hzi

z − zi
, (3.7)

â êîòîðîì

Hwj
= a11(wj) +

1

2

∑
i6=j

1

wj − wi
−
∑

i

1

wj − zi


Hzi

=

(
1

2
+ ai

11

)∑
j

1

zi − wj
−
∑
j 6=i

Tr(AiAj) + ai
11 + aj

11 + 1/2

zi − zj
.

68



Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè (z−zi)
−2 ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ

1/4 + detAi = (1/2− di)(1/2 + di). (3.8)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåò îòîæäåñòâëÿòü ýòè êîýôôèöèåíòû ñî çíà÷åíèÿìè

êâàäðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ Êàçèìèðà àëãåáðû Ëè sl2 â ïðåäñòàâëåíèè ñòàð-

øåãî âåñà λi. Â ýòîì ñëó÷àå âåðíî òîæäåñòâî λi = 2di − 1.

3.1.2 Äâîéñòâåííîå óðàâíåíèå

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùèõ âû÷èñëåíèÿõ, ìàòðè÷íàÿ ôîðìà ñâÿç-

íîñòè ïðèâîäèò ê îïåðàòîðó Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè ïî-

ëþñàìè â òî÷êàõ wj. Àíàëîãè÷íîå ðàññìîòðåíèå âòîðîé âåêòîðíîé êîìïî-

íåíòû ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ψ2 ïðèâîäèò ê äðóãîìó ñêàëÿðíîìó

äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîëþñàìè â òî÷êàõ zi è

äîïîëíèòåëüíûõ òî÷êàõ w̃j, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëîé

a21(z) = c̃

∏k−2
j=1(z − w̃j)∏k
i=1(z − zi)

.

Áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

∂2
z − Ũ

äâîéñòâåííûì sl2-îïåðîì. Â äàííîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë âûðàæàåòñÿ ôîðìó-

ëîé

Ũ =
k−2∑
j=1

−3/4

(z − w̃j)2 +
k∑

i=1

1/4 + detAi

(z − zi)2 +
k−2∑
j=1

Hw̃j

z − w̃j
+

k∑
i=1

H̃zi

z − zi
. (3.9)

3.1.3 Ïîäúåì

Â äàííîì ðàçäåëå ñòðîèòñÿ îáðàòíîå îòîáðàæåíèå, à èìåííî ïî îïåðàòîðó

Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, èìåþùåìó òðèâèàëüíóþ ìîíîäðîìèþ â ñìûñëå óðàâ-
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íåíèé Áåòå, ñòðîèòñÿ ñâÿçíîñòü ðàíãà 2 âèäà (3.3) ñ ïðåäñòàâëåíèåì ìîíî-

äðîìèè, ëåæàùèì â ïîäãðóïïå Z/2Z ⊂ GL(2) ñêàëÿðíûõ ìàòðèö ±1.

Ðàññìîòðèì àíçàö ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (3.3)

(∂z − A(z))Ψ = 0

òèïà

ψl =
k∏

i=1

(z − zi)
−siφl(z), l = 1, 2; (3.10)

â êîòîðîì

φ1 =
M∏

j=1

(z − γj),

φ2/φ1 =
M∑

j=1

αj

z − γj
. (3.11)

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.3) ñ ó÷åòîì íîâîé ïàðàìåòðèçàöèè (3.11)

∂zψ1/ψ1 = a11 + a12φ2/φ1, (3.12)

(∂zψ1/ψ1)(φ2/φ1) + ∂z(φ2/φ1) = a21 + a22φ2/φ1. (3.13)

Ïðåäñòàâèì ýòè óðàâíåíèÿ â áîëåå ÿâíîé ôîðìå:

−
∑

i

si

z − zi
+
∑

j

1

z − γj
=
∑

i

ai
11

z − zi
+
∑

i

ai
12

z − zi

∑
j

αj

z − γj
,(3.14)(

−
∑

i

si

z − zi
+
∑

j

1

z − γj

)∑
j

αj

z − γj
−
∑

j

αj

(z − γj)2 =

∑
i

ai
21

z − zi
−
∑

i

ai
11

z − zi

∑
j

αj

z − γj
. (3.15)
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Íàéäåì óñëîâèÿ òîãî, ÷òî âû÷åòû îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ (3.14), (3.15) â

òî÷êàõ z = zi ñîâïàäàþò:

−si = ai
11 + ai

12

∑
j

αj

zi − γj
, (3.16)

−
∑

j

αj

zi − γj
si = ai

21 − ai
11

∑
j

αj

zi − γj
. (3.17)

Äàííûå óðàâíåíèÿ â ñîâîêóïíîñòè ñ óñëîâèåì ðàâåíñòâà íóëþ ñëåäà ai
11 +

ai
22 = 0 ïðèâîäÿò ê óñëîâèþ, ÷òî si äîëæåí ÿâëÿòüñÿ îäíèì èç ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèéAi, â ÷àñòíîñòè ìîæåò áûòü ïðèíÿò si = di. Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå

â ïîëþñàõ z = γj. Çàìåòèì, ÷òî ïîëþñà âòîðîãî ïîðÿäêà â ýòèõ òî÷êàõ â

óðàâíåíèè (3.15) ñîêðàùàþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ïîäñ÷èòàåì âû÷åòû ïðàâîé

è ëåâîé ÷àñòåé óðàâíåíèé (3.14) è (3.15)

1 = αj

∑
i

ai
12

γj − zi
,(3.18)

αj

−∑
i

si

γj − zi
+
∑
i6=j

1

γj − γi

+
∑
i6=j

αi

γj − γi
= −αj

∑
i

ai
11

γj − zi
.(3.19)

Íàïîìíèì, ÷òî îäíèì èç óñëîâèé íîðìèðîâêè ñâÿçíîñòè áûëî óñëîâèå äèà-

ãîíàëüíîñòè âû÷åòà â ∞
k∑

i=1

ai
12 = 0, (3.20)

k∑
i=1

ai
21 = 0. (3.21)

Çàìåòèì, ÷òî âûáîð ïîëþñîâ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ôèêñèðóåò íó-

ëè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè a12(z), êîòîðàÿ òàêèì îáðàçîì îêàçûâàåòñÿ

îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû:

a12(z) = c

∏k−2
j=1(z − wj)∏k
i=1(z − zi)

.
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Ïðè ýòîì óñëîâèå (3.20) áóäåò âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Êîýôôèöèåíòû

ai
12 âûðàæàþòñÿ ôîðìóëîé

ai
12 = c

∏
j(zi − wj)∏

j 6=i(zi − zj)
. (3.22)

Êîýôôèöèåíòû ai
11 âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé â ñèëó (3.16)

ai
11 = −si − c

∏
j=1(zi − wj)∏
j 6=i(zi − zj)

∑
l

αl

zi − γl
. (3.23)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ ai
12 è ai

11 â óðàâíåíèÿ (3.18), (3.19), âûðàçèì

çàòåì αj èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèì âî âòîðîå:

−
∑

k

2sk

γj − zk
+
∑
k 6=j

1

γj − γk
+
∑
k,m

∏
l(zk − wl)

∏
s6=k(γm − zs)∏

l 6=k(zk − zl)
∏

s(γm − ws)(γj − zk)

+

∏
i(γj − wi)∏
i(γj − zi)

∑
k 6=j

∏
i(γk − zi)∏

i(γk − wi)(γj − γk)
= 0.

Ïåðåéäåì ê ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå, ïîäåëèâ îáå ÷àñòè íà
∏

i(γj−zi)∏
i(γj−wi)

−
∑

k

2sk

γj − zk
+
∑
k 6=j

1

γj − γk
+
∑
k,m

∏
l(zk − wl)

∏
s6=k(γm − zs)∏

l 6=k(zk − zl)
∏

s(γm − ws)(γj − zk)

+
∑
k 6=j

∏
i(γk − zi)∏

i(γk − wi)(γj − γk)

∏
m(γj − wm)∏
m(γj − zm)

= 0.

Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà êàê ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ F (γj) è

âû÷èñëèì åå ðàçëîæåíèå ïî ïðèìèòèâíûì äðîáÿì â ïîëþñàõ zk, wk, γk è

∞. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî ðàçëîæåíèå áóäåò èìåòü âèä:

F (γj) = −
∑

k

2sk − 1

γj − zk
−
∑

k

1

γj − wk
+ 2

∑
i6=j

1

γj − γi
. (3.24)

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî îäíîìó óðàâíå-

íèþ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé Áåòå. Ïðîäåìîíñòðèðóåì, íàïðèìåð, âû÷èñëå-
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íèå äëÿ âû÷åòà â òî÷êå γj = wi

Resγj=wi
F (γj) =

∑
k

∏
l(zk − wl)

∏
s6=k(wi − zs)∏

l 6=k(zk − zl)
∏

s6=i(wi − ws)(wi − zk)

=

∏
s(wi − zs)∏

s6=i(wi − ws)

∑
k

∏
l(zk − wl)∏

l 6=k(zk − zl)(wi − zk)2 . (3.25)

Çàìåòèì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòîèò âûðàæåíèå

(Resz=wi
Φ(z))−1

∑
k

Resz=zk
Φ(z),

ãäå

Φ(z) =

∏
l(z − wl)∏

l(z − zl)(z − wi)2 ,

è ñëåäîâàòåëüíî ðàâíî −1.

Óñëîâèå äîñòàòî÷íîñòè âûðàæàåòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè, äîêà-

çàííîì â ðàáîòå [57]

Òåîðåìà 3.1. Åñëè íàáîð ÷èñåë γi ãäå i = 1, . . . ,M óäîâëåòâîðÿåò ñè-

ñòåìå óðàâíåíèé Áåòå (2.9) ñ ïàðàìåòðàìè: íàáîð ïîëþñîâ z1, . . . , zk è

w1, . . . , wk−2 ñî çíà÷åíèÿìè ñòàðøèõ âåñîâ 2s1 − 1, . . . , 2sk − 1 è 1, . . . , 1

ñîîòâåòñòâåííî, òî âåêòîð

Ψ =
k∏

i=1

(z − zi)
−si

 φ1(z)

φ2(z)

 , (3.26)

ãäå

φ1 =
M∏

j=1

(z − γj)

φ2/φ1 =
M∑

j=1

αj

z − γj
, (3.27)
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à êîýôôèöèåíòû αj çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

αj =

∏
i(γj − zi)∏
i(γj − wi)

, (3.28)

ðåøàåò ìàòðè÷íóþ ëèíåéíóþ çàäà÷ó (3.3), ãäå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè

îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

ai
12 =

∏
j(zi − wj)∏

j 6=i(zi − zj)
, (3.29)

êîýôôèöèåíòû ai
11 è a

i
21 îïðåäåëÿþòñÿ èñõîäÿ èç (3.16), (3.17). Ïðè ýòîì

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (3.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîáñòâåííî, äîêàçàòü îñòàåòñÿ òîëüêî, ÷òî óñëîâèå

íîðìèðîâêè (3.21) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðà c, â ÷àñòíîñòè, îí ìî-

æåò áûòü ïðèíÿò ðàâíûì åäèíèöå. Äåéñòâèòåëüíî, èñõîäÿ èç (3.16), (3.17)

ïîëó÷èì:

ai
21 = −

2si

∑
j

αj

zi − γj
+

∏
j(zi − wj)∏

j 6=i(zi − zj)

(∑
j

αj

zi − γj

)2
 . (3.30)

Íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî

∑
i

2si

∑
j

αj

zi − γj
+
∑

i

∏
j(zi − wj)∏

j 6=i(zi − zj)

(∑
j

αj

zi − γj

)2

= 0. (3.31)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå (3.31) ïðè èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé Áåòå ìîæåò áûòü

ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó:∑
i

2si

∑
j

αj

zi − γj
=
∑

j

αj

∑
i

2si

zi − γj

=
∑

j

αj

−∑
i

1

γj − zi
+
∑

i

1

γj − wi
− 2

∑
i6=j

1

γj − γi

 . (3.32)
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Òåïåðü óïðîñòèì âòîðîå ñëàãàåìîå (3.31) ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ∑
m6=l

αmαl

∑
i

∏
j(zi − wj)∏

j 6=i(zi − zj)(zi − γm)(zi − γl)

+
∑
m

(αm)2
∑

i

∏
j(zi − wj)∏

j 6=i(zi − zj)(zi − γm)2 . (3.33)

Ðàññìàòðèâàÿ âòîðîå ñëàãàåìîå (3.33) çàìåòèì, ÷òî∑
i

∏
j(zi − wj)∏

j 6=i(zi − zj)(zi − γm)2 = −∂γm
Φ1(γm), (3.34)

ãäå

Φ1(γm) =
∑

i

∏
j(zi − wj)∏

j 6=i(zi − zj)(zi − γm)
=

∏
j(γm − wj)∏
j(γm − zj)

. (3.35)

Ñëåäîâàòåëüíî âûðàæåíèå (3.34) ïðèîáðåòàåò âèä:

−
∏

j(γm − wj)∏
j(γm − zj)

(∑
s

1

γm − ws
−
∑

s

1

γm − zs

)
, (3.36)

êîòîðîå ñîêðàùàåòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòüþ (3.32). Ðàññìîòðèì ïåðâîå

ñëàãàåìîå (3.33), îíî òîæå ìîæåò áûòü óïðîùåíî:∑
i

∏
j(zi − wj)∏

j 6=i(zi − zj)(zi − γm)(zi − γl)

=

∏
j(γl − wj)∏

j(γl − zj)(γm − γl)
−

∏
j(γm − wj)∏

j(γm − zj)(γm − γl)
. (3.37)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (3.33) çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-

ìû �

3.2 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Øëåçèíãåðà

Ñóùåñòâóåò äèñêðåòíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ôîðìó

ñâÿçíîñòè (3.3) è, áîëåå òîãî, íå ìåíÿþò êëàññ ïðåäñòàâëåíèÿ ìîíîäðîìèè.
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Òåì íå ìåíåå, ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ýêñïîíåí-

òû â îñîáûõ òî÷êàõ íà ïîëóöåëûå çíà÷åíèÿ ñïåöèôè÷åñêèì îáðàçîì. Òà-

êèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Øëåçèíãåðà, Ãåêêå èëè

Áýêëóíäà â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà. Îíè èìåþò ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ

èíòåðïðåòàöèþ, ñ îïèñàíèÿ êîòîðîé íà÷íåì ýòîò ðàçäåë.

3.2.1 Äåéñòâèå íà ðàññëîåíèÿõ

Ðàññìîòðèì êðèâóþ C, F - ãîëîìîðôíîå ðàññëîåíèå íà íåé, F - ñîîò-

âåòñòâóþùèé ïó÷îê ñå÷åíèé, äîïîëíèòåëüíûé íàáîð äàííûõ x ∈ C è

l ∈ E∗x, òî÷êà äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà ê ñëîþ ðàññëîåíèÿ F â òî÷êå

x. Òîãäà
”
íèæíåå“ ïðåîáðàçîâàíèå Ãåêêå T(x,l)E îïðåäåëÿåòñÿ ïîäïó÷êîì

F ′ = {s ∈ F : (s(x), l) = 0}, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü ñîîòâåòñòâóåò íåêî-

òîðîìó ãîëîìîðôíîìó ðàññëîåíèþ íà êðèâîé C.

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü äàíî â òåðìèíàõ ôóíêöèé ïå-

ðåêëåéêè. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå íà ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèÿõ íà CP 1.

Â ñèëó òåîðåìû Áèðêãîôà-Ãðîòåíäèêà [58] ëþáîå ãîëîìîðôíîå ðàññëîå-

íèå íà CP 1 ðàíãà n èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé âèäà

O(k1)⊕. . .⊕O(kn) äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà öåëûõ ÷èñåë (k1, . . . , kn). Äàííûé

íàáîð íàçûâàåòñÿ òèïîì ðàññëîåíèÿ è îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ

ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû.

Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîêðûòèå CP 1 ñîñòîÿùåå èç U∞ - äèñêà âîêðóã

∞, íå ñîäåðæàùåãî z = zi, i = 1, . . . , N è îáëàñòè U0 = CP 1\{∞}.

Áóäåò ðàññìàòðèâàòü ãîëîìîðôíûå ðàññëîåíèÿ ðàíãà 2 è ïàðàìåòðèçî-

âàòü èõ ôóíêöèåé ïåðåêëåéêè G(z) - ãîëîìîðôíî îáðàòèìîé ôóíêöèåé â

U0 ∩ U∞ ñî çíà÷åíèÿìè â GL(2). Ñêàæåì, ÷òî ïàðà S∞(z) ∈ O(2)(U∞) è

S0(z) ∈ O(2)(U0) îïðåäåëÿþò ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå åñëè S0(z) = G(z)S∞(z).
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Áóäåì îïèñûâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàññëîåíèé â òåðìèíàõ äåéñòâèÿ íà

ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèÿõ ïåðåêëåéêè. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå, çà-

äàâàåìîå ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ ôóíêöèè ïåðåêëåéêè ñëåâà íà ôóíêöèþ

âèäà

Gs(z) = Gs

 z − zs 0

0 1

G−1
s (3.38)

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé ìàòðèöû Gs è íåêîòîðîé òî÷êè zs ∈ U0.

Çàìå÷àíèå 3.1. Äåéñòâèå íà ôóíêöèÿõ ïåðåêëåéêè ìîæåò áûòü ïðèâå-

äåíî ê äåéñòâèþ íà êëàññàõ èçîìîðôèçìîâ ðàññëîåíèé åñëè ñäåëàòü âûáîð

ïîñòîÿííûõ ìàòðèö Gs çàâèñÿùèì îò òðèâèàëèçàöèè ñëåäóþùèì îáðà-

çîì, ïðè èçìåíåíèè òðèâèàëèçàöèè â U0 by T (z) íåîáõîäèìî çàìåíèòü

ìàòðèöó Gs íà T (zs)Gs. Ýòî ñîîáðàæåíèå î÷åâèäíî â âèäó äàííîãî â íà-

÷àëå ðàçäåëà èíâàðèàíòíîãî îïðåäåëåíèÿ.

Ìû áóäåò èññëåäîâàòü êîìïîçèöèþ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé â äâóõ òî÷-

êàõ.

Ëåììà 3.2. Êîìïîçèöèÿ äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé, çàäàâàåìàÿ âûðàæåíèåì

Gi(z)G
−1
j (z), äëÿ îáùåãî âûáîðà ïîñòîÿííûõ ìàòðèö Gi, Gj ñîõðàíÿåò

òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäúÿâèòü ðàçëîæåíèå ìàò-

ðè÷íîçíà÷íîé ôóíêöèè G(z) = Gi(z)G
−1
j (z) â âèäå G(z) = Gij(z)G∞(z),

ãäå Gij(z), G∞(z) îáðàòèìû ñîîòâåòñòâåííî â U0, U∞. Íàâîäÿùèì ñîîá-

ðàæåíèåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîäñ÷åò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà

êîãîìîëîãèé â ñåìåéñòâàõ â îáùåé òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ÷àñòíîãî âû-

áîðà G−1
i Gj = 1 ïîëó÷àåì òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå, êîòîðîå ïîëóñòàáèëüíî,
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è ñëåäîâàòåëüíî ìèíèìèçèðóåò ðàçìåðíîñòü H0(End(V )) äëÿ V ñòåïåíè 0.

Â ýòîé ñâÿçè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ îáùèì

â ñåìåéñòâå ðàññëîåíèé äëÿ ðàçíûõ G.

Íå ñìîòðÿ íà ïðåäëîæåííûé îáùèé àðãóìåíò çäåñü ïðèâîäèòñÿ ÿâíîå

äîêàçàòåëüñòâî â äóõå ëåììû î ðàçëîæåíèè â [58]. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáî-

çíà÷åíèÿ

Gi =

 1 xi

yi 1

 . (3.39)

Ðàçëîæèì ïðîèçâåäåíèå

G(z) = Gi

 z 0

0 1

G−1
i Gj

 (z − 1)−1 0

0 1

G−1
j (3.40)

â ïðîèçâåäåíèå äðóãîãî òèïà

G(z) = Gij(z)G∞(z),

ãäå Gij(z), G∞(z) ãîëîìîðôíî îáðàòèìûå ôóíêöèè íà U0, U∞ ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òðàäèöèîííûå âû÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ðàçëîæåíèå â âèäå

G∞(z) =

 z(1−xjyi)(1−xjyj)−xj(yi−2yj−xjyiyj)
(1−2xjyi+xjyj)(1−xjyi)(1−xjyj)(z−1) −

xj

(1−xjyi)(1−xjyj)(z−1)
yi−2yj+xjyiyj

(1−xjyi)(1−2xjyi+xjyj)
1

1−xjyi

 .

3.2.2 Äåéñòâèå ïðåîáðàçîâàíèé íà ñâÿçíîñòÿõ

Äåéñòâèå ïðåîáðàçîâàíèé Ãåêêå íà êëàññàõ ðàññëîåíèé ìîæåò áûòü ïðî-

äîëæåíî íà ìíîæåñòâî ïàð: (ðàññëîåíèå, ñâÿçíîñòü) ïðè âûïîëíåíèè íåêî-

òîðûõ óñëîâèé ñîãëàñîâàííîñòè. Îïèøåì ïîäðîáíåå ýòî èíäóöèðîâàííîå

äåéñòâèå. Ñâÿçíîñòüþ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ïó÷êîâ ìîäóëåé, óäîâëå-

òâîðÿþùåå òîæäåñòâó Ëåéáíèöà, ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà
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ôóíêöèþ:

∆ : F → F ⊗ Ω1.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåêêå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû íà ïðîñòðàíñòâå ñâÿçíîñòåé,

êîòîðûå ñîõðàíÿþò Annl = {v ∈ Fx :< l, v >= 0}

∆x : Annl → Annl ⊗ Ω1
x.

Â íàøåì ÷àñòíîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìïîçèöèè ïàð ïðåîáðà-

çîâàíèé Ãåêêå, ëîêàëèçîâàííûå â ïîëþñàõ ñâÿçíîñòè zi, zj, ñîõðàíÿþùèå

òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ðàíãà 2.

Îïðåäåëèì äåéñòâèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé Øëåçèíãåðà Tij íà ïðî-

ñòðàíñòâå ñâÿçíîñòåé ñ îñîáåííîñòÿìè â òî÷êàõ z = zi. Êàê áûëî ñêàçàíî

âûøå, äåéñòâèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíê-

öèé ïåðåêëåéêè. Ðàññìîòðèì òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå, çàäàííîå ôóíêöèåé

ïåðåêëåéêè 1. Ïðåîáðàçîâàíèå Øëåçèíãåðà ìåíÿåò ñòðóêòóðó ðàññëîåíèÿ,

ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìè S0, S∞, òàêèìè ÷òî S0 = GS∞,

ãäå G = GijG∞. Ìîæíî îïðåäåëèòü äåéñòâèå íà ñâÿçíîñòÿõ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: ïóñòü ∂z −A ñâÿçíîñòü â òðèâèàëüíîì ðàññëîåíèè, îïðåäåëÿåìàÿ

äàííûì âûðàæåíèåì íàä îáîèìè ðàññìàòðèâàåìûìè îòêðûòûìè ìíîæå-

ñòâàìè, ïðåîáðàçîâàíèå ñâÿçíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïàðà ôîðì ñâÿçíîñòè:

∂z − A íàä U∞,

G(∂z − A)G−1 íàä U0.

Ïîñëå çàìåíû áàçèñà â U∞ âèäà S̃∞ = G∞S∞ ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ

ñâÿçíîñòè

∂z − A → G∞(∂z − A)G−1
∞ . (3.41)
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Ïðè çàìåíå òðèâèàëèçàöèè â U0 ñëåäóþùåãî òèïà S̃0 = G−1
ij S0 ïîëó÷èì

G(∂z − A)G−1 → G−1
ij G(∂z − A)G−1Gij = G∞(∂z − A)G−1

∞ . (3.42)

Òàêèì îáðàçîì, ñâÿçíîñòü, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â âèäå ãëîáàëüíîé ðàöèîíàëüíîé ñâÿçíîñòè òîãî æå òèïà, êàê

ñâÿçíîñòü äî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà â∞ ñîõðàíÿþòñÿ â

âèäó òîãî, ÷òî G∞ ãîëîìîðôíî îáðàòèìî â U∞.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ ïîäñ÷èòàåì äåéñòâèå ïðå-

îáðàçîâàíèé Øëåçèíãåðà íà ñâÿçíîñòÿõ. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ óñëîâèÿ íîðìè-

ðîâêè A(z) â ∞ íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

G̃(z) = G−1
∞ (∞)G∞(z)

=
1

z − 1

z −
 x1(y0−2y1+x1y0y1)

(1−x1y0)(1−x1y1)
x1(1−2x1y0+x1y1)
(1−x1y0)(1−x1y1)

y0−2y1+x1y0y1

(1−x1y0)(1−x1y1)
1−2x1y0+x1y1

(1−x1y0)(1−x1y1)

 . (3.43)

Ïîñëå ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ê ñâÿçíîñòè êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçî-

âàíèå G̃(z)

A 7→ G̃(z)AG̃−1(z) + ∂zG̃(z)G̃−1(z).

Ïîëíîå ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé Øëåçèíãåðà äëÿ ñëó÷àÿ 3 òî÷åê, ñâÿçàí-

íîãî ñ àíàëèçîì óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå VI áûëî âû÷èñëåíî â ðàáîòå [59].

Çàìå÷àíèå 3.2. Âûáîð ñòàðøèõ âåñîâ 1 â ïîäâèæíûõ îñîáåííîñòÿõ wi

ÿâëÿåòñÿ íå îáÿçàòåëüíûì, íî â íåêîòîðîì ñìûñëå íàèáîëåå îáùèì.

Ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîòåíöèàë âèäà

U =
m∑

j=1

−1/4(ηj + 2)ηj

(z − wj)2 +
k∑

i=1

1/4 + detAi

(z − zi)2 +
k−2∑
j=1

Hwj

z − wj
+

k∑
i=1

Hzi

z − zi
(3.44)
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ñ áîëåå âûñîêèìè çíà÷åíèÿìè ñòàðøèõ âåñîâ. Îí ìîæåò áûòü ðåàëè-

çîâàí åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû a12(z) èìåë íóëè wj ñ êðàòíîñòÿìè ηj

óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ
∑m

j=1 ηj = k − 2.

Ëîêàëüíûå ðàññìîòðåíèÿ â îêðåñòíîñòÿõ ïîëþñîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ âû÷åòîâ Ai ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ñëåäóþùèì 4-ïðàâèëàì

â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà âåðõíåãî èëè íèæíåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåêêå è

âûáîðà ðàçíûõ ñîáñòâåííûõ íàïðàâëåíèé âû÷åòà:

(. . . , λi, . . . , λj, . . .) 7−→ (. . . , λi + 1, . . . , λj − 1, . . .),

(. . . , λi, . . . , λj, . . .) 7−→ (. . . , λi + 1, . . . , λj + 1, . . .),

(. . . , λi, . . . , λj, . . .) 7−→ (. . . , λi − 1, . . . , λj − 1, . . .),

(. . . , λi, . . . , λj, . . .) 7−→ (. . . , λi − 1, . . . , λj + 1, . . .).

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ðåêóðñèîííûå ñîîòíî-

øåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèé Áåòå äëÿ ñåìåéñòâà ñèñòåì Ãî-

äåíà. Íàèáîëåå èíòåðåñíûì, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ

ðåøåíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íàáîðà ïðåîáðàçîâàíèé,

ïîíèæàþùèõ ñòàðøèå âåñà â ïàðå òî÷åê. Ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì

òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïîíèçèòü ñòàðøèå âåñà äî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ,

êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ êâàíòîâîé àëãåáðû, è,

ñîîòâåòñòâåííî, òðèâèàëüíîé çàäà÷å äèàãîíàëèçàöèè êâàíòîâûõ ãàìèëüòî-

íèàíîâ.

3.3 Ýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé

Ýëëèïòè÷åñêàÿ sl2 ñèñòåìà Ãîäåíà äîïóñêàåò ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íîãî àï-

ïàðàòà ðåøåíèÿ êâàíòîâîé çàäà÷è, âêëþ÷àþùåãî êâàíòîâóþ ñïåêòðàëüíóþ
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êðèâóþ, êâàíòîâûå ðàçäåëåííûå ïåðåìåííûå è ñèììåòðèè Ãåêêå íà ïðî-

ñòðàíñòâå ðåøåíèé êâàíòîâîé çàäà÷è.

3.3.1 Ðàçäåëåííûå ïåðåìåííûå

Íàïîìíèì òðàäèöèîííûé äëÿ äàííîé ñèñòåìû ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-

íûõ [55], [61]. Òàêæå êàê â ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì sl2 ñèñòåìó

Ãîäåíà ñ ôèêñèðîâàííûì ïðåäñòàâëåíèåì V = V1 ⊗ . . .⊗ Vk êâàíòîâîé àë-

ãåáðû U(sl2)
⊗k, ãäå Vi - êîíåñíîìåðíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ñòàð-

øåãî âåñà Λi. Vi ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí êàê ôàêòîðìîäóëü ìîäóëÿ Âåðìà

C[ti]/t
Λi+1
i , íà êîòîðîì ãåíåðàòîðû sl2 äåéñòâóþò äèôôåðåíöèàëüíûìè îïå-

ðàòîðàìè âèäà:

h(s) = −2ts
∂

∂ts
+ Λs, e(s) = −ts

∂2

∂t2s
+ Λs

∂

∂ts
, f (s) = ts.

Íà÷íåì ñ èññëåäîâàíèÿ êâàíòîâîé çàäà÷è â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè ìî-

äóëåé Âåðìà W = C[t1, . . . , tk]. Ââåäåì ïåðåìåííûå C, {yj} îïðåäåëåííûå

ñëåäóþùèì ðàçëîæåíèåì:

k∑
s=1

θ(u− us − λ)

θ(u− us)θ(−λ)
ts = C

k∏
s=1

θ(u− ys)

θ(u− us)
.

Ïðåäñòàâèì òåïåðü îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû

Ãîäåíà êàê ôóíêöèþ îò ââåäåííûõ ïåðåìåííûõ:

Sλ(u)Ω(C, y1, . . . , yk) = sλ(u)Ω(C, y1, . . . , yk). (3.45)

Â äàííîé ôîðìóëå sλ(u) ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà u âèäà

sλ(u) =
∑

ci℘(u− ui) +
∑

di
θ′(u− ui)

θ(u− ui)
; ci = Λ2

i/4 + Λi/2. (3.46)
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Ïîäñòàâëÿÿ äàëåå u = yj ñëåâà â ôîðìóëå (3.45) ïîëó÷èì:

( ∂

∂yj
− 1

2

k∑
s=1

θ′(yj − us)

θ(yj − us)
Λs

)2
Ω(C, y1, . . . , yk) = sλ(yj)Ω(C, y1, . . . , yk).

Ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäèò ê ôàêòîðèçàöèè ñîáñòâåííîãî âåêòîðà:

Ω(C, y1, . . . , yk) = Ca
∏

j

ω(yj),

ïðè÷åì ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âûðàæåíèå w(u) =
∏k

s=1 θ(u−us)
−Λs/2ω(u),

ñâÿçàííîå ñ êîìïîíåíòîé ðàçëîæåíèÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ:

(
∂2

u − sλ(u)
)
w(u) = 0 (3.47)

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîìó óðàâíåíèþ 3.47 âèäà 3.46, êîòîðîå èìååò ðåøåíèå

sλ(u) ñ ïîëóöåëûìè ýêñïîíåíòàìè â òî÷êàõ {u1, . . . , uk} è ìåðîìîðôíîå âíå

ýòèõ òî÷åê, ìîæíî ñîïîñòàâèòü îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ ýëëèïòè÷å-

ñêèõ Ãàìèëüòîíèàíîâ Ãîäåíà â ïðåäñòàâëåíèè V, ïîëó÷åííûé ïðîåêòèðî-

âàíèåì âåêòîðà Ω.

Ãèïîòåçà 3.3. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

òàêîãî ðîäà äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè è ñîáñòâåííûìè âåêòîðà-

ìè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè â ïðåäñòàâëåíèè V.

Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðà ñèñòåìû Ãîäåíà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðîìó ýëëèï-

òè÷åñêîìó îïåðàòîðó Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ îïèñàííûìè àíàëèòè÷åñêèìè

ñâîéñòâàìè.
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3.3.2 Àíçàö Áåòå

Òðàäèöèîííûé ìåòîä àíçàöà Áåòå â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå [61] ìîæåò áûòü

ïîëó÷åí, åñëè ðàññìîòðåòü ñëåäóþùåå ÷àñòíîå ðåøåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ:(
∂2

u −
∑

i

ci℘(u− ui)−
∑

i

di
θ′(u− ui)

θ(u− ui)

)
ψ(u) = 0. (3.48)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé:

ψ(u) =
∏

i

θ−Λi/2(u− ui)
∏

j

θ(u− γj). (3.49)

Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

ci = Λ2
i/4 + Λi/2,

di = Λi

∑
j

θ′(ui − γj)

θ(ui − γj)
−
∑
j 6=i

Λjθ
′(ui − uj)

2θ(ui − uj)

 ,

0 =
∑

i

Λi/2
θ′(γj − ui)

θ(γj − ui)
−
∑
i6=j

θ′(γj − γi)

θ(γj − γi)
, (3.50)

ïîñëåäíåå èç êîòîðûõ íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèåì Áåòå.

3.3.3 Ìàòðè÷íàÿ ôîðìà óðàâíåíèé Áåòå

Â äàííîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ ìàòðè÷íàÿ Ôóêñîâà ñèñòåìà, ýêâèâàëåíòíàÿ ýë-

ëèïòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (3.48),

(∂u − A(u))Ψ(u) = 0, (3.51)

ãäå

Ψ(u) =

ψ1(u)

ψ2(u)

 ,
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A(u) =

a11(u) a12(u)

a21(u) a22(u)

 =

 ∑
ai

11
θ′(u−zi)
θ(u−zi)

∑
ai

12
θ(u−zi−λ)

θ(u−zi)θ(−λ)∑
ai

21
θ(u−zi+λ)
θ(u−zi)θ(λ)

∑
ai

11
θ′(u−zi)
θ(u−zi)

.


Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñêàëÿðíîé è ìàòðè÷íîé ôîðìû Ôóêñîâûõ ñè-

ñòåì âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì: ôóíêöèÿ w = ψ1/
√
a12 ðåøàåò óðàâíåíèå

w′′ − Uw = 0, â òî÷íîñòè òîãî æå âèäà, ÷òî è óðàâíåíèå 3.47, ñ ïîòåíöèà-

ëîì, ñòàðøèé ÷ëåí êîòîðîãî äàåòñÿ ôîðìóëîé:

U(u) = −
∑

(1/4 + det(Ai))℘(u− zi) +
∑

3/4℘(u− wi) + ...

Çäåñü òî÷êè wj îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì

a12(u) = c

∏
θ(u− wi)∏
θ(u− zi)

.

Â ñâîþ î÷åðåäü Ai îïðåäåëÿþòñÿ, êàê âû÷åòû A(u) â òî÷êàõ zi.

Çàìå÷àíèå 3.3. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà ïîëþñîâ ýëëèïòè÷åñêîãî îïå-

ðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ è ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðè÷íîé ïðîáëåìû íå

ñîâïàäàþò, ïåðâîå ñîñòàâëåíî èç äâóõ ïîäìíîæåñòâ

{u1, . . . , u2l} = {z1, . . . , zl, w1, . . . , wl}.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ìàòðè÷íîé ëèíåéíîé ïðî-

áëåìû ïî ðåøåíèÿì îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÿâ-

íûì. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíóþ çàäà÷ó, ñîîòâåòñòâóþùóþ íàáîðó îòìå÷åí-

íûõ òî÷åê {z1, . . . , zl, w1, . . . , wl}, íàáîðó ñòàðøèõ âåñîâ 2s1 − 1, . . . , 2sk −

1, 1, . . . , 1} è íàáîðó êîðíåé Áåòå {γ1, . . . , γρ}. Â ýòîì ñëó÷àå 2-âåêòîð ôóíê-
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öèÿ Ψ ñ êîìïîíåíòàìè:

ψ1 =
k∏

i=1

θ(u− ui)
si

ρ∏
j=1

θ(u− γj)

ψ2 =

ρ∑
j=1

αjθ(u− γj + λ)

θ(u− γj)
ψ1, (3.52)

êîýôôèöèåíòû αj êîòîðîé çàäàíû ôîðìóëîé

αj =

∏
i θ(γj − wi)∏
i θ(γj − ui)

,

óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ 3.51.

ßâíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî óðàâíåíèå (3.51) äëÿ Ψ, ïðåäñòàâ-

ëåííîé âûðàæåíèåì (3.52) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

det

 ai
11 − si ai

12

ai
21 ai

22 − si

 = 0

−
∑

k

(2sk − 1)
θ′(γj − uk)

θ(γj − uk)
−
∑

k

θ′(γj − wk)

θ(γj − wk)
+ 2

∑
i6=j

θ′(γj − γi)

θ(γj − γi)
= 0∏

i θ(γj − wi)∏
i θ(γj − ui)

= αj.

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé îçíà÷àåò, ÷òî ýêñïîíåíòû ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîá-

ñòâåííûìè ÷èñëàìè âû÷åòîâ ñâÿçàíîñòè â íàáîð òî÷åê γj óäîâëåòâîðÿåò

ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé Áåòå (3.50), îòâå÷àþùåé íàáîðó îòìå-

÷åííûõ òî÷åê

{u1, . . . , uk, w1, . . . , wk}

è íàáîðó ñòàðøèõ âåñîâ {2s1 − 1, . . . , 2sk − 1, 1, . . . , 1}.
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3.3.4 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåêêå

Â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî ñèììåòðèé ñïåê-

òðà êâàíòîâîé ñèñòåìû â òî÷íîñòè òàê æå, êàê â ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àå.

Îïèøåì áîëåå ïîäðîáíî, êàê âû÷èñëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåêêå íà ýë-

ëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Íàèáîëåå ïîäõîäÿùèé äëÿ äàííîé çàäà÷è ñïîñîá ïà-

ðàìåòðèçàöèè ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Σ ïðåä-

ïîëàãàåò ðàññìîòðåíèå ïîäíÿòèÿ ðàññëîåíèÿ íà óíèâåðñàëüíóþ íàêðûâà-

þùóþ C (ñì. [60] (2,6)). Ãðóïïà ìîíîäðîìèè Z2 äåéñòâóåò ãîìîìîðôèçìà-

ìè ïó÷êà ñå÷åíèé π∗E ñîîòâåòñòâóþùåãî ãîëîìîðôíîìó ðàññëîåíèþ E. Â

ñëó÷àå ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ ñòåïåíè 0 åäèíñòâåííûé ñïîñîá îïðåäåëèòü

ñîãëàñîâàííûé íàáîð ìóëüòèïëèêàòîðîâ, ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè,

ñîîòâåòñòâóåò êâàçèïåðèîäè÷åñêèì êîýôôèöèåíòàì âûðàæåíèÿ:

f(z) =
θ(z − λ)

θ(z)

äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé λ ∈ Σ. Îáîçíà÷èì ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ðàññëîåíèå Oλ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ãåêêå â òî÷êå w ïðåäïîëàãàåò

ðàññìîòðåíèå ïîäïó÷êà ñå÷åíèé Oλ ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå 0 â òî÷êå w.

Ýòîò ïó÷îê ìîæåò áûòü èçîìîðôíî îòîáðàæåí íà ïó÷îê ñå÷åíèé íåêîòîðî-

ãî ðàññëîåíèÿ ñòåïåíè 1 ñëåäóþùèì îáðàçîì

s(z) 7→ s(z)

θ(z − w)

Äàííîå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â ñèëó òîãî, ÷òî θ(z) èìååò

åäèíñòâåííûé íîëü â òî÷êå z = 0. Ïðåîáðàçîâàíèå Ãåêêå íà ñâÿçíîñòÿõ

â ðàññëîåíèè Oλ/2 ⊕ O−λ/2 ðàíãà 2 ñòðîÿò ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè Oµ/2 ⊕

O−µ/2 ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïóñòü ”
âû÷åòû“ ñâÿçíîñòè
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èìåþò ðàçëîæåíèå:

Ai =

 a
(i)
11 a

(i)
12

a
(i)
21 −a

(i)
11

 = Gi

 di 0

0 −di

G−1
i

ãäå Gi ïîñòîÿííûå ìàòðèöû. Òîãäà ñâÿçíîñòü ïðåîáðàçóåòñÿ êàëèáðîâî÷-

íûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ãðóïïîâûì ýëåìåíòîì

Gij(z) = G̃i

 1 0

0 θ(z − zi)

 G̃−1
i Gj

 θ−1(z − zj) 0

0 1

G−1
j ,

ãäå

G̃i = Gj

 θ−1(zi − zj) 0

0 1

G−1
j Gi.

Òàêæå êàê è â ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðû ïðåîáðàçî-

âàíèé Ãåêêå â ðàçíûõ òî÷êàõ ui, uj ñ ðàçíûìè çíàêàìè Tij = T−1
(ui,li)

T(uj ,lj),

äåéñòâóþùèõ íà ðàññëîåíèÿõ ðàíãà 2 ñ òðèâèàëüíûì äåòåðìèíàíòíûì ðàñ-

ñëîåíèåì. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïîäïðîñòðàíñòâ âåðõíèõ è íèæíèõ ïðå-

îáðàçîâàíèé ïîëó÷èì äåéñòâèå Tij íà ìíîæåñòâå ñòàðøèõ âåñîâ ìîäåëè Ãî-

äåíà âèäà

(. . . , λi, . . . , λj, . . .) 7−→ (. . . , λi + 1, . . . , λj − 1, . . .),

(. . . , λi, . . . , λj, . . .) 7−→ (. . . , λi + 1, . . . , λj + 1, . . .),

(. . . , λi, . . . , λj, . . .) 7−→ (. . . , λi − 1, . . . , λj − 1, . . .),

(. . . , λi, . . . , λj, . . .) 7−→ (. . . , λi − 1, . . . , λj + 1, . . .).

Êàê è â ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ ñåìåéñòâî ïðå-

îáðàçîâàíèé ïîíèæàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíî ñòàðøèå âåñà âñåõ ïðåäñòàâëå-

íèé ìîäåëè äî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðîãî çàäà÷à äèàãîíàëèçàöèè

ãàìèëüòîíèàíîâ ýëëèïòè÷åñêîé ìîäåëè îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé.
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4 Ïðèëîæåíèÿ

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí äâóì îñíîâíûì ïðèëîæåíèÿì ìåòîäà ñïåêòðàëü-

íîé êðèâîé. Ïåðâîå ïðèëîæåíèå ñâÿçàíî ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ñîîòâåòñòâèåì

Ëåíãëåíäñà è ãëàâíûì îáðàçîì ñîñòîèò â ýôôåêòèâíîì îïèñàíèè öåíòðà

Ucrit(ĝln) êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, èìååò êëþ÷åâóþ ðîëü â êîíñòðóêöèè

Áåéëèíñîíà è Äðèíôåëüäà êâàíòîâàíèÿ ñèñòåìû Õèò÷èíà. Çàìåòèì, ÷òî

äàííàÿ çàäà÷à èìååò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé

àôôèííûõ àëãåáð Ëè.

4.1 Ãåîìåòðè÷åñêîå ñîîòâåòñòâèå Ëåíãëåíäñà

4.1.1 Öåíòð U(ĝln) íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå

Îïèøåì ñíà÷àëà êîíñòðóêöèþ öåíòðà Ucrit(ĝln). Ïðîêîììåíòèðóåì

îáîçíà÷åíèå Ucrit(ĝln), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíîìó ïîïîëíåíèþ

U(ĝln)/{C − crit}, ãäå C-öåíòðàëüíûé ýëåìåíò, à crit = −h∨ = −n êðè-

òè÷åñêîå çíà÷åíèå, îáðàòíîå äóàëüíîìó ÷èñëó Êîêñòåðà àëãåáðû Ëè sln.

Â ðàáîòå [63] áûëî äîêàçàíî, ÷òî Ucrit(ĝln) èìååò öåíòð, èçîìîðôíûé êàê

ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî àëãåáðå ïîëèíîìîâ îò ïîäàëãåáðû Êàðòàíà. Íå

ñìîòðÿ íà íàëè÷èå ãåîìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ öåíòðà, îòñóòñòâîâàëà ÿâ-

íàÿ êîíñòðóêöèÿ ñåìåéñòâà ãåíåðàòîðîâ ýòîé êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà Àäëåðà-

Êîñòàíòà-Ñèìà, ïðåäëîæåííàÿ â [62]. Îíà çàíèìàåò âàæíîå ìåñòî â òåîðèè

èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì: ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ øèðîêîãî

êëàññà êîììóòàòèâíûõ ïîäàëãåáð, ïîçâîëÿåò ñâÿçûâàòü èíòåãðèðóåìûå ñè-

ñòåìû ñ çàäà÷àìè ðàçëîæåíèÿ, à òàêæå ïðåäîñòàâëÿåò àëãåáðàè÷åñêóþ èí-
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òåðïðåòàöèþ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà, r-ìàòðè÷íûõ Ïóàññîíîâûõ ñòðóê-

òóð. Ñõåìà ÀÊÑ äîïóñêàåò íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå íà êâàíòîâûé óðî-

âåíü è èãðàåò âàæíóþ ðîëü â îïèñàíèè, ðåøåíèè è êëàññèôèêàöèè êâàíòî-

âûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Íàèáîëåå ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, â êîòîðîì

g = g+⊕g− êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè, äîïóñêàþùàÿ ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ

ñóììó äâóõ ïîäàëãåáð Ëè. Êàæäîìó íîðìàëüíîìó óïîðÿäî÷åíèþ, òî åñòü

âûáîðó ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé èç ðàçíûõ ïîäàëãåáð â ìîíîìàõ, ñîñòàâëÿþ-

ùèõ ëèíåéíûé áàçèñ óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû, ñîîòâåòñòâóåò

èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

φ : U(g)→ U(g+)⊗ U(g−)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ gop
− äëÿ îáðàòíîé ñòðóêòóðû àëãåáðû Ëè íà ïðîñòðàí-

ñòâå g− îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé −{◦, ◦}. Áóäåì îáîçíà÷àòü àëãåáðó Ëè

g+⊕ gop
− ñèìâîëîì gr. Ñîîòâåòñòâóþùèå óíèâåðñàëüíûå îáåðòûâàþùèå àë-

ãåáðû ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû êàê ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ïðè ðàññìîò-

ðåíèå íåêîòîðîãî áàçèñà Ïóàíêàðå-Áèðêãîôà-Âèòà:

U(gop
− ) ' U(g−).

Ëåììà 4.1. Öåíòð z(U(g)) îòîáðàæàåòñÿ â êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó â

U(g+)⊗ U(gop
− ) ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ φ.

Äîêàçàòåëüñòâî Îáîçíà÷èì êîììóòàòîð â U(g+) ⊗ U(gop
− ) ñëåäóþùèì

îáðàçîì [∗, ∗]R. Ïóñòü c1, c2 äâà öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòà â U(g) ïðåäñòàâëåí-

íûõ â ôîðìå

ci =
∑

j

x
(i)
j y

(i)
j x

(i)
j ∈ U(g+), y

(i)
j ∈ U(g−).
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Ïîäñ÷èòàåì êîììóòàòîð â ìîäèôèöèðîâàííîé àëãåáðå

[φ(c1), φ(c2)]R = [
∑

j

x
(1)
j y

(1)
j ,
∑

k

x
(2)
k y

(2)
k ]R

=
∑
j,k

[x
(1)
j , x

(2)
k ]Ry

(1)
j y

(2)
k + x

(1)
j x

(2)
k [y

(1)
j , y

(2)
k ]R.

Â ñèëó äàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû

[x
(1)
j , x

(2)
k ]R = [x

(1)
j , x

(2)
k ] [y

(1)
j , y

(2)
k ]R = −[y

(1)
j , y

(2)
k ]

[φ(c1), φ(c2)]R =
∑

k

[c1, x
(2)
k ]y

(2)
k −

∑
j

x
(1)
j [y

(1)
j , c2]

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå îáðàùàåòñÿ â íîëü â ñèëó öåíòðàëüíîñòè ýëåìåíòîâ

c1, c2 �

Çàìå÷àíèå 4.1. Â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïðèìåíåíèå

ýòîé ñõåìû â ñëó÷àå Ucrit(ĝln), òî åñòü óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé

àëãåáðû àôôèííîé àëãåáðû Ëè ĝln íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå. Äëÿ òîãî,

÷òîáû èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàò ñõåìû ÀÊÑ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó-

÷àå íåîáõîäèìî âûáðàòü ïîäõîäÿùåå ïîïîëíåíèå àëãåáðû. Â íàøåì ñëó-

÷àå ìîæåò áûòü âûáðàíî ïîïîëíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå áèãðàäóèðîâêå

deg(gtk) = (k, 0), deg(gt−k) = (0, k) äëÿ k ≥ 0. Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

ðàññìàòðèâàåìûå öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè äàííî-

ãî ïîïîëíåíèÿ U ·crit(ĝln). Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê â ñèëó ðàññìîòðåíèÿ

êëàññè÷åñêîãî ïðåäåëà. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåò îïóñêàòü óïîìèíàíèå î

ïîïîëíåíèè â îáîçíà÷åíèÿõ Ucrit(ĝln), U(gr), à òàêæå èõ òåíçîðíûõ ïðî-

èçâåäåíèÿõ.

Ðàññìàòðèâàþò òàêæå îòîáðàæåíèå ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

ς : U(g)→ U(g+)⊕ U(g)g−
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îïðåäåëÿåìîå âûáðàííûì ðàçëîæåíèåì â ïðÿìóþ ñóììó ïîäàëãåáð. Îáî-

çíà÷èì ϕ ïðîåêòîð íà ïåðâîå ñëàãàåìîå U(g+).

Ëåììà 4.2. Öåíòð z(U(g)) îòîáðàæàåòñÿ â êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó â

U(g+) ïðè îòîáðàæåíèè ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü c1, c2 ∈ Z.

[c1 − ϕ(c1), c2 − ϕ(c2)] = [ϕ(c1), ϕ(c2)]

Ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ ëåæèò â U(g+); ëåâàÿ ÷àñòü â U(g)g−; èç ÷åãî

ñëåäóåò, ÷òî îáå îíè ðàâíû íóëþ �

Ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü Ucrit(ĝln) ñ àëãåáðîé ïåòåëü êàê ëèíåéíûå

ïðîñòðàíñòâà. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî âàæíûõ ôàêòîâ îòíîñèòåëüíî àëãåáð

ïåòåëü.

Óòâåðæäåíèå 4.3. Ðàññìîòðèì g = gln[t, t
−1] = gln[t

−1] ⊕ tgln[t] ãåíåðà-

òîðû êîòîðîé e
(k)
ij = eijt

k ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-

öèåé

Lfull(z) =
∑

s=−∞,∞
Φsz

−s−1 (4.1)

ãäå

Φs =
∑
ij

Eij ⊗ e(s)
ij .

Çäåñü, êàê è ðàíåå, eij îáîçíà÷àþò ãåíåðàòîðû àëãåáðû ëè gln, à Eij - ìàò-

ðè÷íûå åäèíèöû â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö Matn. Òîãäà ñòðóêòóðà àëãåáðû

Ëè gr ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøå-

íèÿìè â òåðìèíàõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

{Lfull(z)⊗ Lfull(u)} = [
P

z − u
, Lfull(z)⊗ 1 + 1⊗ Lfull(u)]. (4.2)
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Çàìåòèì, ÷òî êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ êîììóòàöèîííû-

ìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ îïåðàòîðà Ëàêñà ñèñòåìû Ãîäåíà (2.43).

Öåíòð (Ucrit(ĝln)) è êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà â U(tgln[t]) Ââåäåì òàê-

æå
”
ïîëîæèòåëüíûé“ îïåðàòîð Ëàêñà:

L(z) =
∑
k>0

Φkz
−k−1,

êîòîðûé òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì R-ìàòðè÷íîãî òèïà:

{L(z)⊗ L(u)} = [
P

z − u
, L(z)⊗ 1 + 1⊗ L(u)]. (4.3)

Òåîðåìà 4.4. Êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà â U(tgln[t]), îïðåäåëåííàÿ êî-

ýôôèöèåíòàìè êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà det(L(z)−∂z),

ñîâïàäàåò ñ ïîäàëãåáðîé, ïîëó÷åííîé èç z(Ucrit(ĝln)) ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèè

ϕ : Ucrit(ĝln)→ U(tgln[t]).

Äîêàçàòåëüñòâî Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàò ðàáîòû [64], ãäå

áûëî äîêàçàíî, ÷òî öåíòðàëèçàòîð êâàäðàòè÷íûõ Ãàìèëüòîíèàíîâ Ãîäåíà

H i
2 â U(tgln[t]) ñîâïàäàåò ñ êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðîé ïîëó÷åííîé èç öåí-

òðà U(ĝln) íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå.

Çàìå÷àíèå 4.2. Äàííîå ñïåöèàëüíîå ñâîéñòâî, à èìåííî òîò ôàêò, ÷òî

êâàäðàòè÷íûå ãåíåðàòîðû îïðåäåëÿþò âñþ êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó,

èçâåñòíî òàêæå â òåîðèè ïîäàëãåáð Ìèùåíêî-Ôîìåíêî [65], [66], à òàê-

æå â òåîðèè ñèñòåìû Êàëîäæåðî-Ìîçåðà [67].

Ñëåäóÿ ïðåäëîæåííîé ëîãèêå, è èñïîëüçóÿ ôàêò, ÷òî ïîäàëãåáðà, îïðå-

äåëåííàÿ det(L(z) − ∂z) êîììóòèðóåò ñ H i
2, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äàííàÿ

ïîäàëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðû, ïîëó÷åííîé èç
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öåíòðà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èõ ñîâïàäåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êëàñ-

ñè÷åñêèé ïðåäåë �

Çàìå÷àíèå 4.3. Àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèìåíèìî â ñëó÷àå ïðî-

åêöèè íà U(gln[t]). Íåîáõîäèìî ïðèíÿòü â ðàñ÷åò, ÷òî îáå ïîäàëãåáðû

èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ GL(n).

4.1.2 ßâíîå îïèñàíèå öåíòðà Ucrit(ĝln))

Òåîðåìà 4.5. Öåíòð Ucrit(ĝln) èçîìîðôåí êàê êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà

ïîäàëãåáðå â U(gln[t
−1] ⊕ tglopn [t]) îïðåäåëåííîé êîýôôèöèåíòàìè êâàíòî-

âîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà det(Lfull(z)− ∂z). Èçîìîðôèçì èíäó-

öèðîâàí îòîáðàæåíèåì

I : U(gln[t
−1])⊗ U(tglopn [t])→ Ucrit(ĝln), I : h1 ⊗ h2 → h1h2 (4.4)

Äîêàçàòåëüñòâî ñòðîèòñÿ ïî ñòðàòåãèè, àíàëîãè÷íîé èñïîëüçîâàííîé â

[64]. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ êîýôôèöèåíòàìè

êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà îïåðàòîðà Ëàêñà Lfull(z) ñîâ-

ïàäàåò ñ öåíòðàëèçàòîðîì ñâîèõ êâàäðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äàëåå, èñïîëü-

çóÿ ôîðìóëó Øóãàâàðû äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ãåíåðàòîðîâ öåíòðà, äîêàæåì,

÷òî èõ îáðàç â U(gln[t
−1])⊗U(tgln[t]) ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòè÷íûìè êîýôôè-

öèåíòàìè êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé ïðåäåë êîììóòàòèâíîãî

ñåìåéñòâà.

Èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ 4.2, 4.3 è òðàäèöèîííûå r-

ìàòðè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïîëó÷èì, ÷òî âûðàæåíèÿ TrLm
full(z) öåíòðàëüíû â
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ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðå S(gln[t, t
−1]) è, êðîìå òîãî, TrLm

full(z) ïîðîæäàþò

êîììóòàòèâíóþ Ïóàññîíîâó ïîäàëãåáðó â S(gln[t
−1]⊕ tglopn [t]).

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû U(gln[t
−1])⊗U(tglopn [t])

îïðåäåëÿåìîå â òåðìèíàõ îïåðàòîðà Ëàêñà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü K

äèàãîíàëüíàÿ n× n ìàòðèöà îáùåãî ïîëîæåíèÿ, îïåðàòîð Ëàêñà âèäà

L~
full(z) = Lfull(z) + ~K

òàêæå óäîâëåòâîðÿåò r-ìàòðè÷íûì ñîîòíîøåíèÿì (4.2). Äàííîå ñåìåéñòâî

àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû ïàðàìåòðèçóåòñÿ ~.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êîììóòàòèâíûõ ïîäàëãåáð

M~ ⊂ U(gln[t
−1])⊗ U(tglopn [t])

îïðåäåëÿåìîå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé det(L~
full(z)−∂z). M

~ öåíòðàëèçóåò

ñåìåéñòâî êâàäðàòè÷íûõ ãåíåðàòîðîâ QI2(L
~
full(z)). QIk(z, ~) èìååò ñëåäó-

þùèé ñêàëÿðíûé ëèäèðóþùèé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè ïî ~

QIk(z, ~) = ~kTrAnK1K2 . . . Kk +O(~k−1).

Âûïîëíèì ñëåäóþùóþ çàìåíó â áàçèñå êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû

QIk(z, ~) 7→ Q̃Ik(z, ~) = (QIk(z, ~)− ~kTrAnK1K2 . . . Kk)~−k+1

è ðàññìîòðèì ïðåäåë ~→∞

Q̃Ik(z, ~)→ Tr(Lfull(z)K
k−1)

Â äàííîì ïðåäåëå ðàññìàòðèâàåìûå âûðàæåíèÿ ïîðîæäàþò ïîäàëãåáðó

Êàðòàíà

H = H− ⊗ H+ = U(h[t−1])⊗ U(th[t]).
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Ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî ýòà ïîäàëãåáðà ñîâïàäàåò ñ öåíòðàëèçàòîðîì êâàä-

ðàòè÷íûõ ãåíåðàòîðîâ

H∞2 (z) = lim~→∞Q̃I2(z, ~) =
∑

i=−∞,∞
Tr(ΦiK)z−i−1.

Î÷åâèäíî, ÷òî H ⊂ Z(H∞2 (z)). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ (k1, . . . , kn) äëÿ äèàãî-

íàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K. Îáîçíà÷èì hi ∈ H ñóììó âèäà

hi =
n∑

s=1

(Φi)ssks,

òîãäà H∞2 (z) =
∑

i=−∞,∞ hiz
−i−1. Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû öåíòðàëèçà-

òîðà äîëæíû êîììóòèðîâàòü ñ h1 è h−1. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íûé ðÿä∑∞
i=−∞ xiyi òàêîé ÷òî xi ∈ U(g[t−1]), yi ∈ U(tg[t]). Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå,

÷òî ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ðàññìàòðèâàåìîãî ïîïîëíåíèÿ, òî åñòü

òàêîé, ÷òî èìååòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ êàæäîé áèãðà-

äóèðîâêè. Îïåðàòîðû [h1, ∗] è [h−1, ∗] ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè îïåðàòîðàìè

áèãðàäóèðîâîê (0, 1) è (1, 0). Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î öåíòðàëèçàòîðå ñâî-

äèòñÿ ê àíàëîãè÷íîìó âîïðîñó â ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðå. Îòâåò äàåòñÿ

ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

Z(h1) = U(gln[t
−1])⊗ H+, Z(h−1) = H− ⊗ U(tglopn [t]).

Ïåðåñå÷åíèå äàííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ïîïîëíåííîì ñìûñëå ñîâïàäàåò ñ

ïîäàëãåáðîé Êàðòàíà H.

Ñóììèðóåì âûøåñêàçàííîå: â òî÷êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ~ ñåìåéñòâà äå-

ôîðìàöèé êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà M~ ñîäåðæèòñÿ â öåíòðàëèçàòîðå

ñåìåéñòâà QI2 è â ïðåäåëå ~ → ∞ ïîðîæäàåò öåíòðàëèçàòîð. Èç ñîîá-

ðàæåíèé, àíàëîãè÷íûõ èñïîëüçóåìûì â [64] â îáùåé òî÷êå äîëæíî òàêæå
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âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî, à èìåííî â îáùåé òî÷êå M~ ñîâïàäàåò ñ öåíòðà-

ëèçàòîðîì êâàäðàòè÷íûõ ãåíåðàòîðîâ. Äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íà-

ïîìíèì ôîðìóëó Øóãàâàðû êâàäðàòè÷íûõ ãåíåðàòîðîâ Ucrit(ĝln)

c2(z) =: Tr(L2
full(z)) :

Â ýòîé ôîðìóëå èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë íîðìàëüíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ : : äëÿ

òîêîâ sl2. Ýòè ýëåìåíòû ïðîåêòèðóþòñÿ â QI2(z) ñ òî÷íîñòüþ äî öåíòðàëü-

íîãî ýëåìåíòà â U(gln[t
−1])⊗ U(tgln[t]) �

4.1.3 Ñõåìà Áåéëèíñîíà-Äðèíôåëüäà

Â ðàáîòå [68] áûëà ïðåäëîæåíà óíèâåðñàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ êâàíòîâàíèÿ

ñèñòåì òèïà Õèò÷èíà. Ïóñòü Σ ñâÿçíàÿ ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ íàä

C ðîäà g > 1, G - ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà Ëè, g ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà

Ëè, BunG - ñòåê ìîäóëåé ãëàâíûõ G-ðàññëîåíèé íà Σ. Îïðåäåëèì òàêæå

äâîéñòâåííóþ ïî Ëåíãëåíäñó ãðóïïó LG êàê ãðóïïó, îïðåäåëåííóþ äâîé-

ñòâåííûìè êîðíåâûìè äàííûìè, à èìåííî, òàêóþ, äëÿ êîòîðîé ðåøåòêà

âåñîâ ñîâïàäàåò ñ äâîéñòâåííîé ðåøåòêîé âåñîâ G.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [68] ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

• Ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíîå êîëüöî äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

z(Σ, G), äåéñòâóþùèõ â ñå÷åíèÿõ êàíîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ KBunG
.

Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå ñèìâîëà, ïðèìåíåííîå ê äàííîìó êîììóòàòèâ-

íîìó êîëüöó ïîðîæäàåò êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó êëàññè÷åñêèõ Ãà-

ìèëüòîíèàíîâ Õèò÷èíà íà T ∗BunG.

• Ñïåêòð êîëüöà z(Σ, G) êàíîíè÷åñêè èçîìîðôåí ïðîñòðàíñòâó ìîäó-

ëåé Lg-îïåðîâ (äëÿ ñëó÷àÿ G = SL2
Lg-îïåð ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì
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Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ íà Σ; â îáùåì ñëó÷àå îïåðîì íàçûâàåòñÿ ïëîñêàÿ

ñâÿçíîñòü â ãëàâíîì LG ðàññëîåíèè ñ ïàðàáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé).

• Êàæäîìó Lg-îïåðó ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåí D-ìîäóëü íà BunG ïî-

ëó÷àåìûé ïðè ôèêñèðîâàíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ãàìèëüòîíèàíîâ

Õèò÷èíà. Ýòîò D-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïó÷êîì äëÿ äåéñòâèÿ

ïðåîáðàçîâàíèé Ãåêêå, åñòåñòâåííî îïðåäåëåííûõ íà ïðîñòðàíñòâå ìî-

äóëåé ðàññëîåíèé. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùèé Lg-îïåð.

Â îñíîâå êîíñòðóêöèè òàêîé àëãåáðû ëåæèò åñòåñòâåííîå äåéñòâèå öåí-

òðà Ucrit(ĝ) íà ãðóïïå ïåòåëü ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû Ëè. Ýòî äåéñòâèå

îãðàíè÷èâàåòñÿ äî äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà BunG(Σ) â ñèëó îä-

íîé èç ðåàëèçàöèé ñòåêà ìîäóëåé ãëàâíûõ ðàññëîåíèé:

BunG(Σ) ' G(F )\G(AF )/G(OF ) ' Gin\G[[z, z−1]/Gout

çäåñü Gin è Gout îáîçíà÷àþò ïîäãðóïïû ñõîäÿùèõñÿ ôóíêöèé â Uin è Uout,

çäåñü Uin è Uout îïðåäåëÿþò ïîêðûòèå êðèâîé Σ ñëåäóþùåãî òèïà: Uin -

íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè P ñ ëîêàëüíûì ïàðàìåòðîì z, Uout = Σ\P.

Ñðåäíÿÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íàçûâàåìóþ àäåëüíóþ ðå-

àëèçàöèþ ñòåêà ìîäóëåé ãëàâíûõG-ðàññëîåíèé äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû

G. Â êîíñòðóêöèè ôèãóðèðóþò ãðóïïà àäåëåé G(AF ) ïîëÿ F ðàöèîíàëü-

íûõ ôóíêöèé íà Σ, ãðóïïà öåëûõ àäåëåé G(OF ) è ãðóïïà ãëàâíûõ àäåëåé

G(F ). Äàííàÿ ðåàëèçàöèÿ óäîáíà äëÿ óñòàíîâëåíèÿ àíàëîãèè ðàññìàòðèâà-

åìîãî ñþæåòà êâàíòîâîé ñèñòåìû Ãîäåíà è àðèôìåòè÷åñêîãî ñîîòâåòñòâèÿ

Ëåíãëåíäñà.
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4.1.4 Ñîîòâåòñòâèå

Èñòîðè÷åñêè, ãèïîòåçà Ëåíãëåíäñà îáîáùàåò ðåçóëüòàòû òåîðèè ïîëåé-

êëàññîâ [69, 70], îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ êîòîðîé ìîæíî ñ÷èòàòü

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå ÷èñëîâîãî ïîëÿ. À èìåííî, ïóñòü F - ÷èñ-

ëîâîå ïîëå (òî åñòü êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå Q), F̄ - åãî ìàêñèìàëüíîå àëãåá-

ðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå, F ab - ìàêñèìàëüíîå àáåëåâî ðàñøèðåíèå. Ãðóïïîé

Ãàëóà ðàñøèðåíèÿ F ⊂ F ′ íàçûâàåòñÿ

Gal(F ′, F ) = {σ ∈ Aut(F ′) : σ(x) = x ∀x ∈ F}.

Àáåëåâ çàêîí âçàèìíîñòè

Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ãðóïï

Gal(F ab, F ) ' Ãðóïïà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò F×\A×F

ãäå A×F - ãðóïïà èäåëåé êîëüöà F, F× - ãðóïïà åäèíèö êîëüöà F. Ïðè ýòîì

ðàññìàòðèâàåòñÿ òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïîïîëíåíèé.

Íåïîñðåäñòâåííî ãèïîòåçà Ëåíãëåíäñà ôîðìóëèðóåòñÿ êàê n-ìåðíîå (íå

êîììóòàòèâíîå) îáîáùåíèå àáåëåâà çàêîíà âçàèìíîñòè. À èìåííî ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì êàòåãîðèé ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ãà-

ëóà ìàêñèìàëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ êîëüöà è êàòåãîðèè àâòî-

ìîðôíûõ ïðåäñòàâëåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû èäåëåé. Ïîä àâòîìîðô-

íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ïîíèìàþòñÿ ïðåäñòâëåíèÿ GLn(AF ) ðåàëèçîâàí-

íûå íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà

GLn(F )\GLn(AF ),

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì [71, 72]. Ïðàâóþ

÷àñòü ñîîòâåòñòâèÿ òðàäèöèîííî íàçûâàþò àâòîìîðôíîé ñòîðîíîé ïî ñëå-
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äóþùåé ïðè÷èíå. Äëÿ n = 2 òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ñâÿçàíû ñ òåîðèåé ìîäó-

ëÿðíûõ ôóíêöèé. Íàïîìíèì, ÷òî ìîäóëÿíûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê

ôóíêöèè íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Çèãåëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

f((az + b)/(cz + d)) = χ(a)(cz + d)kf(z)

 a b

c d

 ∈ SL2(Z).

Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâî ìîäóëÿðíûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî

êàê ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà ñëåäóþùåì ôàêòîðïðîñòðàíñòâå

SL2(R)/SL2(Z) ' K\GL2(AQ)/GL2(Q)

Â ïðîãðàììå Ëåíãëåíñà ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå òèïû ïîëåé F :

• ×èñëîâîå ïîëå.

• Ïîëå ôóíêöèé íà àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq (Â

ýòîì ñëó÷àå ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà â ðàáîòàõ [73]).

• Ïîëå ôóíêöèé íà àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé íàä ïîëåì C. Äàííûé ñëó÷àé

íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ñëó÷àåì íàäC. Åìó ïîñâÿùåíû ñëåäóþùèå

ðàáîòû [74].

Ôîðìóëèðîâêà ñîîòâåòñòâèÿ íàä C:

Â äàííîì ñëó÷àå íà ñòîðîíå Ãàëóà ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóí-

äàìåíòàëüíîé ãðóïïû, èëè êëàññû ïëîñêèõ ñâÿçíîñòåé â ðàññëîåíèè ðàíãà

n. Íà àâòîìîðôíîé ñòîðîíå ðàññìàòðèâàåòñÿ D-ìîäóëü Õèò÷èíà íà ïðî-

ñòðàíñòâå

GL(F )\GL(AF )/GL(OF ) ' Bunn(Σ).

Èç ðåçóëüòàòîâ [68] è [63] ñëåäóåò íàëè÷èå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäóD-ìîäóëÿìè

Õèò÷èíà è ïëîñêèìè ñâÿçíîñòÿìè, çàäàâàåìûìè Lg-îïåðàìè. Áëàãîäàðÿ
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êîíñòðóêöèè êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà äëÿ àëãåáðû ïå-

òåëü, à òàêæå ÿâíîé êîíñòðóêöèè öåíòðà Ucrit(ĝln) â òåîðåìå 4.5 äàííîå

ñîîòâåòñòâèå äëÿ àëãåáðû Ëè gln óäàëîñü ñäåëàòü áîëåå ÿâíûì. Íà ñõåìå

ïðåäñòàâëåíà êîíñòðóêöèÿ ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ

D-ìîäóëü Õèò÷èíà
FF, BD⇔ Õàðàêòåð χ íà z(Ucrit(ĝln))

CT⇔ χdet(Lfull − ∂z).

Çàìå÷àíèå 4.4. Ïîñòðîåíèå õàðàêòåðà íà z(Ucrit(ĝln)) ïî D-ìîäóëþ

Õèò÷èíà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ôåéãèíà è Ôðåíêåëÿ î ñóùå-

ñòâîâàíèè öåíòðà, à òàêæå êîíñòðóêöèè Áåéëèíñîíà è Äðèíôåëüäà

êâàíòîâàíèÿ ñèñòåìû Õèò÷èíà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî îïèñà-

íèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîñêîé ñâÿçíîñòè [28] íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü

îòîæäåñòâëåíèå êîììóòàòèâíûõ ïîäàëãåáð, ñ îäíîé ñòîðîíû, êîììó-

òàòèâíîé ïîäàëãåáðû â U(gln[t
−1]) ⊗ U(tgln[t]), îïðåäåëåííîé êîýôôèöè-

åíòàìè êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà, à ñ äðóãîé - îáðàçîì

öåíòðà z(Ucrit(ĝ)) ïðè îòîáðàæåíèè ÀÊÑ.

4.2 Íåêîììóòàòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ

Îñíîâíîé ñþæåò äàííîé ðàáîòû èìååò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê ôîð-

ìèðóþùåéñÿ îáëàñòè íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè, îñíîâíîé ïðîáëåìàòè-

êîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè àëãåá-

ðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, â êîòîðûõ îñëàáëåíî òðåáîâàíèå êîììóòàòèâíîñòè.

Â äàííîì ñëó÷àå êâàíòîâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ åñòå-

ñòâåííûì íåêîììóòàòèâíûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî ïîëèíîìà. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîãî îáúåêòà, â ÷àñòíîñòè ðîëü, êî-

òîðóþ èãðàåò êâàíòîâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì â çàäà÷å ýôôåêòèâ-

íîãî îïèñàíèÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ìîäå-
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ëåé, ïîçâîëÿþò ñ÷èòàòü åãî åñòåñòâåííûì íåêîììóòàòèâíûì îáîáùåíèåì

àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé - ñïåêòðàëüíîé êðèâîé ìîäåëè. Â äàííîì ðàçäåëå

îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðûå ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà êâàíòîâîãî õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [29].

4.2.1 Ïðèâåäåíèå êâàíòîâîãî îïåðàòîðà Ëàêñà ê ôîðìå

Äðèíôåëüäà-Ñîêîëîâà

Ïóñòü L(z) ∈ Matn ⊗ U(gln)
⊗N ⊗ Fun(z) - êâàíòîâûé îïåðàòîð Ëàêñà ìî-

äåëè Ãîäåíà (1.16), çäåñü è äàëåå â äàííîì ðàçäåëå Fun(z) îçíà÷àåò ïðî-

ñòðàíñòâî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïàðàìåòðà z. Îáîçíà÷èì L[i](z) êâàíòî-

âûå ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàêñà, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

L[0] = Id,

L[i] = L[i−1]L+ ∂zL
[i−1].

Òåîðåìà 4.6. Âûðàæåíèå C(z) ∈Matn⊗U(gln)
⊗N⊗Fun(z) îïðåäåëåííîå

ôîðìóëîé

C(z) =


v

vL

. . .

vL[n−1]

 , (4.5)

ãäå v ∈ Cn - âåêòîð îáùåãî ïîëîæåíèÿ, îïðåäåëÿåò ñëåäóþùåå êàëèáðî-
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âî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå

C(z)(L(z)− ∂z) =





0 1 0 ... 0

0 0 1 ... 0

... ... ... ... ...

0 0 ... 0 1

QHn QHn−1 ... QH2 QH1


− ∂z


C(z), (4.6)

ãäå êîýôôèöèåíòû íèæíåé ñòðîêè ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôè-

öèåíòàìè êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà

det(L(z)− ∂z) = TrAn(L1(z)− ∂z) . . . (Ln(z)− ∂z)

= (−1)n(∂n
z −

∑
i

QHn−i∂
i
z). (4.7)

Ñâÿçíîñòü â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîñòüþ òèïà

Äðèíôåëüäà-Ñîêîëîâà.

Óðàâíåíèå Êíèæíèêà-Çàìîëîä÷èêîâà Çäåñü è äàëåå â äàííîì ðàçä-

ëåå V - êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå U(gln)
⊗N . Â ðàáîòå [75] áûëî îá-

íàðóæåíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

Êíèæíèêà-Çàìîëîä÷èêîâà (ÊÇ) [76]

(L(z)− ∂z)S(z) = 0,

ãäå S(z) - ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â Cn ⊗ V, è ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Áàê-

ñòåðà

det(L(z)− ∂z)Ψ(z) = 0 (4.8)
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íà Ψ(z) - ôóíêöèþ ñî çíà÷åíèÿìè â V. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå

Ψ(z) âçÿòü ïðîåêöèþ íà àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ U(z) = v1⊗

. . . ⊗ vn−1 ⊗ S(z) ãäå vi - ïðîèçâîëüíûå âåêòîðà â Cn. Ïðè ñïåöèàëüíîì

âûáîðå âåêòîðîâ vi ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå âåêòîðíûå êîìïîíåíòû S(z)

íàä Cn ðåøàþò óðàâíåíèå (4.8).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.6 Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íåñêîëüêî ïðèìå-

ðîâ êâàíòîâûõ ñòåïåíåé îïåðàòîðà Ëàêñà (4.5):

L[1](z) = L(z),

L[2](z) = L2(z) + L′(z).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 ìàòðèöà C ìîæåò áûòü âûáðàíà â òðàäè-

öèîííîì âèäå

C(z) =

 0 1

c(z) d(z)

 , (4.9)

ãäå êâàíòîâûé îïåðàòîð Ëàêñà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

L(z) =

 a(z) b(z)

c(z) d(z)

 . (4.10)

Â îáùåì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè âûðàæåíèÿ (4.6) ïðè-

ìåíåííûå ê íåêîòîðîé ôóíêöèè S(z) ∈ Cn ⊗ V ⊗ Fun(z),

L.H.S = C(L− ∂z)S =


< v,LS − ∂zS >

< v, L[1](LS − ∂zS >

. . .

< v, L[n−1](LS − ∂zS) >

 , (4.11)
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R.H.S = (LDS − ∂z)CS =


< v,LS − ∂zS >

. . .

< v, L[n−1]S − ∂z(L
[n−2]S) >

< v,
∑n−1

i=0 QHn−iL
[i]S − ∂z(L

[n−1]S) >

 .(4.12)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå êâàíòîâûõ ñòåïåíåé îïåðàòîðà Ëàêñà ïîëó÷èì

L[k]S − ∂z(L
[k−1]S) = L[k−1](LS − ∂zS).

Ðàçíèöà (4.12) è (4.11) áóäåò èìåòü âèä
0

. . .

0

< v,
∑n−1

i=0 QHn−iL
[i]S − L[n]S >

 . (4.13)

Ðàññìîòðèì òåïåðü äàííîå âûðàæåíèå â ñëó÷àå, êîãäà S(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì óðàâíåíèÿ ÊÇ

L(z)S(z) = ∂zS(z).

Ïóñòü Φ(z) = C(z)S(z), ãäå C(z) çàäàíî ôîðìóëîé (4.5). Òîãäà

Φ1(z) = < v, S(z) >

Φ2(z) = < vL(z), S(z) >=< v, ∂zS(z) >

. . .

Φk(z) = < v(L[k−1]L(z) + ∂zL
[k−1]), S(z) >

= < vL[k−1], ∂zS(z) > + < v∂zL
[k−1], S(z) >= ∂zΦk−1(z)
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Îäíàêî, ñëåäñòâèåì ðåçóëüòàòà [75] ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî Φ1(z) =< v, S(z) >

ðåøàåò óðàâíåíèå Áàêñòåðà

n−1∑
i=0

QHn−i∂
i
zΦ1(z)− ∂n

z Φ1(z) = 0 (4.14)

äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÇ S(z) è ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v ∈ Cn.

Îáùíîñòü âûáîðà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÇ ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî n-ûé

ýëåìåíò (4.13) ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî ïî S(z) ∈ Cn ⊗ V ⊗ Fun(z). Èç

òåîðåìû 2.5.7 [77] ñëåäóåò ðàâåíñòâî óíèâåðñàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ ñî çíà÷åíèÿìè â êâàíòîâîé àëãåáðå. �

4.2.2 Òîæäåñòâî Ãàìèëüòîíà-Êýëè

Ñëåäñòâèå 4.6.1. Êâàíòîâûå ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàêñà óäîâëåòâîðÿþò

êâàíòîâîìó òîæäåñòâó Ãàìèëüòîíà-Êýëè

L[n](z) =
n∑

i=1

QHi(z)L
[n−i](z). (4.15)

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäíþþ ñòðîêó óðàâíåíèÿ (4.6) ïîëó-

÷èì

vL[n−1](z)(L(z)− ∂z) =
n∑

i=1

vQHi(z)L
[n−i](z)− ∂zvL

[n−1](z).

Ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îáùíîñòè âûáîðà âåêòîðà v ∈ Cn. �

Çàìå÷àíèå 4.5. Òîæäåñòâî Ãàìèëüòîíà-Êýëè ïðåäñòàâëåííîå âûøå ÿâ-

ëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñîîòíîøåíèåì òàêîãî òèïà äëÿ êâàíòîâûõ îïå-

ðàòîðîâ Ëàêñà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì. Ïîÿâëåíèå êâàíòîâûõ ïî-

ïðàâîê â ñòåïåíÿõ L(z) îòëè÷àåò åãî îò òðàäèöèîííîãî. Ïîäîáíîãî ðîäà
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òîæäåñòâà äëÿ îïåðàòîðîâ Ëàêñà áåç ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà îáñóæ-

äàëèñü â [78], à òàêæå â ðàçäåëå 4.2 [79]. Â ðàáîòå [80] (ðàçäåë 2.4) áû-

ëî ïðåäëîæåíî òîæäåñòâî Ãàìèëüòîíà-Êýëè äëÿ gln. Çàìåòèì òàêæå,

÷òî â [81] (ðàçäåë 8.6 ñòð. 96) áûëî ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå òîæäåñòâà

Ãàìèëüòîíà-Êýëè èíîé ïðèðîäû äëÿ ìàòðèö ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïðîèç-

âîëüíîé íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðå.

4.2.3 Çàìå÷àíèÿ î ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ ÊÇ

Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ñëåäñòâèÿ ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ ïðèâåäåíèÿ êâàíòî-

âîãî îïåðàòîðà Ëàêñà ê âèäó Äðèíôåëüäà-Ñîêîëîâà (4.6) ïîëó÷èì ïðîñòîé

ñïîñîá ñòðîèòü ðåøåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî óðàâíåíèÿ Áàêñòåðà ïî ðåøåíèþ

óðàâíåíèÿ Êíèæíèêà-Çàìîëîä÷èêîâà. Ýòîò ìåòîä ïîëíîñòüþ ñîãëàñîâàí ñ

ìåòîäîì, ðàññìîòðåííûì â [75]. Èç ôîðìóëû (4.6) îñíîâíîé òåîðåìû ñëå-

äóåò, ÷òî åñëè S(z) ðåøàåò óðàâíåíèå ÊÇ

(L(z)− ∂z)S(z) = 0,

òî ïåðâàÿ âåêòîðíàÿ êîìïîíåíòà C(z)S(z) ðåøàåò óðàâíåíèå Áàêñòåðà

(4.8). Ðàññìàòðèâàÿ C(z) â âèäå 4.5 ñ âåêòîðîì v = (0, ..., 1, ..., 0) ïîëó÷èì,

÷òî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà C(z)S(z) ñîâïàäàåò ñ S(z)i.

Ñëåäñòâèå 4.6.2. Ïóñòü π - êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå U(gln)
⊗N â

êîòîðîì êàæäàÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì íåïðèâîäèìûì

ïðåäñòàâëåíèåì. Òîãäà âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÇ

(π(∂z − L(z)))S(z) = 0 (4.16)

ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè z.

Äîêàçàòåëüñòâî Â ðàáîòå [75] áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå (îñíîâàííîå
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íà ðàáîòå [82], à òàêæå íà èäåÿõ Áàêñòåðà, Ãîäåíà è Ñêëÿíèíà) î òîì, ÷òî

óðàâíåíèå òèïà Áàêñòåðà π(det(∂z−L(z)))Ψ(z) = 0, ãäå π - êîíå÷íîìåðíîå

ïðåäñòàâëåíèå U(gln)
⊗N , èìååò òîëüêî ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ. Ýòà ãèïî-

òåçà äëÿ ïðåäñòàâëåíèé îïèñàííîãî òèïà è àëãåáðû Ëè gln áûëà äîêàçàíà â

ðàáîòå [50] (òåîðåìà 6.1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óòâåðæäåíèÿ â ðàáîòå [75],

îáñóæäàåìîãî âûøå, ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà S(z)i âåêòîðà S(z)

ðåøàåò óðàâíåíèå Áàêñòåðà, ÿâëÿÿñü, òàêèì îáðàçîì, âåêòîðíîçíà÷íîé ðà-

öèîíàëüíîé ôóíêöèåé. �
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