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1 Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

1.1 Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ãëàâíûå ðåçóëüòàòû è îñíîâíàÿ èäåÿ ðàáîòû èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå îò-
íîøåíèå ê äâóì âàæíåéøèì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ ãåîìåòðèè è òîïîëî-
ãèè 20-ãî âåêà, ñâÿçàííûì ñ ïðèëîæåíèÿìè òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì
è ïðèëîæåíèÿìè êâàíòîâîé ôèçèêè. Íàèáîëåå ÿðêèì ðåçóëüòàòîì ïåðâîãî
íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ïðîáëåìû Øîòòêè [1], îñíîâàííîå íà ãèïîòå-
çå Ñ.Ï. Íîâèêîâà. Çàäà÷à õàðàêòåðèçàöèè ßêîáèàíîâ ñðåäè ïðî÷èõ ãëàâíî-
ïîëÿðèçîâàííûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé áûëà ðåøåíà â òåðìèíàõ íåëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé: ñîîòâåòñòâóþùàÿ θ -ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ÊÏ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ßêîáèàíîì íåêî-
òîðîé êðèâîé. Ðàçâèòèåì ýòîé äåÿòåëüíîñòè ÿâèëîñü äîêàçàòåëüñòâî ãèïî-
òåçû Âåëüòåðñà [2], õàðàêòåðèçóþùåé ßêîáèàíû êðèâûõ â òåðìèíàõ òðîé-
íûõ ñåêóùèõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîîáðàçèé Êóììåðà. Âòîðîé ñóùåñòâåí-
íûé ïëàñò ðåçóëüòàòîâ ñâÿçàí ñ ïðèëîæåíèÿìè êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ â çà-
äà÷å ïîñòðîåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, â òîì ÷èñëå â ìàëîìåðíîé òî-
ïîëîãèè. Òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ Äæîíñà-Âèòòåíà, èëè áîëåå îáùî - êâàíòîâàÿ
òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ, îáîáùàåò òðàäèöèîííûå èíâàðèàíòû óçëîâ: ïî-
ëèíîì Àëåêñàíäåðà è ïîëèíîì Äæîíñà. Ñîáñòâåííî èíâàðèàíòû ñòðîÿòñÿ êàê
êîðåëëÿöèîííûå ôóíêöèè íåêîòîðîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ [3]. Òàêæå ñ èäå-
ÿìè êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ñâÿçàíà òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ Äîíàëüäñîíà [4] è
åå ðàçâèòèå Çàéáåðãîì è Âèòòåíîì. Äàííûé ïîäõîä îêàçàëñÿ èñêëþ÷èòåëü-
íî ýôôåêòèâíûì è ïðèâåë ê òàêèì âàæíûì ðåçóëüòàòàì êàê äîêàçàòåëüñòâî
ãèïîòåçû Òîìà î ñòåïåíè ãëàäêîãî âëîæåíèÿ êðèâîé â CP2 [5]. Äàííîå íàïðàâ-
ëåíèå ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè ïîäíèìàåò ïðîáëåìó íàõîæäåíèÿ ýôôåêòèâíûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êâàíòîâûõ çàäà÷.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ êâàíòîâûõ àíàëîãîâ àëãåáðî-
ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïðèìåíèìûõ ïðè àíàëèçå è ðåøåíèè êëàññè÷åñêèõ
èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ýòè ìåòîäû îñíîâàíû íà êîíñòðóêöèè ñïåêòðàëüíîé
êðèâîé è ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ. Êðîìå ïðèëîæåíèé â òî-
ïîëîãèè, ÿâíîå îïèñàíèå ðåøåíèé êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì íåïî-
ñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ òàêèìè ãåîìåòðè÷åñêèìè çàäà÷àìè, êàê âû÷èñëåíèå
êîãîìîëîãèé θ -äèâèçîðà àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ [6], âû÷èñëåíèå êîãîìîëîãèé
è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ ãîëîìîðô-
íûõ ðàññëîåíèé [7, 8], à òàêæå ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ôëàãîâ ãîëîìîðôíûõ
ðàññëîåíèé, â ñëó÷àå áàçû CP1 íàçûâàåìûõ ïðîñòðàíñòâàìè Ëîìîíà [9].
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1.2 Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû

Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ êâàíòîâûé àíàëîã ìåòîäà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé äëÿ ðàöè-
îíàëüíîé è ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû Ãîäåíà [10]. Â êëàññèôèêàöèè Õèò÷èíà
ýòè ñëó÷àå îòâå÷àþò ðîäó 0 è 1 áàçîâîé êðèâîé. Ãëàâíàÿ çàäà÷à ðàáîòû, ðîä-
ñòâåííàÿ íàõîæäåíèþ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ êâàíòîâî-ïîëåâîãî òèïà,
à òàêæå òåñíî ñâÿçàííàÿ ñ èññëåäîâàíèåì ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàçíîîá-
ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé, ñîñòîèò â îïèñàíèè ñïåêòðîâ ðàññìàòðèâàåìûõ
êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, â òîì ÷èñëå ìåòî-
äîëîãè÷åñêèé ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîé ñïåêòðàëüíîé êðèâîé, ïîçâîëèëè
îïèñàòü ÿâíî äèñêðåòíóþ ãðóïïó ñèììåòðèè ñïåêòðà ðàññìàòðèâàåìûõ èíòå-
ãðèðóåìûõ ñèñòåì. Êâàíòîâàíèå ñèñòåìû Õèò÷èíà íà êðèâîé ïðîèçâîëüíîãî
ðîäà è ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êâàíòîâîé çàäà÷è ïîòðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ
èíîé òåõíèêè, îäíàêî, íàéäåííàÿ â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ ãåîìåòðè÷åñêàÿ
àíàëîãèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ýôôåêòèâíîé è â ñèòóàöèè îáùåãî ðîäà.

1.3 Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå êâàíòîâîãî àíàëîãà ìåòîäà ñïåê-
òðàëüíîé êðèâîé, â òîì ÷èñëå ýôôåêòèâíûõ êâàíòîâûõ àíàëîãîâ ìåòîäîâ ïî-
ñòðîåíèÿ è ðåøåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. ×àñòíûìè çàäà÷àìè ÿâëÿþòñÿ

• Ïîñòðîåíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû êâàíòî-
âûõ ãàìèëüòîíèàíîâ Ãîäåíà â ðàöèîíàëüíîì è ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå â
âèäå îáîáùåíèÿ äåòåðìèíàíòíîé ôîðìóëû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíî-
ìà îïåðàòîðà Ëàêñà - êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà.

• Îïèñàíèå ñïåêòðîâ êâàíòîâûõ ñèñòåì ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà â âèäå óñëî-
âèÿ íà ìîíîäðîìèþ íåêîòîðûõ Ôóêñîâûõ óðàâíåíèé.

• Ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà ñèììåòðèé ñïåêòðîâ êâàíòîâûõ ñèñòåì ðàññìàò-
ðèâàåìîãî òèïà â âèäå ïåðåñòðîåê Ãåêêå íà ïðîñòðàíñòâå ìåðîìîðôíûõ
ñâÿçíîñòåé.

• Ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðû îïèñàíèÿ öåíòðà óíèâåðñàëüíîé îáåð-
òûâàþùåé àôôèííîé àëãåáðû Ëè Ucrit(ŝln) íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå.

• Èññëåäîâàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ êâàíòîâîãî õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà, â òîì ÷èñëå íàõîæäåíèå àíàëîãà òîæäåñòâà
Ãàìèëüòîíà-Êýëè äëÿ êâàíòîâîãî îïåðàòîðà Ëàêñà.

• Ïîñòðîåíèå ôîðìàëèçìà ñèñòåìû Õèò÷èíà äëÿ êðèâûõ ñ îñîáåííîñòÿìè
òèïà äâîéíàÿ ñõåìíàÿ òî÷êà.
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1.4 Îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Ãîäåíà
ðàöèîíàëüíîãî è ýëëèïòè÷åñêîãî òèïîâ. Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ ìåòîäû êâàíòîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì, à òàêæå ìåòîäû ðåøåíèÿ
êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, îáîáùàþùèå êëàññè÷åñêèé ìåòîä ñïåê-
òðàëüíîé êðèâîé. Êðîìå ýòîãî, èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ äàííûõ
ìåòîäîâ.

1.5 Òåîðåòè÷åñêàÿ îñíîâà è ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ áàçà

Â îñíîâå ìåòîäîëîãè÷åñêîé áàçû ðàáîòû ëåæèò êëàññè÷åñêèé ìåòîä ñïåê-
òðàëüíîé êðèâîé, êâàíòîâûé ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è, òåîðèÿ êâàíòîâûõ ãðóïï,
èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé, à òàêæå ìåòîäû, ñâÿçàííûå ñ ïðîãðàììîé Ëåí-
ãëåíäñà è äåôîðìàöèîííûì êâàíòîâàíèåì. Êðîìå ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ íåêî-
òîðûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, â ÷àñòíîñòè àíçàö Áåòå.

Êëàññè÷åñêèé ìåòîä ñïåêòðàëüíîé êðèâîé çàêëþ÷àåòñÿ â èíòåðïðåòàöèè
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì â âèäå ðàññëîåíèÿ ßêîáèàíîâ.
Êëþ÷åâûìè ðåçóëüòàòàìè â ôîðìèðîâàíèè ýòîé êîíöåïöèè ñ÷èòàþòñÿ: ðà-
áîòà Ê. ßêîáè [11], ðàáîòû 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà øêîëû Ñ.Ï. Íîâèêîâà
[12, 13], à òàêæå ðàáîòà Í. Õèò÷èíà [14]. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìå-
òîäà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé ñâÿçàíà ñ ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è, îòêðûòûì â
60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà â ðàáîòå [15]. Îêàçàëîñü, ÷òî èñêëþ÷èòåëüíî ýô-
ôåêòèâíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ òàê íà-
çûâàåìîå èçîñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äèíàìèêè, èëè ïðåäñòàâëåíèå Ëàê-
ñà [16]. Èìåííî ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîíÿòèå ñïåêòðàëüíîé
êðèâîé è èñïîëüçîâàòü ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÿâ-
íûõ ðåøåíèé [17], ðåøàòü äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû â àëãåáðàè÷åñêèõ òåðìèíàõ
ìåòîäîì ïðîåêöèè [18] èëè ñ ïîìîùüþ áîëåå îáùåé êîíñòðóêöèè ãðàññìàíè-
àíà Ñàòî è τ-ôóíêöèè [19].

Îñíîâíîé ìåòîä òåîðèè êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, íàçûâàåìûé
êâàíòîâûì ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è (ÊÌÎÇ), áûë ñîçäàí â 70-õ ãîäàõ 20-ãî
âåêà øêîëîé Ë. Ä. Ôàääååâà [20]. Âî ìíîãîì äàííûé ìåòîä ïîëàãàåòñÿ íà
êëàññè÷åñêèé ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è, â îñîáåííîñòè â ÷àñòè ãàìèëüòîíîâî-
ãî îïèñàíèÿ. Îí îáîáùàåò íåêîòîðûå êîíñòðóêöèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, â
÷àñòíîñòè êîììóòàòèâíûõ ïîäàëãåáð. Äàííûé ìåòîä áûë â çíà÷èòåëüíîé ñòå-
ïåíè îáîáùåí òåîðèåé êâàíòîâûõ ãðóïï, ââåäåííîé Äðèíôåëüäîì [21]. Êîí-
öåïöèÿ àëãåáð Õîïôà îêàçàëàñü èñêëþ÷èòåëüíî ýôôåêòèâíîé â çàäà÷å îáîá-
ùåíèÿ êîíñòðóêöèè èíâàðèàíòíûõ ïîëèíîìîâ íà ãðóïïå. Òåîðèÿ êâàíòîâûõ
ãðóïï ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâàíèÿ ñè-
ñòåì Ãîäåíà. Â ðàáîòå òàêæå èñïîëüçóåòñÿ áîëåå îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ ÀÊÑ
[22], êîòîðàÿ, â ÷àñòíîñòè, îêàçûâàåòñÿ êëþ÷åâîé ïðè îïèñàíèè ñïåêòðà öåí-
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òðà Ucrit(ŝln) íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå.

1.6 Íàó÷íàÿ íîâèçíà äèññåðòàöèè

Íîâèçíà ãëàâíûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ êîíñòðóêöèåé öåíòðàëüíîãî îáúåêòà ðà-
áîòû - êâàíòîâîé ñïåêòðàëüíîé êðèâîé ìîäåëè. Ðàçâèòèå òåîðèè êâàíòîâûõ
èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì â ðàìêàõ ÊÌÎÇ íå ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî ïðîäâè-
íóòüñÿ â çàäà÷å îïèñàíèÿ ðåøåíèé êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì íà êî-
íå÷íîì ìàñøòàáå. Áëàãîäàðÿ ââåäåíèþ ïîíÿòèÿ êâàíòîâîé ñïåêòðàëüíîé êðè-
âîé â ðàáîòå ñòðîèòñÿ ñåìåéñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ ñèììåòðèé ìíîæåñòâà ðå-
øåíèé êâàíòîâîé çàäà÷è. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ñèììåòðèé èñïîëüçóåòñÿ òðà-
äèöèîííûé ìåòîä àíçàöà Áåòå â àëüòåðíàòèâíîé ôîðìóëèðîâêå, à èìåííî â
òåðìèíàõ ñåìåéñòâà ñïåöèàëüíûõ Ôóêñîâûõ îïåðàòîðîâ ñ êîíå÷íîé ìîíîäðî-
ìèåé. Òàêîå îïèñàíèå êâàíòîâîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ñèììåòðèè â
òåðìèíàõ èçâåñòíûõ â òåîðèè èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé ïðåîáðàçîâàíèé
Øëåçèíãåðà [23] è ïðèìåíÿòü èçâåñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èçîìîíîäðîìíûõ
äåôîðìàöèé, òèïà óðàâíåíèé Ïåíëåâå, äëÿ îïèñàíèÿ âàðèàöèé ñïåêòðîâ êâàí-
òîâûõ ñèñòåì ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïîñòðîåí-
íîå ñåìåéñòâî ñèììåòðèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ, ÿâ-
ëÿþùåãîñÿ óíèâåðñàëüíûì ðåøåíèåì â òåîðèè êëàññè÷åñêèõ èíòåãðèðóåìûõ
ñèñòåì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñòàíîâêà çàäà÷è íàõîæäåíèÿ àíàëîãà ìåòîäà
ñïåêòðàëüíîé êðèâîé â êâàíòîâîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íîâîé, ÊÌÎÇ îãðàíè÷è-
âàëñÿ îáîáùåíèÿìè àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, â òî âðå-
ìÿ êàê êâàíòîâûé ìåòîä ñïåêòðàëüíîé êðèâîé îáîáùàåò íåêîòîðûå àëãåáðî-
ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

Íîâûìè ðåçóëüòàòàìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå: ÿâíîå ïîñòðîåíèå öåíòðà óíèâåð-
ñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àôôèííîé àëãåáðû ËèUcrit(ŝln) íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå,
è, êàê ñëåäñòâèå, áîëåå ýôôåêòèâíîå îïèñàíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ñîîòâåòñòâèÿ
Ëåíãëåíäñà íàä C íà ôîðìàëüíîì äèñêå ñ ïðîêîëîì. Êðîìå ýòîãî, ïîëó÷å-
íî îáîáùåíèå òîæäåñòâà Ãàìèëüòîíà-Êýëè äëÿ êâàíòîâîãî îïåðàòîðà Ëàêñà
ðàöèîíàëüíîé ñèñòåìû Ãîäåíà.

1.7 Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Èññëåäîâàíèÿ êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà äëÿ ìîäåëåé òè-
ïà Ãîäåíà ïîçâîëèëè ñèñòåìàòèçèðîâàòü è ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ýôôåêòèâ-
íîñòü ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ïîñòðîåííûå äèñ-
êðåòíûå ñèììåòðèè ñïåêòðîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì âûïîëíÿþò ðîëü îáîá-
ùåííûõ óãëîâûõ îïåðàòîðîâ, òî åñòü ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ñåìåéñòâà ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ ìîäåëè. Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ â ãåîìåòðèè è
òîïîëîãèè îáóñëîâëåíà âîçìîæíîñòüþ îáîáùåíèÿ äàííîé òåõíèêè íà ïîëåâûå
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ìîäåëè, âîçíèêàþùèå â òîïîëîãè÷åñêèõ êâàíòîâûõ òåîðèÿõ ïîëÿ, è â òåîðèÿõ
ïîëÿ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè èíâàðèàíòîâ Äîíàëüäñîíà è Çàéáåðãà-
Âèòòåíà. Êðîìå ýòîãî, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â ïðîáëåìå ðåøåíèÿ êâàíòî-
âûõ ñèñòåì èìåþò íåïîñðåäñòâåííûå ïðèëîæåíèÿ â çàäà÷å îïèñàíèÿ êîëåö êî-
ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé, ïðîñòðàíñòâ Ëî-
ìîíà, à òàêæå àôôèííûõ ßêîáèàíîâ.

Â ðàáîòå áûëè âûÿâëåíû ìíîãî÷èñëåííûå ñâÿçè è ïðèëîæåíèÿ äàííîãî
ïîäõîäà â äðóãèõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè. Â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè ðîëü ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ýôôåêòèâèçàöèè òàêèõ êëàññè÷åñêèõ çà-
äà÷, êàê ôîðìóëà êðàòíîñòåé. Ïðèëîæåíèÿ òàêîãî òèïà âîçíèêàþò áëàãîäàðÿ
íàëè÷èþ ñïåöèàëüíûõ ïðåäåëîâ ñèñòåìû Ãîäåíà, îáðàçóþùèå êîììóòàòèâíîé
ïîäàëãåáðû äëÿ êîòîðûõ èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû íåêî-
òîðûõ ïîäàëãåáð â U(sln)⊗N [24]. Ê ýòîé æå îáëàñòè ïðèëîæåíèé îòíîñèòñÿ
ðåçóëüòàò ÿâíîãî îïèñàíèÿ öåíòðà óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àôôèííîé
àëãåáðû íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå äëÿ àëãåáðû Ëè sln. Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü
âàæíîñòü ìåòîäà êâàíòîâîé ñïåêòðàëüíîé êðèâîé â ãåîìåòðè÷åñêîì îáîáùå-
íèè ñîîòâåòñòâèÿ Ëåíãëåíäñà íàä C [25], â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è òåîðèè
êîíäåíñèðîâàííûõ ñðåä.

1.8 Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàëèñü â êà÷åñòâå ìàòåðèàëîâ äëÿ
äîêëàäîâ íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ:

• Êîíôåðåíöèÿ ”Quantum integrable systems“, Ïðàãà, èþíü 2005. Äîêëàä

”Êâàíòîâàíèå ñèñòåìû Ãîäåíà“.

• Êîíôåðåíöèÿ ”Classical and quantum integrable systems“, Äóáíà, ÿíâàðü
2008. Äîêëàä ”Àíçàö Áåòå è èçîìîíîäðîìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ“.

• Êîíôåðåíöèÿ ñòèïåíäèàòîâ êîíêóðñà Äåëèíÿ è ôîíäà Äèíàñòèÿ, Ìîñêâà,
ÿíâàðü 2009. Äîêëàä ”Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîå êâàíòîâàíèå èíòåãðèðóå-
ìûõ ñèñòåì“.

• Êîíôåðåíöèÿ ”Integrable systems and quantum symmetries“, Ïðàãà, èþíü
2009. Äîêëàä ”Êâàíòîâàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ãîäåíà“.

• Øêîëà è êîíôåðåíöèÿ ”Geometry and quantization“, Ëþêñåìáóðã, ñåí-
òÿáðü 2009. Êóðñ ëåêöèé ”Êâàíòîâûå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû è ïðîãðàì-
ìà Ëåíãëåíäñà“.

• Êîíôåðåíöèÿ ”Representation theory and quantization“, Öþðèõ, ÿíâàðü
2010. Äîêëàä ”Bethe ansatz and isomonodromic deformations“.
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Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòå, áûëè ñäåëàíû äîêëàäû
íà Ìîñêîâñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå â 2007 ãîäó, â ðàçíûå ãîäû íà ñå-
ìèíàðàõ â ÈÒÝÔ, ÌÃÓ, ÍÌÓ, ÌÈÀÍ, Paris 6, LPTHE (Ïàðèæ, Ôðàíöèÿ),
LAPTH (Àíñè, Ôðàíöèÿ), LAREMA (Àíæý, Ôðàíöèÿ). Íà îñíîâå ïðîãðàììû
àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ áûëè îðãàíèçîâàíû íåêîòîðûå êîëëåê-
òèâíûå íàó÷íûå ïðîåêòû, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äåéñòâóþùèé ãðàíò
ÐÔÔÈ 09-01-00239-a ”Êâàíòîâûå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû è ãåîìåòðè÷åñêîå
ñîîòâåòñòâèå Ëåíãëåíäñà“.

1.9 Ñòðóêòóðà ðàáîòû è ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ

Ðàçäåë 1 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ îáîáùåíèÿ êîíñòðóêöèè Õèò÷èíà íà ñëó-
÷àé êðèâûõ ñ îñîáåííîñòÿìè, âàæíîñòü êîòîðîãî â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû
ñâÿçàíà ñ îïðåäåëåíèåì ãåîìåòðè÷åñêîãî êîíòåêñòà ðàöèîíàëüíîé è ýëëèï-
òè÷åñêîé ñèñòåì Ãîäåíà. Ìàòåðèàë îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ À.Â.
×åðâîâûì [S3], [S4]. Â ðàçäåëå 2 îïèñûâàåòñÿ çàäà÷à êâàíòîâàíèÿ èíòåãðèðó-
åìîé ñèñòåìû, ñòðîèòñÿ êâàíòîâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì è óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ ñâÿçü ñ òðàäèöèîííûìè â òåîðèè êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì
ìåòîäàìè èõ ðåøåíèÿ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ðàáîòå ñîèñêàòåëÿ [S5].
Àíàëèç òðàäèöèîííîãî ìåòîäà àíçàöà Áåòå ÷àñòè÷íî îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé
ðàáîòå ñ Î. Áàáåëîíîì [S7]. Ýëëèïòè÷åñêàÿ âåðñèÿ â êëàññè÷åñêîé ñèòóàöèè
èññëåäîâàíà â ðàáîòå ñîèñêàòåëÿ [S2], êâàíòîâàíèå ïîëó÷åíî â ñîâìåñòíîé ðà-
áîòå ñ Â.Í. Ðóáöîâûì è À.Â. Ñèëàíòüåâûì [S9]. Â ðàáîòå [S1] èññëåäóþòñÿ
îñíîâîïîëàãàþùèå â òåîðèè êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì R-ìàòðè÷íûå
ñòðóêòóðû. Â ðàçäåëå 3 ñòðîèòñÿ äèñêðåòíîå ñåìåéñòâî ñèììåòðèé íà ñïåêòðå
êâàíòîâîé ñèñòåìû Ãîäåíà, ïîçâîëÿþùåå ðàññìàòðèâàòü ðåêóðñèîííûå ñîîò-
íîøåíèÿ íà ñïåêòð. Ìàòåðèàë îñíîâàí íà ðàáîòå ñîèñêàòåëÿ [S8]. Â ðàçäåëå
4 îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà êâàíòîâîé ñïåêòðàëüíîé êðè-
âîé: êîíñòðóêöèÿ öåíòðà óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû àôôèííîé
àëãåáðû Ëè sln íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå è åå ðîëü â ãåîìåòðè÷åñêîì ñîîò-
âåòñòâèè Ëåíãëåíäñà, à òàêæå íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû íåêîììóòàòèâíîé ãåî-
ìåòðèè, ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâàìè êâàíòîâîãî îïåðàòîðà Ëàêñà äëÿ ñèñòåìû
Ãîäåíà. Äàííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ À.Â. ×åðâîâûì
[S6].

2 Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ðàáîòû

2.1 Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ðàçäåëà 1

Äàííûé ðàçäåë ÿâëÿåòñÿ ââîäíûì, îí ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ êëàññè÷åñêîãî
ìåòîäà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé, à òàêæå ðàçðàáîòêå ôîðìàëèçìà ñèñòåì òèïà
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Õèò÷èíà, îòâå÷àþùèõ êëàññó êðèâûõ ñ îñîáåííîñòÿìè, íàçûâàåìûìè "äâîé-
íàÿ ñõåìíàÿ òî÷êà". Îñíîâîïîëàãàþùèì â ñîâðåìåííîé òåîðèè êëàññè÷åñêèõ
èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì îêàçàëîñü ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ëàêñà [16]:

L̇(z) = [M(z),L(z)], (2.1)

çäåñü M(z),L(z) - íåêîòîðûå ìàòðè÷íîçíà÷íûå ôóíêöèè ôîðìàëüíîé ïåðå-
ìåííîé z, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè íà ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû. Ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ ìîäåëè â ýòîì ñëó÷àå îïðåäå-
ëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

det(L(z)−λ ) = 0 (2.2)

è ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì äèíàìèêè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ, èìåþùèå
ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà, äîïóñêàþò óíèâåðñàëüíîå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ âñïîìî-
ãàòåëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷è

L(z)Ψ(z) = λΨ(z). (2.3)

Äàííîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ëèíåéíîå ðàññëîåíèÿ íà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé.
Ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, à èìåííî ïåðåìåííûå òèïà ”óãîë“, îïèñû-
âàåòñÿ â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ êîîðäèíàò íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé ëèíåéíûõ
ðàññëîåíèé íà êðèâîé, îòîæäåñòâëÿåìîì ñ åå ßêîáèàíîì. Êîíñòðóêöèÿ Õèò-
÷èíà [14] ïîçâîëèëà èíòåðïðåòèðîâàòü ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî øèðîêîãî êëàñ-
ñà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ðàññëîåíèé íà
íåêîòîðîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé. Â ðàçäåëå 1 ñòðîèòñÿ àíàëîã êîíñòðóêöèè
Õèò÷èíà äëÿ êðèâûõ ñ îñîáåííîñòÿìè. Â òîì ÷èñëå îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìà
Ãîäåíà, êàê ñèñòåìà Õèò÷èíà íà ðàöèîíàëüíîé è ýëëèïòè÷åñêîé êðèâûõ ñ
îòìå÷åííûìè òî÷êàìè; ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêèé ìåòîä ñïåêòðàëüíîé
êðèâîé äëÿ ýòîé ñèñòåìû è ââîäèòñÿ àïïàðàò ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ, ñó-
ùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçóåìûé â äàëüíåéøåì â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì
êâàíòîâàíèþ.

Îïèøåì áîëåå ïîäðîáíî êëàññ îñîáåííîñòåé, äëÿ êîòîðûõ ñòðîèòñÿ îáîá-
ùåíèå êîíñòðóêöèè Õèò÷èíà.

Êëàññ îñîáåííîñòåé. Ðàññìîòðèì êðèâóþ Σpro j, ïîëó÷àþùóþñÿ ñêëåéêîé 2-õ
ïðîèçâîëüíûõ ïîäñõåì A(ε),B(ε) íà CP1 (ò.å. êðèâóþ, ïîëó÷àþùóþñÿ äîáàâ-
ëåíèåì îäíîé ãëàäêîé òî÷êè ∞ ê àôôèííîé êðèâîé Σa f f = Spec{ f ∈C[z] : f (A(ε))=
f (B(ε))}, ãäå εN = 0 ). Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû:

• íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû: A(ε) = ε,B(ε) = 0;

• êîðíè èç åäèíèöû: A(ε) = ε,B(ε) = αε, ãäå αk = 1;
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• ãåîìåòðè÷åñêè îòëè÷íûå òî÷êè:

A(ε) = a0 +a1ε + ...+aN−1ε
N−1, B(ε) = b0 +b1ε + ...+bN−1ε

N−1,

òàê ÷òî a0 6= b0.

Ðàññëîåíèÿ. Îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé äëÿ
îñîáûõ êðèâûõ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ïðîèçâîäèòñÿ íà àëãåáðàè÷åñêîì
ÿçûêå â òåðìèíàõ ìîäóëåé íàä àôôèííîé êðèâîé. Ìîäóëü MΛ ðàíãà n â äàí-
íîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â òðèâèàëüíîì ìîäóëå âåêòîð-
íîçíà÷íûõ ôóíêöèé s(z) íà C ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ:

s(A(ε)) = Λ(ε)s(B(ε)),

ãäå Λ(ε) = ∑i=0,...,N−1 Λiε
i ìàòðè÷íîçíà÷íûé ïîëèíîì. Óñëîâèå ïðîåêòèâíîñòè

äàííîãî ìîäóëÿ MΛ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

• íèëüïîòåíòíûé ñëó÷àé: Λ0 = Id;

• êîðåíü èç åäèíèöû: Λ(ε)Λ(αε)...Λ(αk−1ε) = Id;

• ãåîìåòðè÷åñêè îòëè÷íûå òî÷êè: Λ0 îáðàòèì.

Îòêðûòàÿ êëåòêà ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé íà Σpro j

ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà ïî îòíîøåíèþ ê äåé-
ñòâèþ ñîïðÿæåíèåì GLn íà ïðîñòðàíñòâå Λ(ε) îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Äóàëèçèðóþùèé ïó÷îê è ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ. Ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ äóàëè-
çèðóþùåãî ïó÷êà íà Σpro j ìîãóò áûòü îïèñàíû â òåðìèíàõ ìåðîìîðôíûõ
äèôôåðåíöèàëîâ íà C âèäà

ωφ = Resε

(
φ(ε)dz
z−A(ε)

− φ(ε)dz
z−B(ε)

)
(2.4)

ïðè ïðîèçâîëüíîì φ(ε) = ∑i=0,...,N−1 φi
1

ε i+1 .
Ýíäîìîðôèçìû ìîäóëÿ MΛ îïèñûâàþòñÿ ìàòðè÷íîçíà÷íûìè ïîëèíîìè-

àëüíûìè ôóíêöèÿìè Φ(z), óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

Φ(A(ε)) = Λ(ε)Φ(B(ε))Λ(ε)−1.

Ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ H0(End(MΛ)⊗K ) îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

Φ(z) = Resε

(
Φ(ε)

z−A(ε)
dz− Λ(ε)−1Φ(ε)Λ(ε)

z−B(ε)
dz
)

, (2.5)

ãäå

Resε

(
Λ(ε)Φ(ε)Λ(ε)−1−Φ(ε)

)
= 0

è Φ(ε) = ∑i Φi
1

ε i+1 - ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ.
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Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê ïðîñòðàíñòâó ìî-
äóëåé ðàññëîåíèé ìîæåò áûòü îïèñàíà â òåðìèíàõ ãàìèëüòîíîâîé ðåäóêöèè
îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ñîïðÿæåíèåì GLn ïî ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìå íà ïðî-
ñòðàíñòâå ïàð Λ(ε),Φ(ε) çàäàííîé âûðàæåíèåì:

ResεTrd(Λ(ε)−1
Φ(ε))∧dΛ(ε). (2.6)

Èíòåãðèðóåìîñòü. Ñèñòåìà Õèò÷èíà íà êðèâîé Σpro j îïèñûâàåòñÿ êàê ñè-
ñòåìà íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ðåàëèçóåìîì â âèäå ãàìèëüòîíîâîãî ôàê-
òîðà ïðîñòðàíñòâà ïàð Λ(ε),Φ(ε). Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà çàäàåòñÿ ôîð-
ìóëîé 2.6. Ãàìèëüòîíèàíû çàäàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé
Tr(Φ(z)k) ïî íåêîòîðîìó áàçèñó ãîëîìîðôíûõ k-äèôôåðåíöèàëîâ (òî åñòü
ñå÷åíèé H0(K k)).

Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû ïðåäñòàâëåíî äîêàçàòåëüñòâî èíòåãðèðóåìîñòè ñè-
ñòåìû Õèò÷èíà íà îñîáîé êðèâîé, îñíîâàííîå íà òåõíèêå r-ìàòðè÷íûõ âû÷èñ-
ëåíèé.

Òàêæå â äàííîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà Ãîäåíà êàê îáîáùåííàÿ ñè-
ñòåìà Õèò÷èíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàöèîíàëüíîé êðèâîé Σ = CP1 ñ N îòìå-
÷åííûìè òî÷êàìè z1, . . . ,zN. Ïîëå Õèããñà â äàííîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíûì ñå÷åíèåì òèïà Φ = L(z)dz, ãäå

L(z) = ∑
i=1...N

Φi

z− zi
. (2.7)

Âû÷åòû îïåðàòîðà Ëàêñà ñèñòåìû Ãîäåíà Φi ÿâëÿþòñÿ n× n-ìàòðèöàìè,
ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðûõ ëåæàò â gln⊕ . . .⊕ gln. (Φi)kl ñîâïàäàåò ñ kl-
ûì ãåíåðàòîðîì i-îé êîïèè gln. Â äàííîì ñëó÷àå ãåíåðàòîðû àëãåáðû Ëè
èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ôóíêöèè íà äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå gl∗n. Ñèììåò-
ðè÷åñêàÿ àëãåáðà S(gln)⊗N 'C[gl∗n⊕ . . .⊕gl∗n] ñíàáæåíà Ïóàññîíîâîé ñòðóêòó-
ðîé, çàäàâàåìîé ñêîáêîé Êèðèëëîâà-Êîñòàíòà íà äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå
ê àëãåáðå Ëè:

{(Φi)kl,(Φ j)mn}= δi j(δlm(Φi)kn−δnk(Φi)ml).

Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê êîýôôèöèåíòû õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà

det(L(z)−λ ) =
n

∑
k=0

Ik(z)λ n−k. (2.8)

Òðàäèöèîííûå êâàäðàòè÷íûå Ãàìèëüòîíèàíû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

H2,k = Resz=zkTrL2(z) = ∑
j 6=k

2TrΦkΦ j

(zk− z j)
= 2 ∑

j 6=k

∑lm e(k)
lm e( j)

ml
zk− z j

.
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Ýòà ñèñòåìà îïèñûâàåò ìîäåëü ìàãíåòèêà, ñîñòîÿùåãî èç íàáîðà ïàðíî âçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö íà ïðÿìîé ñ âíóòðåííèìè ñïèíîâûìè ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû.

Ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ ñèñòåìû Ãîäåíà Σ̃ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

det(L(z)−λ ) = 0. (2.9)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåîñîáîé êîìïàêòèôèêàöèè êðèâîé íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü
òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ, â êîòîðîì ëåæàò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
îïåðàòîðà Ëàêñà

Φ(z) = L(z)dz ∈ H0(CP1,End(On)⊗Λ),

ãäå Λ = K (k) = O(k−2). Ñëîåíèå Õèò÷èíà ïîçâîëÿåò ñîïîñòàâèòü òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà ìîäóëåé M ñïåêòðàëüíóþ êðèâóþ è ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà íåé
L , ñòðîÿùååñÿ êàê ñîáñòâåííîå ïîäðàññëîåíèå â π∗On ïî îòíîøåíèþ ê äåé-
ñòâèþ îïåðàòîðà Ëàêñà. Â äàííîì ðàçäåëå, â ÷àñòíîñòè, âû÷èñëÿåòñÿ ðîä
ñïåêòðàëüíîé êðèâîé

g(Σ) =
(k−2)n(n−1)

2
− (n−1) (2.10)

è ñòåïåíü äàííîãî ðàññëîåíèÿ

deg(L ) = g+n−1−ν .

Òàêæå â ðàçäåëå 1 èçëàãàåòñÿ òðàäèöèîííàÿ êîíñòðóêöèÿ ðàçäåëåííûõ ïåðå-
ìåííûõ äëÿ ñèñòåìû Ãîäåíà

2.2 Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ðàçäåëà 2

Âòîðîé ðàçäåë ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì, â íåì îïðåäåëÿåòñÿ öåíòðàëüíûé
îáúåêò îïèñûâàåìîãî ìåòîäà, à èìåííî, êâàíòîâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïî-
ëèíîì, è èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå åãî ñâîéñòâà. Ïðåæäå âñåãî, ñòàâèòñÿ çàäà÷à
êâàíòîâàíèÿ â ”ñòðîãîì“ ñìûñëå, ïðè êîòîðîì äåôîðìèðóåòñÿ ïàðà: Ïóàññî-
íîâà àëãåáðà + êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà â íåé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåêîòî-
ðîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå. Ñòðîãàÿ çàäà÷à êâàíòîâàíèÿ ïðåäïîëàãàåò òàêæå
íàõîæäåíèå àíàëîãà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé ìîäåëè è ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàç-
äåëåííûõ ïåðåìåííûõ. Êâàíòîâàíèå â óêàçàííîì ñìûñëå äàëåå íàçûâàåòñÿ
àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèì.

Áàçîâûì ïðèìåðîì Ïóàññîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåí-
íîå ïðîñòðàíñòâî ê àëãåáðå Ëè gln ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êëàññè÷åñêîé àëãåáðîé
íàáëþäàåìûõ S(gln). Êâàíòîâàíèåì â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëü-
íàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà U(gln) ñ åñòåñòâåííîé ïðîöåäóðîé êëàññè÷åñêîãî
ïðåäåëà, çàäàííîãî îòîáðàæåíèåì

lim : U(gln)→ Gr(U(gln)) =⊕iFi/Fi−1 = S(gln). (2.11)
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Â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíîé ñèñòåìû Ãîäåíà êëàññè÷åñêàÿ ïàðà îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèìè îáúåêòàìè: Ïóàññîíîâà àëãåáðà è êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà

Acl = S(gln)
⊗N ' C[gl∗n⊕ . . .⊕gl∗n];

Hcl − ïîäàëãåáðà ïîðîæäåííàÿ Ãàìèëüòîíèàíàìè Ãîäåíà (2.8).

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ÷àñòü çàäà÷è êâàíòîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ïàðû,
â êîòîðîé êâàíòîâàÿ àëãåáðà íàáëþäàåìûõ ñîâïàäàåò ñ òåíçîðíîé ñòåïåíüþ
óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû:

A = U(gln)
⊗N,

à êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà H ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèåé ïîäàëãåáðû, ïîðîæ-
äåííîé êëàññè÷åñêèìè Ãàìèëüòîíèàíàìè Ãîäåíà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äåôîðìàöèè ïîäàëãåáðû èñïîëüçóåòñÿ îáîáùåíèå ïîíÿ-
òèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû äëÿ ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö ñ íåêîììóòèðóþùèìè
ýëåìåíòàìè, à èìåííî ïîëíîñòüþ ñèììåòðèçîâàííûé îïðåäåëèòåëü:

det(B) =
1
n! ∑

τ,σ∈Σn

(−1)τσ Bτ(1),σ(1) . . .Bτ(n),σ(n).

Äàëåå îïðåäåëÿåòñÿ êâàíòîâûé îïåðàòîð Ëàêñà:

L(z) = ∑
i j

Ei j⊗
N

∑
s=1

e(s)
i j

z− zs
.

L(z) ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé z ñî çíà÷åíèÿìè â End(Cn)⊗
U(gln)⊗N. Êâàíòîâûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì êâàíòîâîãî îïåðàòîðà
Ëàêñà íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

det(L(z)−∂z) =
n

∑
k=0

QIk(z)∂ n−k
z . (2.12)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî èìåííî òàêàÿ äåôîðìàöèÿ êëàññè÷å-
ñêîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà (2.8) ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ êâàíòîâûõ Ãàìèëüòîíèàíîâ.

Òåîðåìà 2.1. Êîýôôèöèåíòû QIk(z) êîììóòèðóþò

[QIk(z),QIm(u)] = 0

è êâàíòóþò êëàññè÷åñêèå Ãàìèëüòîíèàíû Ãîäåíà â ñëåäóþùåì ñìûñëå

lim(QIk) = Ik.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà èñïîëüçóåò ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòû òåîðèè
êâàíòîâûõ ãðóïï, òàêèå êàê êîíñòðóêöèÿ ßíãèàíà, åãî ïîäàëãåáðû Áåòå è â
îáùåì óêëàäûâàåòñÿ â êîíöåïöèþ êâàíòîâîãî ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è. Ñòðî-
èòñÿ ïðåäåë ïîäàëãåáðû Áåòå, ïðè ýòîì ñóùåñòâåííûì îêàçûâàåòñÿ ðàññìîò-
ðåíèå êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà äëÿ ßíãèàíà, èìåííî åãî
êîýôôèöèåíòû îêàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè âûðàæåíèÿìè â ðàññìàòðèâàåìîì
ïðåäåëå è âåäóò ñåáÿ êîíòðîëèðóåìûì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 ââîäÿòñÿ íåîáõî-
äèìûå îïðåäåëåíèÿ è ïðèâîäèòñÿ íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû êâàíòî-
âàíèÿ ñèñòåìû Ãîäåíà.

Äàëåå èçëàãàåòñÿ òðàäèöèîííûé äëÿ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì
ìåòîä àíçàöà Áåòå è êâàíòîâûé ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è îïèñûâàåòñÿ
ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà àíçàöà Áåòå â òåðìèíàõ ñâîéñòâ ìîíîäðîìèè íåêîòîðîé
Ôóêñîâîé ñèñòåìû, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííîé ñ êâàíòîâûì õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèì ïîëèíîìîì ìîäåëè.

Â sl2 ñëó÷àå äëÿ ñèñòåìû Ãîäåíà èçâåñòíî, ÷òî åñëè Ω - îáùèé ñîáñòâåííûé
âåêòîð Áåòå â ïðåäñòàâëåíèè Vλ =⊗iVλi

, ãäå Vλi
êîíå÷íîìåðíîå íåïðèâîäèìîå

ïðåäñòàâëåíèå ñòàðøåãî âåñà λi, ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè HΩ
i , òîãäà óðàâ-

íåíèå (
∂

2− 1
4 ∑

i

λi(λi +2)
(z− zi)2 −∑

i

HΩ
i

z− zi

)
Ψ(z) = 0 (2.13)

èìååò ðåøåíèå âèäà

Ψ(z) = ∏
i

(z− zi)−λi/2
∏

j
(z−µ j),

ãäå íàáîð ïàðàìåòðîâ µ j óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé Áåòå.
Ðàññìîòðèì êâàíòîâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì:

det(L(z)−∂z) = ∂
2
z −∑

i

C(2)
i

(z− zi)2 −∑
i

Hi

z− zi

Ïóñòü H - àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ êîýôôèöèåíòàìè êâàíòîâîãî õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà. Íàçîâåì χ - õàðàêòåð àëãåáðû H - äîïóñòèìûì, åñëè
íà öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòàõ îí ñîâïàäàåò ñ öåíòðàëüíûì õàðàêòåðîì äàííî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ: χ(C(2)
i ) = 1

4(λi +2)λi. Íèæå ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà Âàð÷åíêî,
Ìóõèíà è Òàðàñîâà, äåìîíñòðèðóþùàÿ ñâÿçü êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî ïîëèíîìà è çàäà÷è îïèñàíèÿ ñïåêòðà êâàíòîâîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 2.2 ([26]). Èìååòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæå-
ñòâîì äîïóñòèìûõ õàðàêòåðîâ χ , äëÿ êîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

χ(det(L(z)−∂z))Ψ(z) = 0
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èìååò ìîíîäðîìèþ ±1, è ìíîæåñòâîì îáùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñèñòåìû
Ãîäåíà â ïðåäñòàâëåíèè Vλ .

Â çàêëþ÷åíèè ðàçäåëà 2 îïèñûâàåòñÿ ïðîöåäóðà, àíàëîãè÷íàÿ ïðåäñòàâ-
ëåííîé âûøå, êâàíòîâàíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû Ãîäåíà. Êëàññè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà â äàííîì ñëó÷àå îòâå÷àåò ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé ãîëîìîðôíûõ ïîëó-
ñòàáèëüíûõ ðàññëîåíèé ñ òðèâèàëüíûì äåòåðìèíàíòíûì ðàññëîåíèåì íà ýë-
ëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñ íàáîðîì îòìå÷åííûõ òî÷åê. Ìîäóëè ðàññëîåíèé ïàðà-
ìåòðèçóþòñÿ íàáîðîì òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé λ = {λ1, . . . ,λn}, óäîâëå-
òâîðÿþùèì óñëîâèþ ∑i λi = 0. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ ýíäîìîð-
ôèçìîâ èëè îïåðàòîð Ëàêñà ïðåäñòàâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì âèäà:

L (z;λ ) =
n

∑
i j=1

Ei j⊗ e ji(z;λ ),

ãäå

eii(z;λ ) =
N

∑
s=1

θ ′(z− zs)
θ(z− zs)

e(s)
ii , (2.14)

ei j(z;λ ) =
N

∑
s=1

θ(z− zs +λi j)
θ(z− zs)θ(λi j)

e(s)
i j . (2.15)

Â äàííûõ ôîðìóëàõ èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ λi j = λi−λ j, à òàêæå îáîçíà-
÷åíèÿ íå÷åòíûõ θ -ôóíêöèé Ðèìàíà íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé: ïóñòü τ ∈ C,
Imτ > 0 ïàðàìåòð ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé C/Γ, ãäå Γ = Z+ τZ ðåøåòêà ïåðè-
îäîâ, íå÷åòíàÿ θ -ôóíêöèÿ θ(z) =−θ(−z) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

θ(z+1) =−θ(z), θ(z+ τ) =−e−2πiz−πiτ
θ(z), θ

′(0) = 1. (2.16)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà èñïîëüçóåòñÿ
ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïîäëåæàùàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, à èìåííî gln äè-
íàìè÷åñêîå ýëëèïòè÷åñêîå RLL óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèþ

”äèíàìè÷åñêîé ýëëèïòè÷åñêîé êâàíòîâîé ãðóïïû“ Eτ,h̄(gln), îïðåäåëåííîé â
[27]. Êâàíòîâàÿ àëãåáðà íàáëþäàåìûõ â äàííîì ñëó÷àå çàäàåòñÿ òåíçîðíûì
ïðîèçâåäåíèåì U(gln)⊗N ⊗Di f f (T n), ãäå ïîä Di f f (T n) ïîíèìàåòñÿ àëãåáðà
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà n-îé ñòåïåíè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé T n ñ
ìåðîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Êîììóòàòèâíîñòü â äèíàìè÷åñêîì ñëó÷àå
ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïî ìîäóëþ äèàãîíàëüíîé ïîäàëãåáðû Êàðòàíà h⊂U(gln)⊗N.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû òðåáóåòñÿ îãðàíè÷èòü ïîñòðîåííîå
ñåìåéñòâî íà ïðîñòðàíñòâî íóëåâîãî âåñà â ïðåäñòàâëåíèè îòíîñèòåëüíî äèà-
ãîíàëüíîãî äåéñòâèÿ àëãåáðû Ëè.

Òåîðåìà 2.3. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

Dλ = ∑
k

Ekk∂λk
.
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Òîãäà êîýôôèöèåíòû âûðàæåíèÿ

Q(z,∂z) = det
(

∂

∂ z
−Dλ +L (z;λ )

)
=

n

∑
m=0

sm(z)
(

∂

∂ z

)n−m

êîììóòèðóþò â ñëåäóþùåì ñìûñëå

sm(z)sl(u) = sl(u)sm(z) mod h.

2.3 Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ðàçäåëà 3

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ðîëè êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî ïîëèíîìà â ïðîáëåìå ðåøåíèÿ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Òðàäè-
öèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êîíå÷íûõ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ïîç-
âîëÿþò ñâîäèòü çàäà÷ó äèàãîíàëèçàöèè êâàíòîâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ ê çàäà÷å
èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Áåòå. Îäíàêî, ñàìà ñèñòåìà
óðàâíåíèé äîïóñêàåò ÿâíûå ðåøåíèÿ òîëüêî â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ, íàïðè-
ìåð, â ñëó÷àå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà. Îñíîâîé ìåòîäà, èçëîæåííîãî â
ýòîì ðàçäåëå, ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà êâàíòîâîé ñïåêòðàëü-
íîé çàäà÷è â òåðìèíàõ Ôóêñîâûõ ñèñòåì ñî ñïåöèàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè
ìîíîäðîìèè. Â ñëó÷àå àëãåáðû ëè sl2 èññëåäóþòñÿ ñèììåòðèè ìíîæåñòâà îïå-
ðàòîðîâ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ òèïà 2.13.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äàííîãî ñåìåéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé â ïåðâóþ î÷åðåäü íà-
õîäèòñÿ ”ìàòðè÷íàÿ“ ôîðìà Ôóêñîâîé ñèñòåìû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
îïåðàòîðà òèïà 2.13 ñ ìîíîäðîìèåé ±1 ìîæåò áûòü íàéäåíà Ôóêñîâà ñèñòåìà

(∂z−A(z))Ψ(z) = 0 (2.17)

ñ ìîíîäðîìèåé ±1, îïðåäåëÿåìàÿ ñâÿçíîñòüþ â òðèâèàëüíîì ðàññëîåíèè ðàí-
ãà 2 íà äèñêå ñ ïðîêîëàìè âèäà:

A(z) =
(

a11(z) a12(z)
a21(z) a22(z)

)
=

k

∑
i=1

Ai

z− zi
, (2.18)

âû÷åòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Tr(Ai) = 0; Det(Ai) =−d2
i ; ∑

i
Ai =

(
κ 0
0 −κ

)
. (2.19)

Â êîìïîíåíòàõ ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

ψ
′
1 = a11ψ1 +a12ψ2,

ψ
′
2 = a21ψ1 +a22ψ2.
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Ñâÿçü ìåæäó ìàòðè÷íîé è ñêàëÿðíîé çàäà÷àìè â îäíó ñòîðîíó òðèâèàëü-
íà: âûðàæåíèå Φ = ψ1/χ, ãäå χ =

√
a12, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øòóðìà-

Ëèóâèëëÿ

Φ
′′+UΦ = 0,

â êîòîðîì ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

U =
k−2

∑
j=1

−3/4
(z−w j)2 +

k

∑
i=1

1/4+detAi

(z− zi)2 +
k−2

∑
j=1

Hw j

z−w j
+

k

∑
i=1

Hzi

z− zi
, (2.20)

äîïîëíèòåëüíûå ïîëþñà w j ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè a12(z), à êîýôôèöèåíòû ðàçëî-
æåíèÿ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

Hw j = a11(w j)+
1
2

(
∑
i6= j

1
w j−wi

−∑
i

1
w j− zi

)
,

Hzi =
(

1
2

+ai
11

)
∑

j

1
zi−w j

−∑
j 6=i

Tr(AiA j)+ai
11 +a j

11 +1/2
zi− z j

.

Îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå ñòðîèòñÿ ñòîëü æå ÿâíî. À èìåííî, ïî ñêàëÿðíîìó
sl2-îïåðó, èìåþùåìó òðèâèàëüíóþ ìîíîäðîìèþ â ñìûñëå óðàâíåíèé Áåòå,
ñòðîèòñÿ ñâÿçíîñòü ðàíãà 2 âèäà (2.17) òàêæå ñ ìîíîäðîìèåé â Z/2Z.

Òåîðåìà 2.4. Åñëè íàáîð ÷èñåë γi, ãäå i = 1, . . . ,M, óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé Áåòå, ñîîòâåòñòâóþùåé íàáîðó ïîëþñîâ {z1, . . . ,zk,w1, . . . ,wk−2} è íàáî-
ðó ñòàðøèõ âåñîâ {2s1−1, . . . ,2sk−1,1, . . . ,1}, òî âåêòîð

Ψ =
k

∏
i=1

(z− zi)−si

(
φ1(z)
φ2(z)

)
, (2.21)

ãäå

φ1 =
M

∏
j=1

(z− γ j),

φ2/φ1 =
M

∑
j=1

α j

z− γ j
, (2.22)

à êîýôôèöèåíòû α j çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

α j =
∏i(γ j− zi)
∏i(γ j−wi)

, (2.23)
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ðåøàåò ìàòðè÷íóþ ëèíåéíóþ çàäà÷ó (2.17), äëÿ êîòîðîé

ai
12 =

∏ j(zi−w j)

∏ j 6=i(zi− z j)
.

Ïðåäúÿâëåííîå ñîîòâåòñòâèå ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü äèñêðåòíóþ ãðóïïó ïðå-
îáðàçîâàíèé, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ôîðìó ñâÿçíîñòè (2.17) è, áîëåå òîãî, íå
ìåíÿþò êëàññ ïðåäñòàâëåíèÿ ìîíîäðîìèè. Òåì íå ìåíåå, ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ
ìåíÿþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ýêñïîíåíòû óðàâíåíèé â îñîáûõ òî÷êàõ íà ïîëó-
öåëûå çíà÷åíèÿ ñïåöèôè÷åñêèì îáðàçîì. Â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùåé êâàí-
òîâîé ìîäåëè âîçíèêàåò ñåìåéñòâî ðåêóðñèîííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ
íà ìíîæåñòâå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñåìåéñòâà ìîäåëåé Ãîäåíà, ìåíÿþùèõ
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íåîäíîðîäíîñòè, à òàêæå ñòàðøèå âåñà ïðåäñòàâëåíèé.

Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Øëåçèíãåðà, Ãåêêå
èëè Áýêëóíäà â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà. Îíè èìåþò ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ðàññìîòðèì êðèâóþ C, F - ãîëîìîðôíîå ðàññëîåíèå íà
íåé, F - ñîîòâåòñòâóþùèé ïó÷îê ñå÷åíèé, äîïîëíèòåëüíûé íàáîð äàííûõ:
òî÷êà êðèâîé x ∈C è òî÷êà äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà ê ñëîþ ðàññëîåíèÿ
F â òî÷êå x l ∈ F∗x . ”Íèæíåå“ ïðåîáðàçîâàíèå Ãåêêå T(x,l)F îïðåäåëÿåòñÿ ïîä-

ïó÷êîì F ′ = {s ∈F : (s(x), l) = 0}.
Äåéñòâèå ïðåîáðàçîâàíèé Ãåêêå íà êëàññàõ ðàññëîåíèé ìîæåò áûòü ïðî-

äîëæåíî íà ìíîæåñòâî ïàð: (ðàññëîåíèå, ñâÿçíîñòü ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëî-
âèÿìè ñîâìåñòíîñòè). Îïèøåì ïîäðîáíåå èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå. Ñâÿçíî-
ñòüþ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ïó÷êîâ ìîäóëåé, óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâó
Ëåéáíèöà, ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ:

∆ : F →F ⊗Ω
1.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåêêå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû íà ïðîñòðàíñòâå ñâÿçíîñòåé,
êîòîðûå ñîõðàíÿþò Annl = {v ∈Fx :< l,v >= 0}

∆x : Annl → Annl⊗Ω
1
x.

Â ðàáîòå ÿâíî âû÷èñëÿåòñÿ äåéñòâèå òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé â òåðìèíàõ
ñâÿçíîñòè ðàíãà 2. Ëîêàëüíûå ðàññìîòðåíèÿ â îêðåñòíîñòÿõ ïîëþñîâ ïîêà-
çûâàþò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âû÷åòîâ Ai ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ñëåäóþùèì
4-ïðàâèëàì â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà âåðõíåãî èëè íèæíåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ãåêêå è âûáîðà ðàçíûõ ñîáñòâåííûõ íàïðàâëåíèé âû÷åòà:

(. . . ,λi, . . . ,λ j, . . .) 7−→ (. . . ,λi +1, . . . ,λ j−1, . . .),
(. . . ,λi, . . . ,λ j, . . .) 7−→ (. . . ,λi +1, . . . ,λ j +1, . . .),
(. . . ,λi, . . . ,λ j, . . .) 7−→ (. . . ,λi−1, . . . ,λ j−1, . . .),
(. . . ,λi, . . . ,λ j, . . .) 7−→ (. . . ,λi−1, . . . ,λ j +1, . . .).
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Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ðåêóðñèîííûå ñîîòíîøå-
íèÿ íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèé Áåòå äëÿ ñåìåéñòâà ñèñòåì Ãîäåíà.
Ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî
ïîíèçèòü ñòàðøèå âåñà äî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò òðèâè-
àëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ êâàíòîâîé àëãåáðû, è, ñîîòâåòñòâåííî, òðèâèàëüíîé
çàäà÷å äèàãîíàëèçàöèè êâàíòîâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ.

Â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå ñèñòåìû Ãîäåíà òàêæå ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî îïå-
ðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà ìíîæåñòâå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñåìåéñòâà ìîäå-
ëåé. Öåíòðàëüíûì îêàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëëèïòè÷åñêèìè îïåðà-
òîðàìè Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ òðèâèàëüíîé ìîíîäðîìèåé è ñâÿçíîñòÿìè â ðàñ-
ñëîåíèè ðàíãà 2 íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñ òðèâèàëüíîé ìîíîäðîìèåé.

Â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå òàêæå èìååòñÿ ïîäõîä Áåòå ê îïèñàíèþ ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ êâàíòîâîé ñèñòåìû. Ñîáñòâåííûé âåêòîð ñîîòâåòñòâóåò ðåøå-
íèþ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ(

∂
2
u −∑

i
ci℘(u−ui)−∑

i
di

θ ′(u−ui)
θ(u−ui)

)
ψ(u) = 0 (2.24)

÷àñòíîãî âèäà:

ψ(u) = ∏
i

θ
−Λi/2(u−ui)∏

j
θ(u− γ j).

Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

ci = Λ
2
i /4+Λi/2,

di = Λi

(
∑

j

θ ′(ui− γ j)
θ(ui− γ j)

−∑
j 6=i

Λ jθ
′(ui−u j)

2θ(ui−u j)

)
,

0 = ∑
i

Λi/2
θ ′(γ j−ui)
θ(γ j−ui)

−∑
i 6= j

θ ′(γ j− γi)
θ(γ j− γi)

. (2.25)

Ïîñëåäíåå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìîé Áåòå.
Ïî ñêàëÿðíîé çàäà÷å ñòðîèòñÿ ìàòðè÷íàÿ Ôóêñîâà ñèñòåìà âèäà

(∂u−A(u))Ψ(u) = 0, (2.26)

ãäå

Ψ(u) =
(

ψ1(u)
ψ2(u)

)
,

A(u) =
(

a11(u) a12(u)
a21(u) a22(u)

)
=

(
∑ai

11
θ ′(u−zi)
θ(u−zi) ∑ai

12
θ(u−zi−λ )

θ(u−zi)θ(−λ )

∑ai
21

θ(u−zi+λ )
θ(u−zi)θ(λ ) ∑ai

11
θ ′(u−zi)
θ(u−zi)

)
.
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Ñâÿçü ñêàëÿðíîé è ìàòðè÷íîé ôîðìû Ôóêñîâûõ ñèñòåì âûðàæàåòñÿ óñëîâè-
åì, ÷òî ôóíêöèÿ w = ψ1/

√
a12, ïîëó÷åííàÿ ïî ðåøåíèþ ìàòðè÷íîé ôîðìû,

ðåøàåò ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå 2.24 ñ ïîòåíöèàëîì, ñòàðøèé ÷ëåí êîòîðîãî äà-
åòñÿ ôîðìóëîé:

U(u) =−∑(1/4+det(Ai))℘(u− zi)+∑3/4℘(u−wi)+ ...

Çäåñü òî÷êè w j îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì

a12(u) = c
∏θ(u−wi)
∏θ(u− zi)

.

Â ñâîþ î÷åðåäü Ai ÿâëÿþòñÿ âû÷åòàìè A(u) â òî÷êàõ zi.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìàòðè÷íîé çàäà÷è ïî îïåðàòîðóØòóðìà-

Ëèóâèëëÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÿâíûì.

Òåîðåìà 2.5. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíóþ çàäà÷ó 2.24, ñîîòâåòñòâóþùóþ íàáîðó
îòìå÷åííûõ òî÷åê {z1, . . . ,zl,w1, . . . ,wl}, íàáîðó ñòàðøèõ âåñîâ 2s1−1, . . . ,2sk−
1,1, . . . ,1} è íàáîðó êîðíåé Áåòå {γ1, . . . ,γρ}. Â ýòîì ñëó÷àå 2-âåêòîð ôóíêöèÿ
Ψ ñ êîìïîíåíòàìè:

ψ1 =
k

∏
i=1

θ(u−ui)si

ρ

∏
j=1

θ(u− γ j),

ψ2 =
ρ

∑
j=1

α jθ(u− γ j +λ )
θ(u− γ j)

ψ1, (2.27)

êîýôôèöèåíòû α j êîòîðîé çàäàíû ôîðìóëîé

α j =
∏i θ(γ j−wi)
∏i θ(γ j−ui)

,

óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ 2.26.
Äàííàÿ òåîðåìà òàêæå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà ïðåîáðà-

çîâàíèé íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Áåòå. Êàê è â ðà-
öèîíàëüíîì ñëó÷àå, ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåíÿþò ïàðàìåòðû ñèñòåìû: íàáîð
îòìå÷åííûõ òî÷åê è íàáîð ñòàðøèõ âåñîâ â ïðåäñòàâëåíèè.

2.4 Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ðàçäåëà 4

Ðàçäåë 4 ïîñâÿùåí äâóì îñíîâíûì ïðèëîæåíèÿì ìåòîäà ñïåêòðàëüíîé êðè-
âîé. Ïåðâîå ïðèëîæåíèå ñâÿçàíî ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ñîîòâåòñòâèåì Ëåíãëåíäñà

è ãëàâíûì îáðàçîì ñîñòîèò â ýôôåêòèâíîì îïèñàíèè öåíòðà Ucrit(ĝln) êî-
òîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, èìååò êëþ÷åâóþ ðîëü â êîíñòðóêöèè Áåéëèíñîíà
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è Äðèíôåëüäà êâàíòîâàíèÿ ñèñòåìû Õèò÷èíà. Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ çàäà-
÷à èìååò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé àôôèííûõ

àëãåáð Ëè. Îïèøåì ñíà÷àëà êîíñòðóêöèþ öåíòðà Ucrit(ĝln). Ïðîêîììåíòè-
ðóåì îáîçíà÷åíèå Ucrit(ĝln), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíîìó ïîïîëíåíèþ

U(ĝln)/{C− crit}, ãäå C-öåíòðàëüíûé ýëåìåíò, à crit = −h∨ = −n êðèòè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå, îáðàòíîå äóàëüíîìó ÷èñëó Êîêñòåðà àëãåáðû Ëè sln. Â ðàáîòå

[29] áûëî äîêàçàíî, ÷òîUcrit(ĝln) èìååò öåíòð, èçîìîðôíûé êàê ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî àëãåáðå ïîëèíîìîâ îò ïîäàëãåáðû Êàðòàíà. Íå ñìîòðÿ íà íàëè÷èå
ãåîìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ öåíòðà, îòñóòñòâîâàëà ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ñåìåé-
ñòâà ãåíåðàòîðîâ ýòîé êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà Àäëåðà-Êîñòàíòà-Ñèìà. Îïðåäåëèì

ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè Φk äëÿ ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû òîêîâ e(k)
i j = ei jtk âûðà-

æåíèåì

Φk = ∑
i j

Ei j⊗ e(k)
i j .

Ââåäåì ñëåäóþùèå îïåðàòîðû Ëàêñà:

L(z) = ∑
k>0

Φkz−k−1,

L f ull(z) = ∑
k

Φkz−k−1.

Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ ϕ : Ucrit(ĝln)) →U(tgln[t]) è îãðàíè÷èì

åå íà öåíòð z(Ucrit(ĝln)). Â 4-é ÷àñòè ðàáîòû äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.6. Êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà â U(tgln[t]), îïðåäåëåííàÿ ñ ïîìî-
ùüþ êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà det(L(z)− ∂z), ñîâïàäàåò ñ

ïîäàëãåáðîé, ïîëó÷åííîé èç z(Ucrit(ĝln)) ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèè ϕ : Ucrit(ĝln)→
U(tgln[t]).

Àíàëîãè÷íûì ðàññóæäåíèåì äîêàçûâàåòñÿ áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, ñâÿ-
çàííîå ñ ðàçëîæåíèåì àëãåáðû Ëè òîêîâ â ñóììó ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöà-
òåëüíûõ êîìïîíåíò.

Òåîðåìà 2.7. Öåíòð Ucrit(ĝln) èçîìîðôåí êàê êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà ïî-
äàëãåáðå âU(gln[t−1]⊕tgl

op
n [t]) îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé det(L f ull(z)−∂z). Èçî-

ìîðôèçì îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì

I : U(gln[t
−1])⊗U(tglop

n [t])→Ucrit(ĝln), I : h1⊗h2 → h1h2 (2.28)

Çàìåòèì, ÷òî áëàãîäàðÿ äàííîìó îïèñàíèþ öåíòðà, ãåîìåòðè÷åñêîå ñîîòâåò-
ñòâèå Ëåíãëåíäñà íà ïðîêîëîòîì äèñêå íàä C [30] âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé
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äèàãðàììîé:

D-ìîäóëü Õèò÷èíà
FF, BD⇔ Õàðàêòåð χ íà z(Ucrit(ĝ)) CT⇔ χdet(L f ull−∂z),

óñòàíàâëèâàÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó D-ìîäóëÿìè Õèò÷èíà ñ àâòîìîðôíîé ñòî-
ðîíû è ïðåäñòàâëåíèÿìè ìîíîäðîìèè ïëîñêîé ñâÿçíîñòè, àññîöèèðîâàííîé ñ
äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì χdet(L f ull−∂z) ñî ñòîðîíû Ãàëóà.

Âî âòîðîé ïîëîâèíå ÷àñòè 4 ðàáîòû èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà êâàí-
òîâîãî îïåðàòîðà Ëàêñà, íàõîäÿùèåñÿ â îáëàñòè íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè.
Ïóñòü L(z)∈Matn⊗U(gln)⊗N⊗Fun(z) - êâàíòîâûé îïåðàòîð Ëàêñà ìîäåëè Ãî-
äåíà, çäåñü Fun(z) îçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïàðàìåòðà
z. Îáîçíà÷èì L[i](z) êâàíòîâûå ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàêñà, îïðåäåëÿåìûå ñëå-
äóþùèìè ôîðìóëàìè:

L[0] = Id,

L[i] = L[i−1]L+∂zL[i−1].

Òåîðåìà 2.8. Âûðàæåíèå C(z) ∈Matn⊗U(gln)⊗N⊗Fun(z), îïðåäåëåííîå ôîð-
ìóëîé

C(z) =


v

vL
. . .

vL[n−1]

 , (2.29)

ãäå v ∈Cn - âåêòîð îáùåãî ïîëîæåíèÿ, çàäàåò ñëåäóþùåå êàëèáðîâî÷íîå ïðå-
îáðàçîâàíèå

C(z)(L(z)−∂z) =




0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 ... 0 1

QHn QHn−1 ... QH2 QH1

−∂z

C(z). (2.30)

Êîýôôèöèåíòû íèæíåé ñòðîêè ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëÿþòñÿ êâàíòîâûì õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì

det(L(z)−∂z) = TrAn(L1(z)−∂z) . . .(Ln(z)−∂z)
= (−1)n(∂ n

z −∑
i

QHn−i∂
i
z). (2.31)

Äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü î÷åâèäíóþ ñâÿçü óðàâíåíèÿ

det(L(z)−∂z)Ψ(z) = 0 (2.32)

è óðàâíåíèÿ Êíèæíèêà-Çàìîëîä÷èêîâà (ÊÇ):
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Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü S(z) ðåøàåò óðàâíåíèå ÊÇ

(L(z)−∂z)S(z) = 0

ãäå S(z) - ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé z ñî çíà÷åíèÿìè â Cn⊗Vλ , ãäå Vλ - êîíå÷-
íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå U(gln)⊗N. Òîãäà ëþáàÿ êîìïîíåíòà ïî ïðîñòðàíñòâó
Cn ðåøåíèÿ Si(z) ðåøàåò óðàâíåíèå Áàêñòåðà 2.32.

Âàæíûì ñëåäñòâèåì äàííîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâî Ãàìèëüòîíà-
Êýëè äëÿ êâàíòîâîãî îïåðàòîðà Ëàêñà:

Ñëåäñòâèå 2.9.1. Êâàíòîâûå ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàêñà óäîâëåòâîðÿþò êâàíòî-
âîìó òîæäåñòâó Ãàìèëüòîíà-Êýëè

L[n](z) =
n

∑
i=1

QHi(z)L[n−i](z). (2.33)
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