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Ââåäåíèå
Âòîðàÿ ïîëîâèíà äâàäöàòîãî âåêà áûëà îçíàìåíîâàíà ïîÿâëåíèåì â ìàòåìà-
òè÷åñêîé è ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïóáëèêàöèé, èìå-
þùèõ îòíîøåíèå ê òåîðèè îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà. Óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà

Lψ =

(
− d2

dx2 + u(x)

)
ψ = λψ, (1)

åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþùåå âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ
çàäà÷àõ, îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì ñî ìíîãèìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè, àêòèâíî
ðàçâèâàâøèìèñÿ âî âòîðîé ïîëîâèíå ïðîøëîãî âåêà. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç
ýòèõ ñâÿçåé.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà

ut = uxxx + 6uux

ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðåäñòàâèòåëåé áåñêîíå÷íîé èåðàðõèè ýâîëþöèîííûõ óðàâ-
íåíèé, îïèñûâàþùèõ èçîñïåêòðàëüíûå äåôîðìàöèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãå-
ðà (1), ò.å. òàêîå èçìåíåíèå ïîòåíöèàëà u ñî âðåìåíåì t, ïðè êîòîðîì ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ñ÷èòàòü, ÷òî äåôîðìàöèÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ψ çàäàåòñÿ óñëîâèåì ψt = Aψ,
ãäå A � íåêîòîðûé ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð òðåòüåãî ïîðÿäêà
(ðàññìîòðåíèå îïåðàòîðîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ïðèâîäèò ê òðèâèàëü-
íîé äåôîðìàöèè ïîòåíöèàëà ñî âðåìåíåì), òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëà îò âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ut = [L,A], (2)

êîòîðîå ëåãêî ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà. Ðàññìîòðåíèå îïå-
ðàòîðîâ A áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïðèâîäèò ê âûñøèì óðàâíåíèÿì ÊäÔ, ò.å.
ê óðàâíåíèÿì âèäà (2) áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî x (ñì., íàïðèìåð, îáçîð [9]
èëè êíèãè [11, 14]). Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ ÊäÔ åñòü â òî÷íîñòè òåîðèÿ èçî-
ñïåêòðàëüíûõ ñèììåòðèé âèäà Lt = [L,A] äëÿ îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà.

Â ðàáîòå [7] Âåñåëîâ è Øàáàò ðåàëèçîâàëè ýòó èäåþ äëÿ äèñêðåòíûõ ñèì-
ìåòðèé îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïåðàòîð Øðåäèíãåðà
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ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ L = AA+ äâóõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî
ïîðÿäêà A = d

dx +f(x) è åãî ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííîãî A+ = − d
dx +f(x); èìåÿ

òàêóþ ôàêòîðèçàöèþ, ìîæíî ïîñòðîèòü íîâûé îïåðàòîð L̃ = A+A, êîòîðûé
ñâÿçàí ñ èçíà÷àëüíûì îïåðàòîðîì Øðåäèíãåðà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Äàðáó:

A+L = L̃A+.

Ïîäîáíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ çàìå÷àòåëüíû òåì, ÷òî, êàê îòìåòèë åùå Äàðáó,
âñå ðåøåíèÿ íîâîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà L̃ψ̃ = λψ̃ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Lψ = λψ. Âåñåëîâ è Øàáàò ðàññìîòðåëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÷óòü áîëåå îáùèõ ïðåîáðàçîâàíèé îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà L = L1

L1 → L2 → L3 → · · · → Lr+1,

ãäå Lj è Lj+1 − αj ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì Äàðáó (αj � íåêîòîðûå êîí-
ñòàíòû); ïðè ýòîì ôóíêöèè fj, îïðåäåëÿþùèå ôàêòîðèçàöèþ, óäîâëåòâîðÿ-
þò ñëåäóþùåé ñèñòåìå íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èíîãäà
íàçûâàåìîé îäåâàþùåé öåïî÷êîé:

(fj + fj+1)
′ = f 2

j − f 2
j+1 + αj. (3)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè êàæäîì òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ñïåêòð îïåðàòîðà Øðå-
äèíãåðà ñäâèãàåòñÿ íà αj; ïîýòîìó ðàññìîòðåíèå öèêëè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ
Lr+1 = L1 ïðè óñëîâèè α = α1 + α2 + · · · + αr = 0 ïðèâîäèò ê äèñêðåò-
íîé èçîñïåêòðàëüíîé ñèììåòðèè îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïîòåíöèàëû îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà, äîïóñêàþùèå òàêóþ èçîñïåêòðàëüíóþ
ñèììåòðèþ, ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîçîííûìè, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà (3) ÿâ-
ëÿåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé áèãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ïðè íå÷åòíîì r. Òà-
êèì îáðàçîì, òåîðèþ îäåâàþùåé öåïî÷êè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òåîðèþ
äèñêðåòíûõ èçîñïåêòðàëüíûõ ñèììåòðèé îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà.

Ðàáîòà [7] òàêæå ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ îäåâàþùåé öåïî÷êè ïðè
αj > 0. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêîå öèêëè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò
äèñêðåòíûé ñïåêòð âñåõ îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â öåïî÷êó: ñïåêòð êàæäîãî èç
ýòèõ îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð èç r àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé.

Äðóãèì îáñòîÿòåëüñòâîì, ïîáóæäàþùèì ê äàëüíåéøåìó èçó÷åíèþ ñâîéñòâ
îäåâàþùåé öåïî÷êè è ñâÿçàííûõ ñ ýòèì âîïðîñîâ, ÿâëÿåòñÿ çàìå÷åííàÿ Â.Àä-
ëåðîì [21] çàìå÷àòåëüíàÿ ñâÿçü îäåâàþùåé öåïî÷êè ñ êëàññè÷åñêèìè âîïðî-
ñàìè òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: åñëè α > 0, òî
ïðè r = 3 îäåâàþùàÿ öåïî÷êà ñâîäèòñÿ ê ÷åòâåðòîìó óðàâíåíèþ Ïåíëåâå,
à ïðè r = 4 (è íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñïåêòðàëüíûå
ïàðàìåòðû αj) � ê ïÿòîìó óðàâíåíèþ Ïåíëåâå. Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëèëî
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Àäëåðó, â ÷àñòíîñòè, ëåãêî îïèñàòü ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ ÷åòâåðòîãî óðàâ-
íåíèÿ Ïåíëåâå.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè r = 1 îïåðàòîð öåïî÷êè L = L1 ÿâëÿåòñÿ ãàðìî-
íè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùåå îïåðàòîðíîå ñîîòíîøå-
íèå ïðåâðàùàåòñÿ â òî÷íîñòè â ñîîòíîøåíèå Ãåéçåíáåðãà AA+ = A+A + α.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòð ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà äèñêðåòåí, à åãî
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîëèíîìû Ýðìèòà è ïîòîìó îáðàçó-
þò ïîëíîå ñåìåéñòâî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóå-
ìûõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé. Äèñêðåòíîñòü ñïåêòðà ïðè ýòîì ñëåäóåò èç îáùåãî
ôàêòà òåîðèè îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà îá îòñóòñòâèè íåïðåðûâ-
íîãî ñïåêòðà ó îïåðàòîðà, ïîòåíöèàë êîòîðîãî ðàñòåò íà áåñêîíå÷íîñòè êàê
ïîëîæèòåëüíàÿ ñòåïåíü x, à ïîëíîòà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïîëíîòîé ñèñòåìû ïîëèíîìîâ Ýðìèòà.

Â ðàáîòå [7] âûñêàçûâàåòñÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îäåâàþùåé
öåïî÷êè ïðè íå÷åòíîì r > 1 ïîòåíöèàë îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà L = L1 èìååò
�îñöèëëÿòîðî-ïîäîáíóþ� àñèìïòîòèêó íà áåñêîíå÷íîñòè:

u(x) =
α2x2

4r2 + O(x).

Ïîäîáíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîòåíöèàëà ãàðàíòèðîâàëî áû äèñêðåò-
íîñòü ñïåêòðà îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà, îäíàêî, åãî îáîñíîâàíèå äëÿ îáùèõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ αj ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé çàäà÷åé. Âîïðîñ î ïîëíîòå ñè-
ñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ åùå áîëåå òðóäíûì, ïîñêîëüêó
òðåáóåò èçó÷åíèÿ òðàíñöåíäåíòîâ Ïåíëåâå è èõ âûñøèõ àíàëîãîâ.

Áóðíîå ðàçâèòèå àíàëèòè÷åñêîãî àïïàðàòà âî âòîðîé ïîëîâèíå äåâÿòíà-
äöàòîãî âåêà äàëî ìîùíîé òîë÷îê ðàçâèòèþ òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ; ýòèì, âå-
ðîÿòíî, îáúÿñíÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ðàçðàáîòàíà ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ, íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî ðàáîòà ñ ïîñëåäíèìè íå òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ñòîëü îáøèðíîãî
àíàëèòè÷åñêîãî èíñòðóìåíòàðèÿ. Êðîìå òîãî, ýòîìó, âèäèìî, ñïîñîáñòâîâàëè
ãîñïîäñòâîâàâøèå äî ïîÿâëåíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè ïðåäñòàâëåíèÿ î íåïðåðûâ-
íîñòè ìèðà. Îäíàêî, â ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè äâàäöàòîãî âåêà ñïåðâà âîçíèê, à
çàòåì ñòàë ñòðåìèòåëüíî íàðàñòàòü èíòåðåñ ê ïðîáëåìå äèñêðåòèçàöèè (èëè
êâàíòîâàíèÿ) òåõ èëè èíûõ äàâíî èçâåñòíûõ ñòðóêòóð èëè ñèñòåì. Â ÷àñòíî-
ñòè, áûëî ââåäåíî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ÊäÔ, áûë ðàññìîòðåí äèñêðåòíûé
îïåðàòîð Øðåäèíãåðà L,

(Lψ)n =
√

Anψn−1 + Bnψn +
√

An+1ψn+1, (4)
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èçîñïåêòðàëüíûå äåôîðìàöèè êîòîðîãî çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè
{

(An)t = An(Bn−1 −Bn)
(Bn)t = Bn(An+1 − An)

,

ñâîäÿùèìèñÿ ê öåïî÷êå Òîäû [9, 11].
Îäíèì èç ïðîÿâëåíèé îáùåãî èíòåðåñà ê ïðîáëåìå äèñêðåòèçàöèè ÿâè-

ëîñü ïîÿâëåíèå íà ðóáåæå 80�90-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà â ëèòåðàòóðå (ãëàâ-
íûì îáðàçîì, ôèçè÷åñêîé) áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ
äèñêðåòèçàöèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (ñì. [2, 26, 31, 29, 3, 4, 36, 24,
28, 30, 33, 25]). Ñàìàÿ ïðîñòàÿ ìîäåëü ðàçíîñòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà, ïðåäëîæåííàÿ Àòàêèøèåâûì è Ñóñëîâûì [2], ïîëó÷àåòñÿ èç ìîäåëè
îáû÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà çàìåíîé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ ðîæäåíèÿ A+ è óíè÷òîæåíèÿ A â ñîîòíîøåíèè Ãåéçåíáåðãà ðàçíîñòíû-
ìè îïåðàòîðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà; ïðè ýòîì îñöèëëÿòîðíàÿ àëãåáðà, ïîðîæ-
äåííàÿ îïåðàòîðàìè A, A+ è L = AA+, ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ èçîìîðôíîé
àëãåáðå su(2), à îïåðàòîð Øðåäèíãåðà L ñòàíîâèòñÿ äèñêðåòíûì âèäà (4).
Ôîðìàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèé ñïåêòð, çàäàâàåìûé ñîîòíîøåíèåì Ãåéçåíáåðãà,
ïî-ïðåæíåìó áóäåò àðèôìåòè÷åñêèì, à ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëíîé â ñîîòâåòñòâóþùåì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (êàê ïîêàçàíî
â [33], òàêóþ ìîäåëü âîçìîæíî ïîñòðîèòü ëèøü íà ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íî
ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé íà ïîëóïðÿìîé N), ïîñêîëüêó îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ïîëèíîìû Øàðëüå.

Äðóãàÿ ìîäåëü ðàçíîñòíîãî îñöèëëÿòîðà áåðåò ñâîå íà÷àëî â ðàáîòàõ Áè-
äåíõàðíà [26] è Ìàêôàðëýíà [31], ãäå áûëî ïðåäëîæåíî ðàññìàòðèâàòü �q-
ñîîòíîøåíèå Ãåéçåíáåðãà�, ò.å. îïåðàòîðíîå ñîîòíîøåíèå âèäà

AA+ = qA+A + α (5)

ãäå q 6= 1 � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Áèäåíõàðí è Ìàêôàðëýí, íåçà-
âèñèìî ïîñòðîèâ â 1989-îì ãîäó ðåàëèçàöèþ êâàíòîâîé ãðóïïû SUq(2) ñ ïîìî-
ùüþ q-îñöèëëÿòîðà, áûëè çàèíòåðåñîâàíû, ãëàâíûì îáðàçîì, â ôîðìàëüíî-
àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè (õîòÿ, â ðàáîòå [31] áûëî óïîìÿíóòî íåêîòîðîå êîîðäè-
íàòíîå ïðåäñòàâëåíèå); îäíàêî, ãîäîì ïîçæå Àòàêèøèåâ è Ñóñëîâ [3] èçó÷èëè
êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå q-îñöèëëÿòîðà (5), ñâÿçàííîå ñ q-ïîëèíîìàìè
Ýðìèòà, âçÿâ â êà÷åñòâå îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ðàçíîñòíûå
îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå: A = aT−1 + bT , ãäå
T � îïåðàòîð ýëåìåíòàðíîãî ñäâèãà âïðàâî. Åùå ÷åðåç ãîä Àòàêèøèåâ è
Ñóñëîâ [4], ðàññìàòðèâàÿ îïåðàòîðû âèäà A = a + bT , ïîñòðîèëè äðóãîå
êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå q-îñöèëëÿòîðà, êîòîðîå îêàçàëîñü ñâÿçàííûì ñ
ìíîãî÷ëåíàìè Ñòèëòüåñà�Âèãåðòà. Êàê è â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà, q-ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò ôîðìàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèé �ôîêîâñêèé�
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ñïåêòð îïåðàòîðà L = AA+ (â äàííîì ñëó÷àå îí ñîñòîèò èç îäíîé �êâàí-
òîâîé� àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè è ëåæèò â îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå), à
îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå L2(Z) êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íà �äèñêðåòíîé�
ïðÿìîé. Îäíàêî, â îòëè÷èè îò ñëó÷àÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, õàðàêòåð
ñïåêòðà òàêîãî q-îñöèëëÿòîðà äî êîíöà íå èçó÷åí.

Â 1994-îì ãîäó Àòàêèøèåâ, Ôðàíê è Âîëüô â ñâîåé ðàáîòå [24] ïðîäîë-
æèëè ðàññìîòðåíèå ìîäåëè q-îñöèëëÿòîðà èç [3], â êîòîðîé q-ñîîòíîøåíèå
Ãåéçåíáåðãà áûëî ðåàëèçîâàíî ñèììåòðè÷íûìè ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè
A = aT−1 + bT è åãî ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûì A+. Ïðåèìóùåñòâî ýòîé ìî-
äåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïåðàòîð L îêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñàìîñîïðÿ-
æåííûì îïåðàòîðîì íà L2(Z), îòëè÷àþùèìñÿ îò êîìïàêòíîãî íà ïîñòîÿííûé
îïåðàòîð: L = K +cI, ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, à c � íåêîòîðàÿ êîí-
ñòàíòà. Ñîãëàñíî îáùèì òåîðåìàì ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà (ñì. [12]) òàêîé
îïåðàòîð îáëàäàåò ÷èñòî äèñêðåòíûì ñïåêòðîì, à åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
îáðàçóþò ïîëíîå ñåìåéñòâî.

Â óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîòàõ áûëè ïîñòðîåíû òàêæå è äðóãèå âàðèàí-
òû äèñêðåòèçàöèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà: Àòàêèøèåâ è Ñóñëîâ [3] ðàñ-
ñìîòðåëè ðàçíîñòíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð, ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ êî-
òîðîãî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîëèíîìû Êðàâ÷óêà; â ðàáîòå [25] áûëà ïðåäëî-
æåíà ìîäåëü ðàçíîñòíîãî îñöèëëÿòîðà, ñâÿçàííàÿ ñ ïîëèíîìàìè Ìåéêñíåðà.
Â ðàáîòàõ [28, 30] ðàññìîòðåíà ìîäåëü q-îñöèëëÿòîðà íà êâàíòîâîé ïëîñêî-
ñòè: ñîîòíîøåíèå (5) ðåàëèçîâàíî q-ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè, ò.å. ëèíåéíû-
ìè îïåðàòîðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî q-ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé:

Dqf(x) =
f(qx)− f(q−1x)

x(q − q−1)
.

Â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ q-öåïî÷êà Äàðáó, ò.å. öåïî÷êà ðàç-
íîñòíûõ îïåðàòîðîâ L1, L2, . . . , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì

Lj = AjA
+
j − αj = qA+

j−1Aj−1,

ãäå αj+r = αj, Lj+r = Lj äëÿ íåêîòîðîãî r.
Äèññåðòàöèÿ ðàçäåëåíà íà òðè ãëàâû. Ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ïîäðîáíîå

îïèñàíèå ìîäåëè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà è îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ
Âåñåëîâà è Øàáàòà [7] è Àäëåðà [21], íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæå-
íèÿ. Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äåòàëüíîìó îïèñàíèþ íåêîòîðûõ äèñêðåòíûõ
ìîäåëåé � ðàçíîñòíûé îñöèëëÿòîð [2, 33], q-îñöèëëÿòîð [26, 31, 3, 4, 36, 33, 24],
äèñêðåòíàÿ îäåâàþùàÿ öåïî÷êà [38, 37] (ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçíîñòíûõ
îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñâÿçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Äàðáó), ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè q-öåïî÷êè Äàðáó. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå α =



10 ÂÂÅÄÅÍÈÅ
∑r

j=1 αj 6= 0 öèêëè÷åñêàÿ äèñêðåòíàÿ îäåâàþùàÿ öåïî÷êà íå èìååò ðåøåíèé,
îïðåäåëåííûõ íà âñåõ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå è ÷òî åå â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
(êàê è â ñëó÷àå ðàçíîñòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà [33]) ðåàëèçîâàòü
ëèøü íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè, îïðåäåëåííûìè íà �ïîëóïðÿìîé� N. Ïî-
ñòðîåíî çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû â GL(2,R)
äëÿ öèêëè÷åñêîé äèñêðåòíîé îäåâàþùåé öåïî÷êè â ñëó÷àå α = 0, ïðèâîäÿùåå
ê ïåðâûì èíòåãðàëàì. Äëÿ öåïî÷êè äëèíû 2 ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò íàéòè
íåäîñòàþùèé ïåðâûé èíòåãðàë, ïîñòðîèâ òàêèì îáðàçîì íåçàâèñèìîå ñåìåé-
ñòâî ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, è, ôàêòè÷åñêè, ñâåñòè
çàäà÷ó ê äèíàìèêå âäîëü íåêîòîðîé ïëîñêîé êðèâîé.

Â òðåòüåé ãëàâå ñîäåðæàòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, ïîëó÷åí-
íûå â ðàáîòàõ [10, 16, 35]. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ââåäåíî ïîíÿòèå öèêëè÷åñêîé
q-öåïî÷êè ñî ñäâèãîì, ò.å. òàêîé q-öåïî÷êè Äàðáó, ó êîòîðîé Lj+r = T−sLjT

s

äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî s, íàçûâàåìîãî ñäâèãîì öåïî÷êè. Èçó÷åíû öåïî÷êè
äâóõ òèïîâ: â ïåðâîì â êà÷åñòâå àíàëîãîâ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæå-
íèÿ A è A+ áåðóòñÿ îïåðàòîðû âèäà a + bT , à âî âòîðîì � âèäà aT−1 + bT .
Ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîðû öåïî÷êè ïåðâîãî òèïà íåîãðàíè÷åíû, åñëè s > r
èëè s 6 0 (÷òî îáîáùàåò íàáëþäåíèå Íîâèêîâà è Òàéìàíîâà [33] î íåîãðàíè-
÷åííîñòè q-îñöèëëÿòîðà) è ÷òî ïðè ÷åòíîì r öåïî÷êà ïåðâîãî òèïà ñî ñäâè-
ãîì s = r/2 ñâîäèòñÿ ê öåïî÷êå âòîðîãî òèïà ñ íóëåâûì ñäâèãîì. Äîêàçà-
íî, ÷òî åñëè âñå èçîñïåêòðàëüíûå ñäâèãè αj ïîëîæèòåëüíû, òî ôîðìàëüíî-
àëãåáðàè÷åñêèé ñïåêòð êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ öèêëè÷åñêîé q-öåïî÷êè, ò.å.
äèñêðåòíûé ñïåêòð, îïðåäåëÿåìûé îïåðàòîðíûìè ñîîòíîøåíèÿìè, ñîñòîèò èç
r ðàçëè÷íûõ q-àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ïðèâåäåíî ïðèíàäëåæàùåå Äûííè-
êîâó ÿâíîå îïèñàíèå îáùåãî ðåøåíèÿ q-öåïî÷êè äëèíû r = 2 ñî ñäâèãîì s = 1
(ðàíåå Àòàêèøèåâûì, Ôðàíêîì è Âîëüôîì [24] áûëè íàéäåíû ëèøü ÷àñòíûå
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è). Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè α1 = α2 > 0 îïåðàòîðû q-öåïî÷êè
ñõîäÿòñÿ ê ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó, à ïðè ïîëîæèòåëüíûõ α1 6= α2 � ê
îïåðàòîðàì îäåâàþùåé öåïî÷êè Âåñåëîâà�Øàáàòà äëèíû 2.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà îñíîâíàÿ òåîðåìà: öèê-
ëè÷åñêàÿ q-öåïî÷êà ïåðâîãî òèïà ÷åòíîé r ñî ñäâèãîì s = r/2 èìååò r-
ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ αj

è 0 < q < 1 (èëè äëÿ îòðèöàòåëüíûõ αj è q > 1); ïðè ýòîì âñå îïåðàòîðû
Lj öåïî÷êè îãðàíè÷åíû è èìåþò ÷èñòî äèñêðåòíûé ñïåêòð, êîòîðûé ìîæåò
áûòü íàéäåí ïî ñõåìå Äàðáó (ò.å. ñîâïàäàåò ñ ôîðìàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèì
ñïåêòðîì, çàäàâàåìûì îïåðàòîðíûìè ñîîòíîøåíèÿìè). Êðîìå òîãî, îïèñàí
÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðè r = 6, 10, αj = αj+r/2 äëÿ
âñåõ j = 1, . . . , r/2 ðåøåíèå öèêëè÷åñêîé q-öåïî÷êè ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îäå-
âàþùåé öåïî÷êè äëèíû r/2.



Ãëàâà 1

Íåêîòîðûå íåïðåðûâíûå
ìîäåëè
1.1 Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð
Íà÷íåì ñ ïîäðîáíîãî ðàññìîòðåíèÿ ñàìîé ïðîñòîé êëàññè÷åñêîé ìîäåëè êâàí-
òîâîé ìåõàíèêè1 � ìîäåëè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Âñå ïðèâåäåííûå
íèæå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â ñòàíäàðòíûõ ó÷åáíèêàõ ïî êâàíòîâîé ìå-
õàíèêå (íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå Ëàíäàó è Ëèôøèöà [13], ñòð. 91�94); îäíàêî
èõ èçëîæåíèå òàì ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ íå äîñòàòî÷íî ñòðî-
ãèì. Ìû âîñïîëíèì ýòîò ïðîáåë, ïðåäúÿâèâ ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãóþ �òåîðèþ
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà�.

Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð L = − d2

dx2 + α2x2

4 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
àëãåáðàè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ, èíîãäà íàçûâàåìîìó ñîîòíîøåíèåì Ãåéçåí-
áåðãà:

L +
α

2
= AA+ = A+A + α, (1.1)

ãäå A = d/dx + αx/2, à A+ = −d/dx + αx/2 îáîçíà÷àåò ñîïðÿæåííûé ê A
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð.

1.1.1 Ôîðìàëüíî-àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ
Òåîðåìà 1.1 Äèñêðåòíûé ñïåêòð ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà L â íåêîòîðîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíîøåíèþ (1.1) äëÿ íå-
êîòîðîãî α > 0, ñîñòîèò èç àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè

α

2
,
3α

2
,
5α

2
, . . . (1.2)

1Êàê îòìåòèëè Â.Ý.Àäëåð è À.Á.Øàáàò, ñëîâîñî÷åòàíèå �êëàññè÷åñêèå ìîäåëè êâàíòîâîé ìåõàíèêè�
çâó÷èò íåëåïî, íî íå íàñòîëüêî, êàê ñëîâîñî÷åòàíèå �êâàíòîâûå ìîäåëè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè�.

11
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Ïðè ýòîì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ψ0, îòâå÷àþùåå íàèìåíüøåìó ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λ0 = α

2 , íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

Aψ0 = 0, (1.3)

à îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ èç íåãî ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ A+:

ψk = (A+)kψ0, Lψk =
(2k + 1)α

2
ψk. (1.4)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîêàæåì ñïåðâà, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L íå ìîãóò áûòü

ìåíüøå, ÷åì α
2 . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ψ � íåêîòîðûé ñîáñòâåííûé âåêòîð,

ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ. Òîãäà

Lψ = λψ ⇐⇒ A+Aψ =
(
λ− α

2

)
ψ;

óìíîæàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà ψ, ïîëó÷àåì, ÷òî ‖Aψ‖2 = (λ −
α/2)‖ψ‖2, îòêóäà λ > α/2. Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî ïðè ýòîì äîñòèãàåòñÿ åñëè
è òîëüêî åñëè Aψ = 0.

Íåïîñðåäñòâåííî èç (1.1) âûòåêàþò ñëåäóþùèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíî-
øåíèÿ:

[L,A] = −αA, [L,A+] = αA+. (1.5)
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó
ñîáñòâåííûé âåêòîð ψ. Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ïåðâûì êîììóòàöèîííûì
ñîîòíîøåíèåì (1.5), èìååì:

LAψ = ALψ − αAψ = (λ− α)Aψ,

ò.å. ëèáî Aψ = 0, ëèáî âåêòîð Aψ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà
L, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ− α. Äàëåå,

LA2ψ = ALAψ − αA2ψ = (λ− 2α)A2ψ,

. . .

LAkψ = AL(Ak−1ψ)− αAkψ = (λ− kα)Akψ.

Òàêèì îáðàçîì, èç èíäóêòèâíûõ ñîîáðàæåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî Akψ = 0,
ëèáî Akψ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λ − kα. Íî, ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L îãðàíè-
÷åíû ñíèçó ÷èñëîì α/2, Amψ = 0 äëÿ íåêîòîðîãî m (ïóñòü m � ìèíèìàëüíîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îáëàäàþùåå ýòèì ñâîéñòâîì), ÷òî âîçìîæíî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñîáñòâåííûé âåêòîð Am−1ψ îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
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α. Ïîýòîìó λ = α/2+(m−1)α. Òàêèì îáðàçîì, äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà
L ñîäåðæèòñÿ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (1.2).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî èìååò ìåñòî è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Îïåðàòîð A+

óâåëè÷èâàåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

LA+ψ = A+Lψ + αA+ψ = (λ + α)A+ψ,

. . .

L(A+)kψ = A+L(A+)k−1ψ + (A+)kψ = (λ + kα)(A+)kψ

. . .

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ïðîöåññ íå ìîæåò â íåêîòîðûé ìîìåíò îáîðâàòüñÿ, ïî-
ñêîëüêó óñëîâèå A+ϕ = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ϕ � ñîáñòâåííûé âåêòîð L + α/2,
îòâå÷àþùèé íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ (L + α/2)ϕ = AA+ϕ = 0, ÷òî
íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, âñÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ (1.2) ñîäåðæèò-
ñÿ â äèñêðåòíîì ñïåêòðå îïåðàòîðà L, Q.e.d.

Çàìå÷àíèå 1.1 Åñëè â ñîîòíîøåíèè (1.1) α < 0, òî òðèâèàëüíîé çàìåíîé
B = A+, β = −α îíî ïðèâîäèòñÿ ê òîìó âèäó, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â òåîðå-
ìå. Ïîýòîìó, äëÿ ñëó÷àÿ α < 0 òåîðåìà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, ñïåêòð èìååò
âèä −α/2−kα, ãäå k ∈ N, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ A+ψ0 = 0,
à ðîëü îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ èãðàåò îïåðàòîð A.

Çàìå÷àíèå 1.2 Ïðèâåäåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî íèêàêèì îáðàçîì íå èñ-
ïîëüçóåò êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà è òîãî ôàêòà, ÷òî
â êà÷åñòâå îïåðàòîðà L âçÿò âåùåñòâåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòî-
ðîãî ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, ñìûñë ýòîé òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî äèñ-
êðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà L, óäîâëåòâîðÿþùåãî àëãåáðàè÷åñêîìó ñîîòíîøå-
íèþ (1.1), ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ýòèì ñîîòíîøåíèåì, à ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïîëó÷àþòñÿ èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèìåíåíèåì îïå-
ðàòîðà ðîæäåíèÿ A+. Â òî æå âðåìÿ, íèêàêèõ î÷åâèäíûõ îãðàíè÷åíèé íà
íåïðåðûâíûé ñïåêòð îïåðàòîðà L ýòî ñîîòíîøåíèå íå íàêëàäûâàåò.

Çàìå÷àíèå 1.3 Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà
L íåîãðàíè÷åí; ïîýòîìó îïåðàòîð L, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ (1.1) íå
ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííûì, íåçàâèñèìî îò åãî êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè.

Îïåðàòîð L, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ Ãåéçåíáåðãà (1.1), ÿâëÿåòñÿ,
î÷åâèäíî, ñèììåòðè÷íûì; ïîýòîìó åãî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ψk îðòîãîíàëü-
íû. Ïóñòü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå âûáðàíî ïî íîðìå ðàâíûì åäèíèöå: ‖ψ0‖ = 1;
òîãäà ñõåìà (1.3),(1.4) íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ψ̃k = (A+)kψ0 îïå-
ðàòîðà L, ïðèâåäåííàÿ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû (1.1), ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü
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íîðìû ýòèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (îïÿòü-òàêè, íåçàâèñèìî îò êîíêðåòíîé ðå-
àëèçàöèè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà è îò ôîðìû îïåðàòîðà L). Â äàëüíåéøåì
äëÿ îïðåäåëåííîñòè îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ α > 0.
Ëåììà 1.1 Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíî-
øåíèå:

A(A+)k = (A+)kA + kα(A+)k−1. (1.6)
Äîêàçàòåëüñòâî.

Èñïîëüçóÿ k ðàç ïîäðÿä ðàâåíñòâî (1.1), íåìåäëåííî ïîëó÷àåì òðåáóåìîå:
A(A+)k = AA+(A+)k−1 = A+A(A+)k−1 + α(A+)k−1 =

= (A+)2A(A+)k−2 + 2α(A+)k−1 = · · · = (A+)kA + kα(A+)k−1,

Q.e.d.

Ïðåäëîæåíèå 1.1 Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
‖ψ̃k‖ =

√
k!αk. (1.7)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî îïðåäåëåíèþ
‖ψ̃k‖2 = ‖(A+)kψ0‖2 = 〈(A+)kψ0, (A

+)kψ0〉 = 〈ψ0, A
k(A+)kψ0〉, (1.8)

ãäå 〈 , 〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â íàøåì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

Ak(A+)kψ0 = k!αkψ0. (1.9)
Áàçà èíäóêöèè òðèâèàëüíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ (1.1), ïî-
ñêîëüêó Aψ0 = 0. Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ k−1, òîãäà âîñïîëüçóåìñÿ
èíäóêòèâíûì ïðåäëîæåíèåì è ôîðìóëîé (1.6):

Ak(A+)kψ0 = Ak−1(A(A+)k−1)A+ψ0 =

= Ak−1((A+)k−1A + (k − 1)α(A+)k−2)A+ψ0 =

= Ak−1(A+)k−1(AA+ψ0) + (k − 1)αAk−1(A+)k−1ψ0 =

= αAk−1(A+)k−1ψ0 + (k − 1)αAk−1(A+)k−1ψ0 =

= kαAk−1(A+)k−1ψ0 = k!αkψ0.

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ðàâåíñòâî (1.9) â âûðàæåíèå äëÿ íîðìû (1.8), ïîëó÷àåì
ôîðìóëó (1.7), Q.e.d.

Íîðìèðóÿ ñèñòåìó {ψ̃k}, ïîëó÷àåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ

ψk :=
1√
k!αk

(A+)kψ0 (1.10)

îïåðàòîðà L.



1.1. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð 15

1.1.2 Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå
Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãàðìîíè÷å-
ñêîãî îñöèëëÿòîðà, ò.å. â êà÷åñòâå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà âîçüìåì ïðî-
ñòðàíñòâî L2(R) êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé, à â êà÷å-
ñòâå îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
ïåðâîãî ïîðÿäêà:

A :=
d

dx
+ f(x) =⇒ A+ = − d

dx
+ f(x).

Òîãäà L = −∂2
x + u(x), ãäå u := f 2 + f ′, à ∂x � ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå äëÿ

îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d/dx. Ñîîòíîøåíèå Ãåéçåíáåðãà (1.1) ñâîäèò-
ñÿ ê óðàâíåíèþ íà ôóíêöèþ f : 2f ′ = α, îòêóäà íàõîäèì f(x) = αx/2, ïîëàãàÿ
êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíîé íóëþ. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ψ0 íàõîäèòñÿ èç
óñëîâèÿ Aψ0 = 0 èíòåãðèðîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ:

ψ0(x) = ce−
αx2

4 ,

ãäå c � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Óñëîâèå íîðìèðîâêè ‖ψ0‖ = 1 äàåò:

1 = ‖ψ0‖2 =

∞∫

−∞
c2e−

αx2

2 dx = c2

√
2

α

√
π,

îòêóäà c = 4
√

α/2π. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷àåì
ïëîòíîñòü ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ

ψ0(x) = 4

√
α

2π
exp

(
−αx2

4

)
.

Âûðàçèì òåïåðü ñîáñòâåííûå âåêòîðû (1.10) â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëå-
íèè ÷åðåç ïîëèíîìû Ýðìèòà, ðåêóððåíòíî çàäàâàåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì
(ñì. [17], ñòð. 157�164):

H0(x) :≡ 1, Hk(x) :=

(
2x− d

dx

)
Hk−1(x), ∀k ∈ N.

Ïðåäëîæåíèå 1.2 Íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû (1.10) â êîîðäè-
íàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

ψk(x) =

(√
α

2

)k
1√
k!αk

Hk

(
x

√
α

2

)
ψ0(x). (1.11)
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Äèôôåðåíöèðîâàíèåì ñëîæíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ðåêóððåíò-

íóþ ôîðìóëó äëÿ �ðàñòÿíóòûõ� ïîëèíîìîâ Ýðìèòà:

Hk

(
x

√
α

2

)
=

√
2

α

(
αx− d

dx

)
Hk−1

(
x

√
α

2

)
.

Äîêàæåì ðàâåíñòâà (1.11) ïî èíäóêöèè. Áàçà èíäóêöèè òðèâèàëüíà:

ψ1(x) =
1√
α

A+ψ0 =
1√
α

4

√
α

2π

(
αx

2
− d

dx

)
e−αx2/4 =

√
α

2

1√
α

H1

(
x

√
α

2

)
ψ0(x).

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü èíäóêòèâíûì ïðåäëîæåíèåì (øòðèõ â öåïî÷êå ðàâåíñòâ
íèæå îçíà÷àåò ôîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî àðãóìåíòó):

ψk(x) =
1√
k!αk

(A+)kψ0(x) =
1√
k!αk

A+(A+)k−1ψ0 =

=
1√
k!αk

(
αx

2
− d

dx

) ((√
α

2

)k−1

Hk−1

(
x

√
α

2

)
ψ0(x)

)
=

=
1√
k!αk

(√
α

2

)k−1 (
αx

2
Hk−1

(
x

√
α

2

)
−

√
α

2
H ′

k−1

(
x

√
α

2

)
+

+
αx

2
Hk−1

(
x

√
α

2

))
ψ0(x) =

=
1√
k!αk

(√
α

2

)k √
2

α

(
αx− d

dx

)(
Hk−1

(
x

√
α

2

))
ψ0(x) =

=
1√
k!αk

(√
α

2

)k

Hk

(
x

√
α

2

)
ψ0(x),

Q.e.d.

Èçâåñòíî, ÷òî ïîëèíîìû Ýðìèòà Hk îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàí-
íóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå L2(R) ñ âåñîì p(x) = e−x2 (ñì. [12], ñòð. 404).
Ïîýòîìó, ïîëíà òàêæå è ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {ψk} ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà.

Çàìå÷àíèå 1.4 Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëíîòà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â ïðîñòðàíñòâå L2(R) íå ñëåäóåò íåïî-
ñðåäñòâåííî èç àëãåáðàè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ (1.1) (â îòëè÷èè îò âèäà (1.2)
äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà L), ïîñêîëüêó îïåðàòîð L íå ÿâëÿåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì âñþäó îïðåäåëåííûì îïåðàòîðîì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, åñëè ïîòåí-
öèàë ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà ðàñòåò êàê ïîëîæèòåëüíàÿ ñòåïåíü x íà
áåñêîíå÷íîñòè, òî îïåðàòîð íå èìååò íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà (ñì. [18], ñòð. 291�
292). Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.2 Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð L = − d2

dx2 +
α2x2

4 èìååò ÷èñòî äèñ-
êðåòíûé ñïåêòð, ñîñòîÿùèé èç àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (1.2). Ñîîò-
âåòñòâóþùèå íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψk âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ïîëèíîìû Ýðìèòà ïî ôîðìóëàì (1.11) è îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó â ïðî-
ñòðàíñòâå L2(R).

1.2 Öåïî÷êà Äàðáó
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñàìîñîïðÿæåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ L1, L2, . . . íà ïðÿìîé, ñâÿçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Äàðáó:

Lj = AjA
+
j − αj = A+

j−1Aj−1, (1.12)

ãäå Aj = d/dx + fj(x) � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ áóäåì íàçûâàòü öåïî÷êîé Äàðáó. Öå-
ïî÷êà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî r è âñåõ j = 1, 2, . . .
âûïîëíåíî Lj+r = Lj. ×èñëî r íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì (èëè äëèíîé) äàííîé
öåïî÷êè. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå r = 1 îïåðàòîð L1 + α/2
ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì.

Çàìå÷àíèå 1.5 Âîîáùå ãîâîðÿ, óñëîâèå Lj+r = Lj íå âëå÷åò ðàâåíñòâî
fj+r = fj, ïîñêîëüêó ôàêòîðèçàöèÿ îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà âèäà L = AA+,
ãäå A = d/dx + f , îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü èìååòñÿ
äðóãàÿ ôàêòîðèçàöèÿ L = BB+, ãäå B = d/dx + g; òîãäà ôóíêöèè f è g
îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè óðàâíåíèåì Ðèêêàòè

f ′ + f 2 = g′ + g2. (1.13)

Òåì íå ìåíåå, ãîâîðÿ î öèêëè÷åñêîì çàìûêàíèè öåïî÷êè (1.12), ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè fj+r è fj ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó ðàññìîòðåíèå
áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ íå äàåò íè÷åãî ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî: ðåøåíèÿ áîëåå
îáùåé ñèñòåìû îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ðåøåíèÿì ñèñòåìû, äëÿ
êîòîðîé fj+r = fj, ïî ìîäóëþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè âèäà (1.13).
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1.2.1 Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà
Ìû âèäåëè, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ öåïî÷êà Äàðáó ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ãàðìîíè-
÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè α 6= 0, ãäå α =

∑r
j=1 αj, òî, êàê

è â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ (1.12)
ïîçâîëÿþò íàéòè äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðîâ öåïî÷êè. Ïðåæäå ÷åì ñôîð-
ìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó, îòìåòèì ÷òî êîììóòàöè-
îííûå ñîîòíîøåíèÿ (1.5) èìåþò ìåñòî òàêæå è äëÿ öåïî÷êè Äàðáó, åñëè â
êà÷åñòâå îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ âçÿòü

A = A1A2 · · ·Ar, A+ = A+
r A+

r−1 · · ·A+
1

(äëÿ îïåðàòîðà L1).

Òåîðåìà 1.3 [7] Ïóñòü αj > 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , r. Òîãäà äèñêðåòíûé
ñïåêòð {λj,0, λj,1, . . . } îïåðàòîðà Lj èç öèêëè÷åñêîé öåïî÷êè (1.12) ñîñòîèò
èç r àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé:

kα, αj−1 + kα, αj−2 + αj−1 + kα, . . . , αj + αj+2 + · · ·+ αj−1 + kα,

k = 0, 1, . . . . (1.14)

Ïðè ýòîì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ψj,0 îïåðàòîðà Lj, îòâå÷àþùåå íàèìåíüøåìó
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λj,0 = 0, íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

Aj−1ψj,0 = 0,

à îñòàëüíûå ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ñõåìå Äàðáó:

ψj+1,k+1 = A+
j ψj,k, Ljψj,k = λj,kψj,k, ãäå λj+1,k+1 = λj,k+αj, λj+r,k = λj,k.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Lj, à ψ � ñîîòâåòñòâóþùèé

åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð; ñòàíäàðòíîå ðàññóæäåíèå (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 1.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî λ ≥ 0, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ åñëè è òîëüêî
åñëè Aj−1ψ = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âåêòîð Aj−1ψ îòëè÷åí îò íóëÿ, òî îí ÿâ-
ëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðà Lj−1 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ − αj−1.
Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Lj−1 íåîòðèöàòåëüíû, ïðè÷åì ðàâåíñòâî
íóëþ äîñòèãàåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð ëåæèò â ÿäðå
îïåðàòîðà Aj−1, è ò.ä. Àíàëîãè÷íî, åñëè Ljψ = λψ, òî âåêòîð A+

j ψ ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðà Lj+1, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
λ + αj.

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (1.5) ïîêàçûâàþò, ÷òî îïåðàòîð A �îïóñêà-
åò� ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íà α, à îïåðàòîð A+ � �ïîäíèìàåò� èõ íà α. Ïóñòü
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λ � ïðîèçâîëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L1; áóäåì �îïóñêàòü� åãî
èçîñïåêòðàëüíûì ñäâèãîì A äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî âîçìîæíî. Ïðîöåññ îñòàíî-
âèòñÿ, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî m áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Am+1ψ = 0, à ýòî
âîçìîæíî ëèøü åñëè

AjAj+1 · · ·Ar(A
mψ) = 0

äëÿ íåêîòîðîãî j = 1, 2 . . . r. Òàêèì îáðàçîì, AjAj+1 · · ·Ar(A
mψ) � îñíîâíîå

ñîñòîÿíèå îïåðàòîðà Lj+1; ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïåðàòîð AjAj+1 · · ·Ar îïóñêà-
åò ñïåêòð íà αj + αj+1 + · · · + αr, à îïåðàòîð Am � íà mα. Ïîýòîìó, ëþáîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ îïåðàòîðà L1 ïîïàäàåò â êàêóþ-íèáóäü èç àðèôìå-
òè÷åñêèõ ïðîãðåññèé (1.14). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ �ïîäíÿòèåì�
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 0, αj−1, αj−2 + αj−1,. . . , αj+1 + · · · + αj−1 c ïîìîùüþ
îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ A+, Q.e.d.

Çàìå÷àíèå 1.6 Êàê è â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ñëåäóåò îòìå-
òèòü, ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðîâ öèêëè÷åñêîé öåïî÷êè Äàðáó ïîë-
íîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè (1.12) è íå çàâèñèò îò
êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

1.2.2 Îäåâàþùàÿ öåïî÷êà Âåñåëîâà�Øàáàòà
Öèêëè÷åñêàÿ öåïî÷êà Äàðáó ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ñèñòåìå äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ:

(fj + fj+1)
′ = f 2

j − f 2
j+1 + αj+1, (1.15)

ãäå fj = fj+r, αj = αj+r, êîòîðóþ ìû â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü îäåâàþ-
ùåé öåïî÷êîé Âåñåëîâà�Øàáàòà. Âïåðâûå ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé (â ÷àñòíîì
ñëó÷àå αj = 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . r) ïîÿâèëàñü, ïî-âèäèìîìó, â ðàáîòå Âàé-
ñà [39], ãäå áûëà äîêàçàíà åå èíòåãðèðóåìîñòü ïðè íå÷åòíîì r, çàòåì (óæå
â ïîëíîé îáùíîñòè è áëèçêîì êîíòåêñòå) îíà óïîìèíàëàñü â ðàáîòå Øàáà-
òà è ßìèëîâà [20] è, íàêîíåö, áûëà ïîäðîáíî èçó÷åíà â ðàáîòå Âåñåëîâà è
Øàáàòà [7].

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå α =
∑r

j=1 αj; ïðè α = 0 äëÿ ëþáîãî r öåïî÷êà (1.15)
îáëàäàåò îäíèì î÷åâèäíûì èíòåãðàëîì:

2
r∑

j=1

fj = α. (1.16)

Åñëè α 6= 0, òî îäåâàþùàÿ öåïî÷êà òàêæå îáëàäàåò èíòåãðàëîì 2
∑r

j=1 fj−αx,
îäíàêî, ýòîò èíòåãðàë óæå ÿâëÿåòñÿ �íåàâòîíîìíûì�, ò.å. ÿâíî çàâèñÿùèì íà
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x.
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Ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ îäåâàþùåé öåïî÷êè ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ äëÿ
ñëó÷àåâ α = 0 è α 6= 0. Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ïåðâîì èç íèõ è
ëèøü îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîðû öèêëè÷åñêîé öåïî÷êè Äàðáó
îêàçûâàþòñÿ êîíå÷íîçîííûìè, ôóíêöèè fj âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ℘ ôóíêöèþ
Âåéåðøòðàññà ïðè r = 3 è ÷åðåç θ-ôóíêöèè Ðèìàíà ïðè r > 3. Íàñ, ãëàâíûì
îáðàçîì, áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé α 6= 0.

1.2.3 Öåïî÷êà äëèíû 2

Ïðè r = 2 íàëè÷èå ïåðâîãî èíòåãðàëà (1.16) ïîçâîëÿåò ðåøèòü óðàâíåíèÿ
îäåâàþùåé öåïî÷êè ÿâíûì îáðàçîì. Îáîçíà÷àÿ f = f1 è ïîäñòàâëÿÿ f2 = αx

2 −
f (êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëîæåíà ðàâíîé íóëþ) â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ,
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

α

2
= αx · f(x)− α2x2

4
+ α2.

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî

f1(x) =
αx

4
+

α1 − α2

2αx
, f2(x) =

αx

4
+

α2 − α1

2αx
. (1.17)

Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ ψ′j,0 = −fj · ψj,0, ãäå j = 1, 2, íàõîäèì îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ
îïåðàòîðîâ öåïî÷êè Lj:

ψj,0(x) = cj|x|
αj+1−αj

2α e−
αx2

8

(çäåñü èíäåêñ j ∈ Z2 ñ÷èòàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, à cj � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâà-
íèÿ). Ïóñòü

κj =
αj+1 − αj

α
;

òîãäà óñëîâèå íîðìèðîâêè ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó:

1 = ‖ψj,0‖2 =

+∞∫

−∞
c2
j |x|κje−

αx2

4 dx = 2c2
j

+∞∫

0

xκje−
αx2

4 dx =

= c2
j · 2κj+1α−

κj+1

2 Γ

(
κj + 1

2

)
,

ãäå Γ îáîçíà÷àåò ãàììà-ôóíêöèþ Ýéëåðà. Òàêèì îáðàçîì,

ψj,0(x) =
1

2
αj+1

α

√
α

αj+1
α

Γ
(αj+1

α

) |x|
αj+1−αj

2α e−
αx2

8 , j ∈ Z2.
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Çàìå÷àíèå 1.7 Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå r = 2 ïðè α1 6= α2 ïîòåíöèàë îïåðà-
òîðà Øðåäèíãåðà, ïîñòðîåííîãî ïî ðåøåíèþ îäåâàþùåé öåïî÷êè, óæå èìååò
îñîáåííîñòü â íóëå (ñì. ðèñ. 3.3), à îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ ψj,0 íå ÿâëÿþòñÿ ãëàä-
êèìè ôóíêöèÿìè íà R.

1.2.4 Îäåâàþùàÿ öåïî÷êà è óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå
Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäåâàþùàÿ öåïî÷êà äëè-
íû r = 3. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.15) ïðèíèìàåò âèä





(f1 + f2)
′ = f 2

1 − f 2
2 + α2

(f2 + f3)
′ = f 2

2 − f 2
3 + α3

(f3 + f1)
′ = f 2

3 − f 2
1 + α1

(1.18)

Ïðåäëîæåíèå 1.3 [21] Ïðè α = −2 ñèñòåìà (1.18) ñâîäèòñÿ ê ÷åòâåðòî-
ìó óðàâíåíèþ Ïåíëåâå:

y′′ =
1

2y
(y′)2 +

3

2
y3 + 4zy2 + 2(x2 − a)y +

b

y
, (1.19)

ãäå a, b � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à y = y(z) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ g(x) := f2(x) + f1(x), h(x) = f1(x) − f2(x); òîãäà
ïåðâîå èç óðàâíåíèé (1.18) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

g′ = gh + α2,

îòêóäà h = (g′ − α2)/g. Íàëè÷èå ïåðâîãî èíòåãðàëà (1.16) ïîçâîëÿåò èñêëþ-
÷èòü èç óðàâíåíèé (1.18) ôóíêöèþ f3:

f3(x) =
αx

2
+ c− f1(x)− f2(x) =

αx

2
+ c− g(x),

ãäå c � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Âû÷èòàÿ èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (1.18)
âòîðîå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

h′(x) = 2f 2
3 (x)− (f 2

1 (x) + f 2
2 (x)) + α1 − α3 = 2

(αx

2
+ c− g(x)

)2
−

=
1

2
(g2(x) + h2(x)) + α1 − α3.

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè h, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ
g′′

g
− (g′)2

g2 +
α2g

′

g2 =
α2x2

2
+ 2c2 + 2g2 + 2cαx− 2gαx− 4gc−

− g2

2
− (g′)2

2g2 +
α2g

′

g2 − α2
2

2g2 + α1 − α3.
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Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

g′′ =
1

2g
(g′)2 +

3

2
g3 +(−2αx−4c)g2 +

(
α2x2

2
+ 2αcx + 2c2 + α1 − α3

)
g− 1

2

α2
2

g
;

ïîëàãàÿ òåïåðü α = −2, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

g′′ =
1

2g
(g′)2 +

3

2
g3 + 4(x− c)g2 + 2

(
(x− c)2 +

α1 − α3

2

)
g − 1

2

α2
2

g
.

Îáîçíà÷àÿ â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè

z = x− c, y(z) = g(z + c), a =
α3 − α1

2
, b = −α2

2

2
,

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (1.19) íà ôóíêöèþ f1(z + c) + f2(z + c), êîòîðîå â
ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ â êíèãå [8] (ñì. ñïèñîê íà ñòð. 172) íàçûâàåòñÿ ÷åòâåðòûì
óðàâíåíèåì Ïåíëåâå, Q.e.d.

Çàìå÷àíèå 1.8 Óðàâíåíèå (1.19) íåðàçðåøèìî â ýëåìåíòàðíûõ è �ýëåìåí-
òàðíûõ ñïåöèàëüíûõ� ôóíêöèÿõ (òàêèõ êàê, íàïðèìåð, ℘-ôóíêöèÿ Âåéåð-
øòðàññà èëè ôóíêöèè Áåññåëÿ) è, ïîòîìó, òðåáóåò ââåäåíèÿ ñóùåñòâåííî íî-
âûõ òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷èâøèõ íàçâàíèå òðàíñöåíäåíòîâ Ïå-
íëåâå.

Îïèñàííàÿ âûøå ñâÿçü ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷êè Äàðáó ñ óðàâíåíèÿìè Ïå-
íëåâå áûëà çàìå÷åíà âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, Â.Àäëåðîì [21]. Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ïðè r = 4 ñèñòåìà (1.15) ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè-
÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû αj ñâîäèòñÿ ê ïÿòîìó óðàâíåíèþ Ïåíëåâå (ñì. [21]).
Ðàññìîòðåíèå öåïî÷åê äëèíû r > 5 ïðèâîäèò ê óðàâíåíèåì ïîðÿäêà âûøå,
÷åì 2, êîòîðûå èíîãäà íàçûâàþòñÿ âûñøèìè Ïåíëåâå.
Çàìå÷àíèå 1.9 Â ðàáîòå [37] áûëî ïðåäëîæåíî ðàññìàòðèâàòü áîëåå îáùèé
ñïîñîá çàìûêàíèÿ îäåâàþùåé öåïî÷êè: âìåñòî òîãî, ÷òîáû òðåáîâàòü, ÷òîáû
îïåðàòîðû L1 è Lr+1 ñîâïàäàëè, ìîæíî òðåáîâàòü, ÷òîáû îíè áûëè ñîïðÿ-
æåíû ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî óíèòàðíîãî îïåðàòîðà ñäâèãà. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ïðè r = 4 ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà îïåðàòîðîâ ñâîäèòñÿ ê òàê
íàçûâàåìîé êâàäðàòè÷íîé àëãåáðå Õàíà QH(3).

1.2.5 Ãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà îäåâàþùåé öåïî÷êè
Âîñïðîèçâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [7] êàñàþùèåñÿ ãàìèëüòîíî-
âîé òåîðèè îäåâàþùåé öåïî÷êè. Ðàññìîòðèì ñïåðâà ñëó÷àé α = 0. Â ýòîì
ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (1.15) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(fj + fj+1)
′ = f 2

j − f 2
j+1 + βj − βj+1,
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ãäå αj+1 = βj − βj+1; ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè α = 0 ïàðàìåòðû βj âîññòà-
íàâëèâàþòñÿ ïî ïàðàìåòðàì αj îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîâðåìåííîãî
ïðèáàâëåíèÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû. Ïóñòü T � îïåðàòîð öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà
íà ïðîñòðàíñòâå çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ fj:

T : fj 7→ fj+1.

Òîãäà åãî ìàòðèöà â åñòåñòâåííîì áàçèñå èìååò âèä

T =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
... . . .
0 0 0 · · · 1
1 0 0 · · · 0




.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: f := (f1, f2, . . . fr), b := (β1, β2, . . . , βr); òåïåðü óðàâíåíèÿ
îäåâàþùåé öåïî÷êè ìîæíî ïåðåïèñàòü â âåêòîðíîì âèäå:

(E + T )f ′ = (E − T )(f2 + b) ⇐⇒ f ′ = J(f2 + b),

ãäå J := (E + T )−1(E − T ) = (Jik), Jik = (−1)i−k(mod r) ïðè i 6= k, Jii = 0 ïðè
âñåõ i = 1, . . . , r. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà J
çàäàåò ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó íà ïðîñòðàíñòâå çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ fj:

{fk, fl} = Jkl. (1.20)

Ïðåäëîæåíèå 1.4 [7] Îäåâàþùàÿ öåïî÷êà (1.15) ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìîé îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà (1.20) ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H :=
r∑

j=1

(
1

3
f 3

j + βjfj

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî f ′j = {H, fj} äëÿ âñåõ j = 1, . . . , r. Äåéñòâèòåëü-

íî,

{H, fj} =
r∑

i=1

∂H

∂fi
{fi, fj} =

r∑
i=1

Jij(f
2
j + βj) = f ′j,

Q.e.d.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé α 6= 0. Îêàçûâàåòñÿ, â ýòîì ñëó÷àå îäåâàþùàÿ
öåïî÷êà òîæå îáëàäàåò ãàìèëüòîíîâîé ñòðóêòóðîé, îäíàêî äëÿ òîãî, ÷òîáû
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óáåäèòüñÿ â ýòîì, íåîáõîäèìî íåìíîãî ìîäèôèöèðîâàòü ïðèâåäåííîå âûøå
ðàññóæäåíèå, ïîñêîëüêó òàêîé ïåðåõîä îò ïàðàìåòðîâ αj ê ïàðàìåòðàì βj

íåâîçìîæåí ïðè α 6= 0. Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

vj := fj − αx

2r
, j = 1, 2, . . . r; (1.21)

ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ýòîì âèä ñêîáêè Ïóàññîíà (1.20) ñîõðàíèòñÿ, à óðàâ-
íåíèÿ îäåâàþùåé öåïî÷êè ïðèìóò âèä

(vj + vj+1)
′ = v2

j − v2
j+1 +

αx

r
(vj − vj−1) + αj+1 − α

r
. (1.22)

Ïðè ýòîì �íîâûå� ïàðàìåòðû αj+1−α/r îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî èõ ñóì-
ìà ðàâíà íóëþ, ò.å. âîçìîæíî ïåðåéòè ê ïàðàìåòðàì βj, îïðåäåëÿåìûì ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: αj+1−α/r = βj−βj+1. Ïåðåïèøåì òåïåðü óðàâíåíèÿ (1.22)
â âåêòîðíîì âèäå:

v′ = J
(
v2 +

αx

r
v + b

)
,

ãäå, êàê îáû÷íî, v := (v1, v2, . . . , vr), b := (β1, β2, . . . , βr). Ñîâåðøåííî àíàëî-
ãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 1.4, äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 1.5 [7] Îäåâàþùàÿ öåïî÷êà (1.22) ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìîé îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà {vi, vj} = Jij ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H :=
r∑

j=1

(
1

3
v3

j +
αx

2r
v2

j + βjvj

)
.

1.2.6 Ïîëíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü ïðè α = 0

Ïóñòü îïåðàòîðû Øðåäèíãåðà L1, L2, . . . , Lr, ãäå Lj = − d2

dx2 +uj äëÿ âñåõ j =
1, 2, . . . r, ñâÿçàíû â ïåðèîäè÷åñêóþ öåïî÷êó Äàðáó (1.12). Òîãäà ïîòåíöèàë
j-òîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé uj = f ′j +f 2

j −αj. Ðàññìîòðèì íàáîð
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ýòèõ îïåðàòîðîâ, ñâÿçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Äàðáó:

Ljψj = λjψj, ψj+1 = A+
j ψj, j = 1, 2, . . . .

Òîãäà ñîãëàñíî (1.3) λj+1 = λj + αj äëÿ êàæäîãî j; ââåäåì ñïåêòðàëüíûé
ïàðàìåòð λ := λ1.

Îïðåäåëèì âåêòîð

Ψj :=

(
ψj

ψ′j

)
, j = 1, 2, . . . ;



1.2. Öåïî÷êà Äàðáó 25

òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ψ′′j = (uj−λj)ψj ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíî â âåêòîðíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ψ′
j = UjΨj, ãäå Uj :=

(
0 1

uj − λj 0

)
=

(
0 1

f ′j + f 2
j − λ− βj fj

)
,

ãäå βj := α1 + α2 + · · · + αj. Ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó ψj 7→ ψj+1 òàêæå ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âåêòîðíîì âèäå:

Ψj+1 = WjΨj, ãäå Wj =

(
fj −1

f ′j − uj + λj fj

)
=

(
fj −1

−f 2
j + λ + βj 0

)
.

Ïðåäëîæåíèå 1.6 [7] Ïðè α = 0 äëÿ óðàâíåíèé (1.15) îäåâàþùåé öåïî÷êè
èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà:

d

dx
W (λ) = [U1,W (λ)], (1.23)

ãäå W (λ) := WrWr−1 . . . W1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïåðåïèøåì ñïåðâà óðàâíåíèÿ (1.15) â ìàòðè÷íîì âèäå. Ïóñòü ψ1 � ïðîèç-

âîëüíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà L1ψ1 = λ; òîãäà
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà Ψj, ïîñòðîåííîãî èç âåêòîðà Ψ1 ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó, î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

Ψ′
j+1 = (WjΨj)

′ = W ′
jΨj + WjΨ

′
j = W ′

jΨj + WjUjΨj =
(
W ′

j + WjUj

)
Ψj.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
Ψ′

j+1 = Uj+1Ψj+1 = Uj+1WjΨj;

òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

W ′
j = Uj+1Wj −WjUj. (1.24)

Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà (ïåðåìíîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö) ïîêàçûâàåò, ÷òî
ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ (1.24) âëåêóò óðàâíåíèÿ îäåâàþùåé öåïî÷êè.

Èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ (1.24) íåìåäëåííî äàåò ñëåäóþùåå:

d

dx
W (λ) = W ′

rWr−1 . . .W1 + WrW
′
r−1 . . . W1 + · · ·+ WrWr−1 . . .W ′

1 =

= (Ur+1Wr −WrUr) Wr−1 . . . W1 +

+ Wr (UrWr−1 −Wr−1Ur−1) . . . W1 + · · ·
+ WrWr−1 . . . (U2W1 −W1U1) = Ur+1W (λ)−W (λ)U1.
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Íî ïðè α = 0 ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó, ñîîòâåòñòâóþùåå W (λ), çàäàåò äèñ-
êðåòíóþ èçîñïåêòðàëüíóþ ñèììåòðèþ, λr+1 = λ1 = λ, ò.å. Ur+1 = U1. Çíà÷èò,
W ′(λ) = [U1,W (λ)], Q.e.d.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëåä ìàòðèöû W (λ) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò λ,
tr W (λ) = I0 + λI1 + λ2I2 + · · ·

Ïðåäëîæåíèå 1.7 [7] Êîýôôèöèåíòû I0, I1, I2, . . . ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èí-
òåãðàëàìè îäåâàþùåé öåïî÷êè, ò.å. ñëåä tr W (λ) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèåé äëÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû (1.15).
Äîêàçàòåëüñòâî.

Íà òðàåêòîðèÿõ îäåâàþùåé öåïî÷êè èìååì:
d

dx
tr W (λ) = tr

(
d

dx
W (λ)

)
= tr ([U1, W (λ)]) = 0,

ò.å. êîýôôèöèåíòû I0, I1, I2, . . . ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè óðàâíåíèé (1.15), Q.e.d.

Â ðàáîòå [7] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íå÷åòíîì r = 2p + 1 ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà
tr W (λ) ðàâíà p, ò.å. ïðåäëîæåíèå 1.7 äàåò äîñòàòî÷íîå äëÿ ïîëíîé èíòåãðèðó-
åìîñòè êîëè÷åñòâî èíòåãðàëîâ. Èç ÿâíîãî âèäà ýòèõ èíòåãðàëîâ (ñì. [7]) ñëå-
äóåò èõ íåçàâèñèìîñòü, à èõ èíâîëþòèâíîñòü ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî îäå-
âàþùàÿ öåïî÷êà ÿâëÿåòñÿ áèãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé è èíòåãðàëû I0, I1, . . . , Ip

ñîâïàäàþò ñ èíòåãðàëàìè, äàâàåìûìè îáùåé ñõåìîé Ëåíàðäà�Ìàãðè äëÿ áè-
ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ìû íå áóäåì ïîäðîáíî íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ è â
êà÷åñòâå âûâîäà ëèøü ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1.4 [7] Ïðè íå÷åòíîì r è α = 0 îäåâàþùàÿ öåïî÷êà ÿâëÿåòñÿ
âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé.
Çàìå÷àíèå 1.10 Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðèâåäåííîå âûøå ðàññóæäåíèå ñ
ïîñòðîåíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà íå ïðîõîäèò äëÿ ñëó÷àÿ α 6= 0, ïîñêîëüêó
íå âûïîëíåíî ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî U1 = Ur+1. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ðàññìîò-
ðåòü ôóíêöèè Ĩ0, Ĩ1, . . . , Ĩp, ïîëó÷àåìûå èç èíòåãðàëîâ I0, I1, . . . , Ip èç ïðåä-
ëîæåíèÿ (1.7) çàìåíîé (1.21). Ïîñêîëüêó ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ ïåðåìåííûõ fj

è vj îäèíàêîâû, ïîëó÷åííûå ôóíêöèè ïî-ïðåæíåìó áóäóò â èíâîëþöèè; èõ
íåçàâèñèìîñòü òàêæå ïðè ýòîì ñîõðàíèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âîçìóùåíèè
ïàðàìåòðîâ αj îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, ïðè êîòîðîì α = 0, ñîâìåñòíûå
ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèé I1, I2, . . . Ip, ïî êîòîðûì ïðîõîäÿò òðàåêòîðèè
ñèñòåìû (1.15), íà÷èíàþò �ïëûòü� ñ òå÷åíèåì âðåìåíè x. Â ýòîì ñìûñëå, ïðè
α 6= 0 îäåâàþùàÿ öåïî÷êà äåìîíñòðèðóåò �áëèçêîå ê èíòåãðèðóåìîìó� ïîâå-
äåíèå.

Ñèòóàöèÿ ñ èíòåãðèðóåìîñòüþ îäåâàþùåé öåïî÷êè ÷åòíîé äëèíû íåñêîëü-
êî ñëîæíåå, è ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà îáñóæäåíèè ýòîãî âîïðîñà.



Ãëàâà 2

Äèñêðåòèçàöèÿ
2.1 Ðàçíîñòíûé îñöèëëÿòîð
Ìû âèäåëè, ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà L, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíî-
øåíèþ Ãåéçåíáåðãà (1.1), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ;
ïîýòîìó îïåðàòîð L íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííûì íåçàâèñèìî îò ðåàëèçàöèè
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Òåì íå ìåíåå, ïîïðîáóåì ðåàëèçîâàòü ñîîòíîøåíèå

L = AA+ − α = A+A (2.1)

ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè íà ïðîñòðàíñòâå L2(Z) äâóñòîðîííèõ êâàäðàòè÷-
íî ñóììèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è èçó÷èòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñîîò-
âåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà L. Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ íåïðåðûâíûì ñëó÷àåì,
åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü îïåðàòîðû, îïðåäåëåííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ay(n) := a(n)y(n)+b(n)y(n+1), A+y(n) = a(n)y(n)+b(n−1)y(n−1), (2.2)

ãäå a(n), b(n) ∈ R \ {0}. Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.1)
ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùèì óñëîâèÿì íà êîýôôèöèåíòû:
{

a2(n) + b2(n) = a2(n) + b2(n− 1) + α
a(n + 1)b(n) = a(n)b(n)

⇐⇒
{

b2(n) = b2(n− 1) + α
a(n) ≡ a = const

.(2.3)

Òàêàÿ ñèñòåìà, î÷åâèäíî, íåñîâìåñòíà íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
ïîñêîëüêó ïðè n < n0 äëÿ íåêîòîðîãî n0 êîýôôèöèåíòû b(n) äîëæíû áûòü
ìíèìûìè. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (2.1) íå ðåàëèçóåòñÿ ðàçíîñòíûìè
îïåðàòîðàìè âèäà (2.2) íà ïðîñòðàíñòâå L2(Z).

Ñëåäóÿ ðàáîòå [33], ïîëîæèì n0 := 1, b(1) := α è ðàññìîòðèì ðàçíîñòíûé
îïåðàòîð (2.2) êàê îïåðàòîð íà ïðîñòðàíñòâå

{{y(n)}+∞
n=−∞ ∈ L2(Z) | y(n) = 0 ïðè n ≤ 0

} ∼= L2(N).

27
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Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû a(n) è b(n) ïðè n <
1 ðàâíû íóëþ. Òîãäà óðàâíåíèÿ (2.3) îêàçûâàþòñÿ ðàçðåøèìûìè, ò.å. íàì
óäàëîñü ðåàëèçîâàòü ñîîòíîøåíèå (2.1) ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè âèäà (2.2),
íî íà ïðîñòðàíñòâå L2(N). Ïðè ñäåëàííûõ âûøå äîïóùåíèÿõ b(n) = ±√nα;
äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáåðåì çíàê �+� è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a = 1. Òîãäà
îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

ψ(n) + ψ(n + 1)
√

nα = 0, n ∈ N;

ïîýòîìó, ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿÿ êîîðäèíàòû, ïîëó÷àåì, ÷òî

ψ0 =

{
(−1)n−1c√
(n− 1)!αn−1

}+∞

n=1

, (2.4)

ãäå c � êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè (â ôîðìóëå (2.4) ïî-
ëàãàåì 0! := 1). Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

1 = ‖ψ0‖2 = c2
+∞∑
n=1

1

(n− 1)!αn−1 = c2
+∞∑
n=0

(1/α)n

n!
= c2e1/α,

ïîëó÷àåì, ÷òî c = e−1/2α.
Ïîëèíîìû Øàðëüå Pk äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé n = 1, 2, . . . ðåêóððåíòíî

çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P0(n) :≡ 1, Pk(n) := (1− α(n− 1)T−1)Pk−1(n), ∀k ∈ N. (2.5)

Ïðåäëîæåíèå 2.1 Íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ðàçíîñòíîãî îïå-
ðàòîðà L èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

ψk =

{
e−1/2α

√
k!αk

· (−1)n−1
√

(n− 1)!αn−1
Pk(n)

}+∞

n=1

.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Êàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè; áàçà

èíäóêöèè k = 0 òðèâèàëüíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ íóëåâîãî ïî-
ëèíîìà Øàðëüå è âèäà (2.4) îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïóñòü òåïåðü óòâåðæäåíèå
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äîêàçàíî äëÿ k − 1, òîãäà

ψk(n) =
e−1/2α

√
k!αk

(
A

√
(k − 1)!αk−1ψk−1

)
(n) =

=
e−1/2α

√
k!αk

(
1 +

√
(n− 1)αT−1

) (−1)n−1
√

(n− 1)!αn−1
Pk−1(n) =

=
e−1/2α

√
k!αk

(−1)n−1
√

(n− 1)!αn−1

(
1− α(n− 1)T−1) Pk(n) =

=
e−1/2α

√
k!αk

(−1)n−1
√

(n− 1)!αn−1
Pk(n)

(çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà T−1 ê ìíîæèòåëþ, ñòîÿùåìó ïå-
ðåä ìíîãî÷ëåíîìØàðëüå, ïîä êîðíåì ïîëó÷àåòñÿ ôàêòîðèàë îòðèöàòåëüíîãî
÷èñëà, åñëè n = 1; ÷òîáû îòäåëüíî íå ðàññìàòðèâàòü ýòîò ñëó÷àé, ôîðìàëüíî
äîìíîæàåì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà

√
(n− 1)α), ïîñëå ÷åãî ýòà ïðîáëåìà

èñ÷åçàåò), Q.e.d.

Çàìå÷àíèå 2.1 Ìíîãî÷ëåíû Pk = Pk(n, α), îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèÿ-
ìè (2.5), íå ñîâñåì ñîâïàäàþò ñ ìíîãî÷ëåíàìè ck(n, a), íàçûâàåìûìè ìíîãî-
÷ëåíàìè Øàðëüå â êíèãå Áåéòìàíà è Ýðäåéè (ñì. [5], ñòð. 223�224). Òî÷íåå,
îíè ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Pk(n, α) = ck(n− 1, 1/α), n ∈ N.

Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåíû Pk îáðàçóþò ïîëíîå ñåìåéñòâî â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå L2(N) ñ âåñîì ψ2

0, ÿâëÿþùèìñÿ êâàäðàòîì ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ Ïóàññîíà, ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ðàçíîñòíîãî îñöèëëÿòîðà (2.1) òàêæå
îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó. Îòìåòèì, ÷òî êàê è â ñëó÷àå îáû÷íîãî ãàðìîíè-
÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ïîëíîòà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà L íå
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì àëãåáðàè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.1).

2.2 Äèñêðåòíàÿ îäåâàþùàÿ öåïî÷êà
Â ðàáîòå Æåäàíîâà è Ñïèðèäîíîâà [38] áûëà ðàññìîòðåíà äèñêðåòíàÿ îäå-
âàþùàÿ öåïî÷êà, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ L1, L2, . . .
âòîðîãî ïîðÿäêà, ñâÿçàííûõ äèñêðåòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Äàðáó

Lj = AjA
+
j − αj = A+

j−1Aj−1, (2.6)
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ãäå Aj = aj(n) + bj(n)T , à T � îïåðàòîð ñäâèãà. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
ýòî îïåðàòîðíîå ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ:

{
a2

j(n) + b2
j(n) = a2

j−1(n) + b2
j−1(n− 1) + αj

aj(n)bj(n− 1) = aj−1(n− 1)bj−1(n− 1)
. (2.7)

2.2.1 Î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé öèêëè÷åñêîé öåïî÷êè
Â ðàáîòå [38] èçó÷àëñÿ âîïðîñ î òîì, êàêèå ïîòåíöèàëû äèñêðåòíîãî îïå-
ðàòîðà Øðåäèíãåðà ìîæíî ïîëó÷èòü èç íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ ïîòåíöèà-
ëîâ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó; òàì ïðè-
âîäèòñÿ ñèñòåìà (2.7). Îäíàêî, â ýòîé ðàáîòå íå îáñóæäàåòñÿ èíòåðåñóþùèé
íàñ âîïðîñ öèêëè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ ïîäîáíîé öåïî÷êè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
ξj(n) = a2

j(n), ηj(n) = b2
j(n); òîãäà ñèñòåìà (2.7) ïðèìåò âèä

{
ξj(n) + ηj(n) = ξj−1(n) + ηj−1(n− 1) + αj

ξj(n)ηj(n− 1) = ξj−1(n− 1)ηj−1(n− 1)
. (2.8)

Ïðåæäå ÷åì ðàññìàòðèâàòü öèêëè÷åñêèå çàìûêàíèÿ öåïî÷êè (2.6), íåîá-
õîäèìî îòìåòèòü ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Ìû âèäåëè (ñì. çàìå÷àíèå 1.5),
÷òî â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå óñëîâèå Lj+r = Lj îáåñïå÷èâàåò ñîâïàäåíèå êîýô-
ôèöèåíòîâ îïåðàòîðîâ ôàêòîðèçàöèè ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ðåøåíèÿ íåêîòî-
ðîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è â äèñêðåòíîì
ñëó÷àå.

Ïðåäëîæåíèå 2.2 Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ðàçëè÷íûå ôàêòîðèçàöèè äèñêðåò-
íîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà

L + AA+ = BB+, ãäå A = a + bT, B = c + dT (2.9)

è ïóñòü ââåäåíû ïåðåìåííûå xn := a2
n, yn := b2

n, un := c2
n, vn := d2

n. Òîãäà
êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ îäíîé ôàêòîðèçàöèè îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâà-
þòñÿ ïî êîýôôèöèåíòàì äðóãîé ôàêòîðèçàöèè ïî ôîðìóëàì

un = xn + c

n∏
k=1

xk

(
y0−c

(
1+

n−1∑
k=1

k∏
i=1

xi
yi

))
n−1∏
k=1

yk

vn = yn − c

n∏
k=1

xk

(
y0−c

(
1+

n−1∑
k=1

k∏
i=1

xi
yi

))
n−1∏
k=1

yk

, n > 0 (2.10)

ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû c := u0 − x0; ïðè ýòîì v0 = y0 − c.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì ñîîòíîøåíèÿ (2.10) ïî èíäóêöèè; ïîñêîëüêó îïåðàòîðíîå ðàâåí-

ñòâî (2.9), áóäó÷è ïåðåïèñàííûì â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ, ïðèíèìàåò âèä
{

un + vn = xn + yn

unvn−1 = xnyn−1
, n ∈ Z,

áàçà èíäóêöèè n = 1 î÷åâèäíà. Ïóñòü òåïåðü âåëè÷èíû un è vn íàéäåíû ïî
ôîðìóëàì (2.10) äëÿ íåêîòîðîãî n; òîãäà

un+1 =
xn+1yn

vn
= xn+1

yn

vn
=

= xn+1


1 +

c ·
n∏

k=1
xk

(
y0 − c

(
1 +

n−1∑
k=1

k∏
i=1

xi

yi

))
n∏

k=1
yk − c ·

n∏
k=1

xk


 =

= xn+1 + c

n+1∏
k=1

xk

(
y0 − c

(
1 +

n−1∑
k=1

k∏
i=1

xi

yi
+ x1···xn

y1···yn

))
n∏

k=1
yk

=

= xn+1 + c

n+1∏
k=1

xk

(
y0 − c

(
1 +

n∑
k=1

k∏
i=1

xi

yi

))
n∏

k=1
yk

,

vn+1 = xn+1 + yn+1 − un+1 = yn+1 − c

n+1∏
k=1

xk

(
y0 − c

(
1 +

n∑
k=1

k∏
i=1

xi

yi

))
n∏

k=1
yk

.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìåííûå un è vn îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî çíà÷å-
íèÿì ïåðåìåííûõ xn è yn ñ òî÷íîñòüþ äî �êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ� c ïðè
n > 0, Q.e.d.

Çàìå÷àíèå 2.2 Ëåãêî âûâåñòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîäîáíûå (2.10), è äëÿ îòðèöà-
òåëüíûõ n, îäíàêî, ýòî íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîãî èíòåðåñà, ïîñêîëüêó, êàê ìû
ïîêàæåì íèæå, åñëè

∑r
j=1 αj 6= 0, òî ñèñòåìó (2.6) ìîæíî ðåàëèçîâàòü ëèøü

îïåðàòîðàìè, îïðåäåëåííûìè íà äèñêðåòíîé ïîëóïðÿìîé (áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà ïîëóïðÿìîé 0, 1, . . . ).
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Çàìå÷àíèå 2.3 Ìû ïîêàçàëè, ÷òî êàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, ðàññìîòðå-
íèå áîëåå îáùèõ öèêëè÷åñêèõ çàìûêàíèé (ò.å. åñëè íå òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ
ðàâåíñòâ aj+r = aj, bj+r = bj), êà÷åñòâåííî íå èçìåíÿþò ñèòóàöèþ: ðåøå-
íèÿ òàêîé ñèñòåìû ëåãêî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîé
îïåðàòîðû Lj è Lj+r ôàêòîðèçîâàíû îäèíàêîâî; ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû
âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü ðàâåíñòâà aj+r = aj, bj+r = bj âûïîëíåííûìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü öèêëè÷åñêóþ öåïî÷êó äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Äàð-
áó äëèíû r (ò.å. Lj+r = Lj äëÿ âñåõ j); ïóñòü êàê îáû÷íî α = α1+α2+· · ·+αr.
Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 2.3 Öèêëè÷åñêàÿ öåïî÷êà (2.7) íå èìååò ðåøåíèé, îïðåäå-
ëåííûõ íà âñåé öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå Z, åñëè α 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëîæåíèå âñåõ óðàâíåíèé ïåðâîãî òèïà â öèêëè÷åñêîé

öåïî÷êå (2.8) íåìåäëåííî äàåò �íåàâòîíîìíûé� ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû:
r∑

j=1

ηj(n) =
r∑

j=1

ηj(n− 1) + α; (2.11)

ïîýòîìó, ïðè α 6= 0 âåëè÷èíà
∑r

j=1 ηj(n) ñòðåìèòñÿ ê −∞ ëèáî ïðè n → +∞,
ëèáî ïðè n → −∞ â çàâèñèìîñòè îò çíàêà α. Íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
èñõîäíîé ñèñòåìû (2.7) íåîáõîäèìà ïîëîæèòåëüíîñòü âñåõ ξj è ηj â êàæäîé
òî÷êå öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå öèêëè÷åñêîé äèñ-
êðåòíîé îäåâàþùåé öåïî÷êè, îïðåäåëåííîå íà Z, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ëèøü
ïðè α = 0, Q.e.d.

Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [33], ïðåäïðèìåì ïîïûòêó ðåàëèçîâàòü öèêëè÷å-
ñêóþ öåïî÷êó Äàðáó ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè íà äèñêðåòíîé �ïîëóïðÿìîé�
N, ò.å. áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü òàêèå êâàäðàòè÷íî-ñóììèðóåìûå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè y, ó êîòîðûõ y(n) = 0 ïðè n 6 0. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
aj(n) = bj(n) = 0 ïðè n 6 0 äëÿ âñåõ j.

Ïðåäëîæåíèå 2.4 Öèêëè÷åñêàÿ öåïî÷êà (2.7) äëèíû r èìååò 2r-ïàðàìå-
òðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé íà ïîëóðåøåòêå N, åñëè αj > 0 äëÿ âñåõ
j = 1, . . . , r. Ïðè ýòîì âñå ðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû íå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè-
÷åííûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü âûáðàíû íåêîòîðûå íà÷àëüíûå äàííûå ξj(1) = a2

j(1), ηj = b2
j(1),

ãäå j = 1, . . . , r. Íàéäåì ñïåðâà ïðîñòîå óñëîâèå íà íèõ, êîòîðîå ÿâëÿåò-
ñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèÿ íà âñþ �ïîëóïðÿìóþ� N. Èç
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óðàâíåíèé (2.8) íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî

ξj(n) =
ξj−1(n− 1)ηj−1(n− 1)

ηj(n− 1)

ηj(n) = −ξj−1(n− 1)ηj−1(n− 1)

ηj(n− 1)
+

ξj−2(n− 1)ηj−2(n− 1)

ηj−1(n− 1)
+ ηj−1 + αj

(2.12)

äëÿ âñåõ j = 1, . . . , r. Çàìåòèì, ÷òî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ηj(n − 1) >
ξj−1(n− 1) äëÿ êàæäîãî j, òî â ñèëó ÿâíûõ ôîðìóë (2.12)

ηj(n)− ξj−1(n) = −ξj−1(n− 1)ηj−1(n− 1)

ηj(n− 1)
+

ξj−2(n− 1)ηj−2(n− 1)

ηj−1(n− 1)
+

+ ηj−1(n− 1) + αj − ξj−2(n− 1)ηj−2(n− 1)

ηj−1(n− 1)
=

=
ηj−1(n− 1) (ηj(n− 1)− ξj−1(n− 1))

ηj(n− 1)
+ αj > 0;

ïîýòîìó âûïîëíåíèå óñëîâèé ηj(1) > ξj−1(1) äëÿ âñåõ j ∈ Zr íà íà÷àëüíûå
äàííûå ãàðàíòèðóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà ηj(n) > ξj−1(n) äëÿ êàæäîãî
íàòóðàëüíîãî n. À â ñèëó ÿâíûõ ôîðìóë (2.8) âûïîëíåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà,
â ñâîþ î÷åðåäü, îáåñïå÷èâàåò ïîëîæèòåëüíîñòü âñåõ ηj (à, çíà÷èò, è âñåõ ξj)
âî âñåõ òî÷êàõ ïîëóðåøåòêè N. Òàêèì îáðàçîì, r íåðàâåíñòâ

ηj(1) > ξj−1(1)

âûñåêàþò â ïðîñòðàíñòâå R2r íà÷àëüíûõ äàííûõ áåñêîíå÷íóþ ïîëèýäðàëüíóþ
îáëàñòü, òàêóþ, ÷òî ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (2.7), ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé
òî÷êå, ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïîëóïðÿìóþ N.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.7). Ïîñêîëüêó â ñè-
ëó (2.11) âåëè÷èíà

∑r
j=1 ηj(n) ëèíåéíî ðàñòåò ñ ðîñòîì n, èñõîäíàÿ ñèñòåìà

íå èìååò îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé, Q.e.d.

Çàìå÷àíèå 2.4 Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñèòóàöèÿ ñ äèñêðåòíîé öèêëè÷åñêîé öå-
ïî÷êîé Äàðáó ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ñèòóàöèè ñ ðàçíîñòíûì ãàðìîíè÷åñêèì
îñöèëëÿòîðîì, îïèñàííîé â ïàðàãðàôå 2.1. Äåéñòâèòåëüíî, êàê è â ïðîñòåé-
øåì ñëó÷àå r = 1, â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå öåïî÷-
êè, îïðåäåëåííîå íà âñåõ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå, åñëè âñå çíà÷åíèÿ èçîñïåê-
òðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè. Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå ñóùå-
ñòâóåò 2r-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî íåîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé, îïðåäåëåí-
íûõ íà äèñêðåòíîé �ïîëóïðÿìîé� (î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âñå αj îòðèöàòåëüíû,
òî ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå íà îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè ðåøåòêè Z). Òîò ôàêò,
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÷òî âñå ðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû íåîãðàíè÷åíû òàêæå íåóäèâèòåëåí, ïîñêîëüêó
èñõîäíîå îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî (2.6) îïðåäåëÿåò ôîðìàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèé
ñïåêòð îïåðàòîðîâ öåïî÷êè, êîòîðûå íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Çàìå÷àíèå 2.5 Â ðàáîòå Ñïèðèäîíîâà, Âèíå è Æåäàíîâà [37] áûëî ðàñ-
ñìîòðåíî íåêîòîðîå ñïåöèàëüíîå (ñì. çàìå÷àíèå 1.9) çàìûêàíèå äèñêðåòíîé
îäåâàþùåé öåïî÷êè ïðè r = 4 è ïîêàçàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìîâ Õàíà
ìîæíî ïîñòðîèòü ÷àñòíîå ðåøåíèå òàêîé öèêëè÷åñêîé öåïî÷êè. Îäíàêî, íè-
êàêèõ îáùèõ óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ öåïî÷åê ïðîèçâîëüíîé
äëèíû â ýòîé ðàáîòå íå äåëàëîñü.

2.2.2 Ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû
Ïðè èçó÷åíèè òîé èëè èíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áîëüøîé
óäà÷åé ìîæíî ñ÷èòàòü âîçìîæíîñòü çàïèñàòü åå â ôîðìå Ëàêñà; õîðîøî èç-
âåñòíû ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà äëÿ ìíîãèõ óæå óñïåâøèõ ñòàòü êëàññè÷åñêèìè
ñèñòåì (òàêèõ êàê óðàâíåíèå ÊäÔ èëè öåïî÷êà Òîäû); â ïàðàãðàôå (1.2.6) áû-
ëî ïðåäúÿâëåíî ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà, âïåðâûå ïîñòðîåííîå â ðàáîòå Øàáàòà
è ßìèëîâà [20]. Åñòåñòâåííûì àíàëîãîì òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðàçíîñò-
íûõ ñèñòåì ìîæíî ñ÷èòàòü òàê íàçûâàåìîå ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû.

Îïðåäåëåííóþ âûøå äèñêðåòíóþ îäåâàþùóþ öåïî÷êó ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé äèñêðåòíîé ñèñòåìû íà ãðàôå (â òåðìèíîëîãèè
ðàáîòû [27]). Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå C0 ∪ C1 ∪ C2
îðèåíòèðóåìîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè Γ è êàæäîé âåðøèíå v ∈ C1 (ò.å.
íóëüìåðíîé êëåòêå) ïðèïèøåì �ïîëå� X(v) (ò.å. ïåðåìåííóþ, êîòîðóþ, âî-
îáùå ãîâîðÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü ýëåìåíòîì íåêîòîðîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ãðàôå C1 çàäàíà äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà, åñëè êàæäîé
äâóìåðíîé êëåòêå C = v1v2 . . . vp ∈ C2 ñîïîñòàâëåíî íåêîòîðîå óðàâíåíèå
FC(X(v1), X(v2), . . . , X(vp)) = 0, ñâÿçûâàþùåå ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì
âåðøèíàì êëåòêè C.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ äèñêðåòíàÿ îäåâàþùàÿ öåïî÷êà äëèíû r
â òàêîé ïîñòàíîâêå îêàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìîé íà öèëèíäðå; ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ãðàô ïîëó÷àåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé ïëîñêîé äâóìåðíîé ïðÿìîóãîëü-
íîé ðåøåòêè, ïîðîæäåííîé êîîðäèíàòíûìè âåêòîðàìè e1 è e2, ïî îäíîìåðíîé
ïîäðåøåòêå, çàäàâàåìîé âåêòîðîì r · e2, âñå äâóìåðíûå êëåòêè ÿâëÿþòñÿ ÷å-
òûðåõóãîëüíèêàìè è êàæäîé âåðøèíå vj,n ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð (ξj(n), ηj(n)).

Ñëåäóÿ ðàáîòå [27] äàäèì âàæíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà íà ãðàôå äî-
ïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû, åñëè êàæäîìó îðèåíòèðîâàííîìó
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ðåáðó vivk ∈ C1 ñîïîñòàâëåíà ìàòðèöà Vik ∈ GLm(C) äëÿ íåêîòîðîãî m > 1
òàê, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Vki = V −1
ik äëÿ êàæäîãî ðåáðà vivk ∈ C1;

2. äëÿ êàæäîé äâóìåðíîé êëåòêè C = v1v2 . . . vp ∈ C2 ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî

V12V23 · · · · · Vp−1,pVp1 = I, (2.13)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, âûïîëíåíî òîæäåñòâåííî â ñèëó óðàâíåíèÿ

FC(X(v1), X(v2), . . . X(vp)) = 0.

Çàìå÷àíèå 2.6 Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå (2.13) îáåñïå÷èâàåò òðèâèàëü-
íîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö Vik ïðè îáõîäå âäîëü ëþáîãî 1-öèêëà â Γ, ãîìî-
ëîãè÷íîãî íóëþ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû çàâèñèò îò ïàðà-
ìåòðà λ, åñëè âñå ìàòðèöû Vik çàâèñÿò îò λ.

Òåîðåìà 2.1 Öèêëè÷åñêàÿ äèñêðåòíàÿ îäåâàþùàÿ öåïî÷êà (2.8) äëèíû r
äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà, ïðè
ëþáîì r, åñëè α = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåí-

íûì äèñêðåòíûì àíàëîãîì ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà, åãî ïîñòðîåíèå äëÿ äèñêðåò-
íîé îäåâàþùåé öåïî÷êè àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà äëÿ åå
íåïðåðûâíîãî àíàëîãà, ò.å. îäåâàþùåé öåïî÷êè Âåñåëîâà�Øàáàòà. Äåéñòâè-
òåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýòèõ îïåðà-
òîðîâ, ñâÿçàííûõ äèñêðåòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Äàðáó:

Ljψj = λjψj, ψj+1 = A+
j ψj, j = 1, 2, . . . .

Òîãäà ñîãëàñíî (1.3) λj+1 = λj + αj äëÿ êàæäîãî j; ââåäåì ñïåêòðàëüíûé
ïàðàìåòð λ := λ1.

Îïðåäåëèì âåêòîð

Ψj :=

(
T−1ψj

ψj

)
, j = 1, 2, . . . ;

òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

Tψj = −ajT
−1(bj)

T (aj)bj
T−1ψj −

a2
j + b2

j − βj − λ

T (aj)bj
ψj
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ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âåêòîðíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

TΨj = UjΨj, ãäå Uj :=




0 1

−ajT
−1(bj)

T (aj)bj

βj + λ− a2
j − b2

j

T (aj)bj


 ,

ãäå βj := α1 + α2 + · · · + αj. Ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó ψj 7→ ψj+1 òàêæå ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âåêòîðíîì âèäå:

Ψj+1 = WjΨj, ãäå Wj =




βj + λ− T−1(b2
j)

T−1(aj)
−ajT

−1(bj)

T−1(aj)
T−1(bj) aj


 .

Ïóñòü ψ1 � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà
L1ψ1 = λ; òîãäà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà Ψj, ïîñòðîåííîãî èç âåêòî-
ðà Ψ1 ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó, î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

T (Ψj+1) = T (WjΨj) = T (Wj)T (Ψj) = T (Wj)UjΨj.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

T (Ψj+1) = Uj+1Ψj+1 = Uj+1WjΨj;

òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ðåøåíèÿ ψ1 äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . .
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

T (Wj)Uj = Uj+1Wj. (2.14)
Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà (ïåðåìíîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö) ïîêàçûâàåò, ÷òî
ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ (2.14) âûïîëíåíû â ñèëó óðàâíåíèé äèñêðåòíîé îäå-
âàþùåé öåïî÷êè. Ïîýòîìó, åñëè ñîïîñòàâèòü ìàòðèöó Uj îðèåíòèðîâàííîìó
ðåáðó vj,nvj,n+1 öèëèíäðè÷åñêîé ðåøåòêè, à ìàòðèöó Wj � ðåáðó vj,vvj+1,n, òî
óñëîâèå (2.14) áóäåò çàäàâàòü ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû, çàâèñÿùåå
îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ, äëÿ äèñêðåòíîé îäåâàþùåé öåïî÷êè. Òðåáî-
âàíèå α = 0 îáåñïå÷èâàåò ñîãëàñîâàííîñòü òàêîãî ñîïîñòàâëåíèÿ ïðè ñêëåéêå
v1,n ≡ vr+1,1, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì Ur+1 = U1 äëÿ âñåõ n. Ïîýòîìó ïðè α = 0
ðàâåíñòâî (2.14) çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ öèêëè÷åñêîé
öåïî÷êè, Q.e.d.

Çàìå÷àíèå 2.7 Îïèñàííîå âûøå ïîñòðîåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðè-
âèçíû äëÿ öèêëè÷åñêîé äèñêðåòíîé îäåâàþùåé öåïî÷êè ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëü-
íûì â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ïðåäúÿâëåííûå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû (2.1)
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ìàòðèöû Wj è Uj âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè (2.14) äåéñòâèòåëüíî çàäàþò ïðåä-
ñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (2.1) äëÿ ðàçíîñòíîé ñè-
ñòåìû (2.8), ãäå ïîëîæåíî aj(n) :=

√
ξj(n), bj(n) :=

√
ηj(n). Îäíàêî, ìû

ïîêà íå ïðèâåëè íèêàêèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïîëîæèòåëüíîñòè ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (2.8) ïðè α = 0 íà âñåé �ïðÿìîé� Z; òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííîå
ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåñòàòü áûòü âå-
ùåñòâåííûì, õîòÿ èçíà÷àëüíàÿ ïðèðîäà çàäà÷è (öåïî÷êà äèñêðåòíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé Äàðáó) ïîäðàçóìåâàåò âåùåñòâåííîñòü âñåõ êîýôôèöèåíòîâ îïå-
ðàòîðîâ öåïî÷êè.

Òåì íå ìåíåå, ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëîæèòåëüíîå ðå-
øåíèå ñèñòåìû (2.8) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

α1, α2, . . . , αr−1, αr = −(α1 + α2 + · · ·+ αr−1)

îáíàðóæèòü äîâîëüíî ëåãêî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü òàêèå íà÷àëüíûå
äàííûå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

ηj(0) À ξi(0) À |αk|

äëÿ âñåõ i, j, k.

Ïåðåïèøåì òåïåðü óðàâíåíèÿ (2.14) â âèäå T (Wj) = Uj+1WjU
−1
j ; ïåðå-

ìíîæàÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , r è ïîëüçóÿñü óñëîâèåì
öèêëè÷íîñòè, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ

T (W (λ)) = U1W (λ)U−1
1 , (2.15)

ãäå W (λ) := WrWr−1 · · ·W1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñèëó ðàâåíñòâà (2.15) âå-
ëè÷èíû tr (W (λ)), tr

(
W 2(λ)

)
,. . . èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñäâèãà ïî n, ò.å.

ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè äëÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ öèêëè÷åñêîé
äèñêðåòíîé îäåâàþùåé öåïî÷êè:

tr (W (λ)) = I1,0 + I1,1λ + · · ·+ I1,rλ
r

tr
(
W 2(λ)

)
= I2,0 + I2,1λ + · · ·+ I2,2rλ

2r

. . .
. (2.16)

Çàìå÷àíèå 2.8 Â êà÷åñòâå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ
öèêëè÷åñêîé äèñêðåòíîé îäåâàþùåé öåïî÷êè òàêæå ìîæíî áûëî áû èñïîëüçî-
âàòü ôóíêöèþ det (W (λ)); îäíàêî, ýòà ôóíêöèÿ íå äàåò íèêàêîé íåòðèâèàëü-
íîé èíôîðìàöèè î äèíàìèêå, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû òàêîãî ìíîãî÷ëåíà
çàâèñÿò ëèøü îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ αj è íå èçìåíÿþòñÿ ïðè èçìåíåíèè
íà÷àëüíûõ äàííûõ.
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Çàìå÷àíèå 2.9 Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ïðè α = 0 ñèñòåìà (2.8) ïðîèçâîëü-
íîé äëèíû èìååò îäèí î÷åâèäíûé èíòåãðàë: âåëè÷èíà J1 :=

∑r
j=1 ηj(n) íå

çàâèñèò îò äèñêðåòíîãî âðåìåíè n, ÷òî âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç âèäà
óðàâíåíèé (2.8). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ tr (W (λ)) òàê-
æå çàäàåò ýòîò èíòåãðàë:

I1,r =

(
r∑

j=1

ηj(n)

)−1/2

äëÿ ëþáîãî r. Êðîìå ýòîãî óðàâíåíèÿ (2.8) ïðè ëþáîì r îáëàäàþò åùå îä-
íèì òàêèì æå çàìåòíûì èíòåãðàëîì J2 :=

∏r
j=1 ξj(n), êîòîðûé òàêæå ìîæåò

áûòü ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè tr (W (λ)): åãî ìîæíî âû-
ðàçèòü (íî óæå íå ñòîëü ïðîñòî) ÷åðåç êîýôôèöèåíòû I1,r è I1,r−1. Îäíàêî,
êðîìå ýòèõ î÷åâèäíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè (2.16) äà-
þò åùå è íåòðèâèàëüíûå êîíñòàíòû äâèæåíèÿ, êîòîðûå áóäóò ïðåäúÿâëåíû
â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

2.2.3 Çàìûêàíèÿ ìàëîé äëèíû ïðè α = 0

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêóþ äèñêðåòíóþ îäåâàþùóþ öåïî÷-
êó äëèíû 1. Ïîëîæèì ξ(n) ≡ ξ1(n), η(n) ≡ η1(n); òîãäà óðàâíåíèÿ (2.8)
ïðèíèìàþò âèä

η(n) = η(n− 1), ξ(n) = ξ(n− 1),

ò.å. ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íåóäèâèòåëüíî, ïî-
ñêîëüêó íàëè÷èå äâóõ íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ, çàäàâàåìûõ àëãåáðàè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè (ñì. çàìå÷àíèå 2.9), äåëàåò äèíàìèêó íà ïëîñêîñòè òðèâèàëüíîé
èëè ïåðèîäè÷åñêîé.

Áîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé öåïî÷êè äëèíû r = 2. Â ýòîì ñëó÷àå
ñèñòåìà (2.8) ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ íåèçâåñò-
íûõ ôóíêöèé. Èíòåãðàëû

η1(n) + η2(n) = c, ξ1(n)ξ2(n) = d

ïîçâîëÿþò èñêëþ÷èòü ïåðåìåííûå ξ2 è η2. Òîãäà èòåðàöèè îòîáðàæåíèÿ F :
(ξ1(n − 1), η1(n − 1)) 7→ (ξ1(n), η1(n)) íà îñòàâøèåñÿ ïåðåìåííûå çàäàþòñÿ
ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

ξ1(n) =
d

ξ1(n− 1)η1(n− 1)
(c−η1(n−1)), η1(n) =

d

ξ1(n)
−ξ1(n)+c−η1(n−1)+α1.

(2.17)
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Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåãðàë I1,2, çàäàâàåìûé ïðåäñòàâëåíèåì
íóëåâîé êðèâèçíû ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé êîíñòàíòå äâèæåíèÿ:

J3 := η1(n)η2(n)− (ξ1(n)η1(n) + ξ2(n)η2(n))− α1η2(n) = p

(âûðàæåíèå äëÿ I1,2 íåñêîëüêî ñëîæíåå, îäíàêî, íàëè÷èå èíòåãðàëîâ J1 è
J2 ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè åãî ê òàêîìó âèäó). Ïîýòîìó îñòàâøèåñÿ ïåðåìåííûå
ξ1(n) è η1(n) ïðè âñåõ öåëûõ n äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

(c− η1(n))(η1(n)− β)− d(c− η1(n))

ξ1(n)
− ξ1(n)η1(n) = p,

ãäå c, d, p � êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå íà÷àëüíûìè äàííûìè à β := α1. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè ïðîåêöèè âñåãî ïðîñòðàíñòâà R4 íà ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ ξ1 è
η1 äèíàìèêà ïðîèñõîäèò íà êðèâîé, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì

(c− y)

(
y − d

x
− β

)
− xy = p, (2.18)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæåíî x := ξ1, y := η1.

Ïðåäëîæåíèå 2.5 Âíóòðè êîîðäèíàòíûõ êâàäðàíòîâ â ïðîñòðàíñòâå R4

ïåðåìåííûõ ξ1, ξ2, η1, η2 èíòåãðàëû J1, J2 è J3 çàâèñèìû â íåïîäâèæíûõ
ñèñòåìû (2.8) è òîëüêî â íèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðÿìîé ïðîâåðêå: 3 × 3-ìèíîðû ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé ìàòðèöû ßêîáè èìåþò âèä

M1 = M2 = ξ2η2 − ξ1η1,

M3 = ξ2(η1 + ξ1 − η2 − ξ2 − α), M4 = ξ1(η1 + ξ1 − η2 − ξ2 − α).

Ïîýòîìó âíóòðè êîîðäèíàòíûõ êâàäðàíòîâ èíòåãðàëû çàâèñèìû åñëè è òîëü-
êî åñëè

ξ1η1 = ξ2η2, ξ1 + η1 = ξ2 + η2 + α,

÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèÿìè íåïîäâèæíîé òî÷êè äëÿ ñèñòåìû (2.8),
Q.e.d.

Íàëè÷èå èíòåãðàëîâ J1, J2 è J3 ïîçâîëÿåò íàéòè óñëîâèÿ, äîñòàòî÷íûå
äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.8) ïðè r = 2.

Ïðåäëîæåíèå 2.6 Ïðè ëþáûõ α1 > 0 è α2 = −α1 ñèñòåìà (2.8) èìååò ÷å-
òûðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé, ïîëîæèòåëüíûõ âî âñåõ öåëûõ
òî÷êàõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå β := α1. Âûáåðåì ïðîèç-

âîëüíóþ ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó d è ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó c, óäîâëå-
òâîðÿþùóþ óñëîâèþ c > β. Òîãäà, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, äëÿ ïîëîæèòåëü-
íîñòè âñåõ ÷åòûðåõ ôóíêöèé, ó÷àñòâóþùèõ â ñèñòåìå (2.8), äîñòàòî÷íî âû-
ïîëíåíèÿ óñëîâèé ξ1(n) > 0, c > η1(n) > 0 äëÿ âñåõ öåëûõ n. Îáîçíà÷èì çà
D îáëàñòü â ïåðâîì êîîðäèíàòíîì êâàäðàíòå, çàäàâàåìóþ óñëîâèåì

d

x
+ β < y < c;

ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî åñëè âçÿòü c äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òî â D íàéäåòñÿ
ïîäîáëàñòü D′ ⊂ D, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê (x, y), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû íåðà-
âåíñòâà

c− y > y, y − d

x
− β > x

(ñì. ðèñ. 2.1). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (x0, y0) ∈ D′ ñïðàâåäëèâî ñëå-
äóþùåå íåðàâåíñòâî:

p := (c− y0)

(
y0 − d

x0
− β

)
− x0y0 > y0x0 − x0y0 > 0.

Ïóñòü x1 := ξ1(1), y1 := η1(1) � êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.8), ñîîò-
âåòñòâóþùåãî íà÷àëüíûì äàííûì ξ1(0) = x0, η1(0) = y0. Íàéäåì óñëîâèÿ íà
(x0, y0), äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà (x1, y1) ïîïàëà â îáëàñòü D, ò.å.
÷òîáû áûëî âûïîëíåíû óñëîâèå d/x1 + β < y1 < c. Âûðàæàÿ x1 è y1 ÷åðåç x0
è y0 ñ ïîìîùüþ ÿâíûõ ôîðìóë (2.17) èìååì:

x1 =
d

x0y0
(c− y0), y1 =

d

x1
− x1 + c− x0 + β =

d

x1
+ β + (c− x0 − x1).

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ áóäóò âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

0 < c− (x0 + x1),
d

x1
+ β − x0 − x1 < 0. (2.19)

Îáëàñòü D′ îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïðÿìîé y = c/2, à ñíèçó � ãèïåðáîëîé
y = d/x + β + x; î÷åâèäíî, ÷òî âñÿ ýòà îáëàñòü íàõîäèòñÿ ëåâåå ïðÿìîé
x = c/2 (ñì. ðèñ. 2.1). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îðäèíà-
òû â çàìûêàíèè îáëàñòè D′ äîñòèãàåòñÿ ïðè x =

√
d è îíî ðàâíî 2

√
d + β;
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Ðèñ. 2.1: Îáëàñòè D, D′, D′′ è ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà γ êðèâîé (2.18).

ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû îáëàñòü D′ áûëà íåïóñòîé, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü
âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

2
√

d + β < c/2 ⇐⇒ 0 < d <

(
c− 2β

2

)2

. (2.20)

Âòîðîå èç íåðàâåíñòâ (2.19) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå
x0y0

c− y0
+ β − x1 − x0 < 0;

íî ïîñêîëüêó äëÿ òî÷åê îáëàñòè D′ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî y < c − y, äî-
ñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî β − x1 < 0. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ x1, ïðèõîäèì
ê ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó:

y0 <
d(c− x0)

βx0
;

íî ôóíêöèÿ d(c−x)
βx óáûâàåò íà îòðåçêå [0, c/2] è â òî÷êå c/2 ïðèíèìàåò çíà÷å-

íèå d/β. Ïîýòîìó, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå
d

β
>

c

2
(2.21)

òî äëÿ âñåõ òî÷åê îáëàñòè D′ âòîðîå èç íåðàâåíñòâ (2.19) îêàçûâàåòñÿ âûïîë-
íåííûì.
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Íåðàâåíñòâà (2.20) è (2.21) äîëæíû áûòü âûïîëíåíû îäíîâðåìåííî, ÷òî
âîçìîæíî ëèøü åñëè

βc

2
<

(
c− 2β

2

)2

;

ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó íåðàâåíñòâó t2 − 6t + 4 > 0
íà âåëè÷èíó t := c/β, ò.å. ïðè c > (3 +

√
5)β òðåáîâàíèÿ (2.20) è (2.21)

îêàçûâàþòñÿ ñîâìåñòíûìè.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (2.19) áóäåò âûïîëíåíî äëÿ

âñåõ òî÷åê ïîäîáëàñòè D′′ ⊂ D′, âûäåëÿåìîé óñëîâèåì x >
√

d. Äåéñòâèòåëü-
íî, ýòî íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

cx0y0 − x2
0y0 − dc + dy0

x0y0
> 0,

ò.å. òî÷êà (x0, y0) äîëæíà íàõîäèòüñÿ íàä êðèâîé y = dc
cx+d−x2 . Ýòà êðèâàÿ

èìååò äâå âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû, îäíà èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ëåâåå îñè
îðäèíàò, à äðóãàÿ � ïðàâåå ïðÿìîé x = c; ïîýòîìó íà îòðåçêå [0, c/2] ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ óáûâàåò (ñì. ðèñ. 2.1). Çàìåòèì, ÷òî åå çíà÷åíèå ïðè
x =

√
d ðàâíî

√
d, ò.å. âñÿ îáëàñòü D′′ îêàçûâàåòñÿ âûøå ýòîé êðèâîé, ïî-

ñêîëüêó ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îðäèíàòû äëÿ òî÷åê çàìûêàíèÿ ýòîé îáëàñòè
äîñòèãàåòñÿ èìåííî ïðè x =

√
d è îíî ðàâíî 2

√
d + β >

√
d.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè c > (3 +
√

5)β, à ïàðàìåòð d óäî-
âëåòâîðÿåò äâîéíîìó íåðàâåíñòâó

βc

2
< d <

(
c− 2β

2

)2

,

òî äëÿ âñåõ òî÷åê (x0, y0) ∈ D′′ òî÷êà (x1, y1) ïîïàäåò â îáëàñòü D.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó êðèâîé (2.18), ñîäåðæàùóþ òî÷êó

(x0, y0), è ïîêàæåì, ÷òî îíà íå ìîæåò âûéòè çà ïðåäåëû îáëàñòè D. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå (x̂, ŷ) ∈ γ êðèâàÿ âûøëà íà
ãðàíèöó îáëàñòè D. Òîãäà ëèáî c− ŷ = 0, ëèáî ŷ − d/ŷ − β = 0; îí â ëþáîì
èç ýòèõ ñëó÷àåâ

0 = (c− ŷ)

(
y − d

x̂
− β

)
= p + x̂ŷ,

÷òî íåâîçìîæíî, èáî p > 0 è ãðàíèöà îáëàñòè D ëåæèò à ïåðâîé êîîðäèíàòíîé
÷åòâåðòè.

Óðàâíåíèå êðèâîé (2.18) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî y, ïîýòîìó,
ðåøàÿ åãî, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

y =
−x2 + (c + β)x + d±

√
P (x)

2x
, (2.22)
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ãäå P (x) := (x2 − (c + β)x − d)2 − 4x(px + dc + cβx). Ïîñêîëüêó P � ìíî-
ãî÷ëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ x êîðåíü â âûðàæåíèè (2.22) îïðåäåëåí è,
êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ β, c, d, p,
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ x îáå âåòâè êðèâîé (2.22)
íàõîäÿòñÿ íèæå îñè àáñöèññ. Ïîýòîìó ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà +∞ êðèâîé (2.18)
(îáîçíà÷èì åå γ+) íå ìîæåò èìåòü îáùèõ òî÷åê ñ îáëàñòüþ D, à ñâÿçíàÿ êîì-
ïîíåíòà γ � îãðàíè÷åíà.

Ìíîãî÷ëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì
èìååò íå áîëåå òðåõ èíòåðâàëîâ ïîëîæèòåëüíîñòè, äâà èç êîòîðûõ áåñêîíå÷-
íû. Òîìó èç íèõ, êîòîðûé óõîäèò íà +∞ ñîîòâåòñòâóåò ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà
γ+; çàìêíóòàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà γ ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íîìó
ïðîìåæóòêó (êîòîðûé èìååòñÿ â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ γ è íàõîäèòñÿ ïðàâåå
òî÷êè x = 0). Íî åñòü åùå è òðåòèé ïðîìåæóòîê ïîëîæèòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà
P , óõîäÿùèé íà −∞; çàìåòèì, ÷òî P (0) = d2 > 0, ò.å. ýòîò ïðîìåæóòîê ñîäåð-
æèò òî÷êó x = 0. Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíÿ â âûðàæåíèè (2.22) ïðè x = 0
â äîñòàòî÷íî ìàëîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ äâóçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ (2.22)
îïðåäåëåíà (ýòà ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà ïðè x = 0), ò.å. ÷àñòü êðèâîé (2.18),
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëåâîìó èíòåðâàëó ïîëîæèòåëüíîñòè P ðàçáèâàåòñÿ íà òðè
ñâÿçíûõ êîìïîíåíòû: γ0, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ïðàâåå îñè îðäèíàò è äâå âåòâè,
íàõîäÿùèåñÿ ëåâåå îñè îðäèíàò è óõîäÿùèå íà −∞.

Î÷åâèäíî, ÷òî γ0 íå ìîæåò ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè îáëàñòè D, ïîñêîëüêó
â ýòîì ñëó÷àå îíà äîëæíà áûëà áû ïîëíîñòüþ ñîäåðæàòüñÿ òàì, ÷òî íåâåð-
íî. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñå÷åíèå êðèâîé (2.18) ñ îáëàñòüþ D ñîñòîèò èç îäíîé
ñâÿçíîé îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé êîìïîíåíòû γ. Ïîýòîìó, ïîñêîëüêó ïðè ïîä-
õîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ c è d òî÷êà M1 := (x1, y1) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè
D, îíà ïîïàäàåò íà ñâÿçíóþ γ (ò.ê. äèíàìèêà ïðîèñõîäèò íà êðèâîé (2.18)).
Êîîðäèíàòû òî÷êè M1 íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò êîîðäèíàò òî÷êè M0 := (x0, y0);
ïîýòîìó, åñëè íà÷àòü ñäâèãàòü íà÷àëüíûå äàííûå (ξ(0), η(0)) îò òî÷êè M0
â ñòîðîíó òî÷êè M1 âäîëü êðèâîé γ, òî÷êà (ξ(1), η(1)) áóäåò ïî-ïðåæíåìó
îñòàâàòüñÿ íà êðèâîé γ. Ñëåäîâàòåëüíî, êîãäà òî÷êà (ξ(0), η(0)) äîáåðåòñÿ
äî M1, òî÷êà (ξ(1), η(1)) ïîïàäåò â òî÷êó M2, ñîîòâåòñòâóþùóþ äâóì èòåðà-
öèÿì îòîáðàæåíèÿ F äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ (x0, y0). Òàê ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî ðåøåíèå (ξ1(n), η1(n)) èñõîäíîé ñèñòåìû (2.8) ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ
n îñòàåòñÿ íà êðèâîé γ; îáðàùåíèå ýòîãî ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî
âåðíî è äëÿ âñåõ îòðèöàòåëüíûõ n.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî α1 âûáðàòü çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ c è d, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèâåäåííûì âûøå óñëîâèÿì, òî
ðåøåíèå (ξ1(n), η1(n)), ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîèçâîëüíûì íà÷àëüíûì äàííûì
(x0, y0) èç îáëàñòè D′′ ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòü D äëÿ âñåõ öåëûõ n. À ýòî
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îçíà÷àåò, ÷òî, âî-ïåðâûõ ξ1 è η1 ïîëîæèòåëüíû âî âñåõ öåëûõ òî÷êàõ, à, âî-
âòîðûõ, ÷òî ξ2 è η2 � òàêæå ïîëîæèòåëüíû íà âñåé �ïðÿìîé� Z, ïîñêîëüêó
η2(n) = c−η1(n) > 0 äëÿ òî÷åê îáëàñòè D. Èòàê, ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå
÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.8)
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α1 > 0, Q.e.d.

Çàìå÷àíèå 2.10 Ïðåäëîæåíèå 2.6 îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè â åãî ôîð-
ìóëèðîâêå âìåñòî ïîëîæèòåëüíîãî α1 âçÿòü ïðîèçâîëüíîå îòðèöàòåëüíîå çíà-
÷åíèå. Òîãäà ïåðåìåííûå (ξ1, η1) è (ξ2, η2) ïðîñòî ïîìåíÿþòñÿ ðîëÿìè. Îòìå-
òèì òàêæå, ÷òî íåðàâåíñòâà íà ïàðàìåòðû c è d è íà÷àëüíûå äàííûå x0 è
y0, èñïîëüçîâàííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2.6 è ÿâëÿþùèåñÿ äî-
ñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ïîëîæèòåëüíîñòü ðåøåíèÿ íà âñåé öåëî÷èñëåííîé ðå-
øåòêå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè.

Â ñëó÷àå öåïî÷êè äëèíû r = 3 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ tr (W (λ)) äëÿ
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè ïî λ; åãî êîýôôè-
öèåíòû I1,3 è I1,2 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû J1 è J2, èíòåãðàë I1,1 ñâîäèòñÿ
ê íåòðèâèàëüíîé êîíñòàíòå äâèæåíèÿ

J3 : = (η1(n)η2(n) + η1(n)η3(n) + η2(n)η3(n))−
− (ξ1(n)η1(n) + ξ2(n)η2(n) + ξ3(n)η3(n))− α1η3(n)− α2(η1(n) + η3(n)).

Êîýôôèöèåíò I1,0 ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äàåò åùå áîëåå ãðîìîçäêîå âûðà-
æåíèå äëÿ èíòåãðàëà, êîòîðîå ìû íå áóäåì çäåñü ïðèâîäèòü. Îäíàêî, äëÿ
òîãî, ÷òîáû ñâåñòè äèíàìèêó ê íåêîòîðîé êðèâîé íåîáõîäèìà åùå îäíà íåçà-
âèñèìàÿ êîíñòàíòà äâèæåíèÿ, êîòîðóþ, âåðîÿòíî, ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàò-
ðèâàÿ êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà tr

(
W 2(λ)

)
(íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

êîýôôèöèåíòû I2,6, I2,5 è I2,4 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç J1 è J2). Íî ýòè êîýôôèöè-
åíòû äàþò åùå áîëåå ñëîæíûå âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ, òàê ÷òî, âèäèìî,
íåò îñíîâàíèé ïîëàãàòü, ÷òî, äàæå åñëè óäàñòñÿ íàéòè íåîáõîäèìîå êîëè÷å-
ñòâî íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äèñêðåòíîé îäåâàþùåé öåïî÷êè äëèíû
3, ýòè èíòåãðàëû ïîçâîëÿò èñêëþ÷èòü âñå ïåðåìåííûå êðîìå äâóõ è ñâåñòè
çàäà÷ó ê äèíàìèêå âäîëü íåêîòîðîé ïëîñêîé êðèâîé ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî
áûëî ñäåëàíî äëÿ öåïî÷êè äëèíû 2.

2.3 q-îñöèëëÿòîð
Íà ðóáåæå 80�90-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà â ëèòåðàòóðå (ãëàâíûì îáðàçîì, ôè-
çè÷åñêîé) ïîÿâèëîñü äîâîëüíî ìíîãî ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ îáñóæäåíèþ
�q-ñîîòíîøåíèÿ Ãåéçåíáåðãà�

L = AA+ − α = qA+A, (2.23)
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ãäå q 6= 1 � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ.
Ïî-âèäèìîìó, ïåðâûìè áûëè ðàáîòû Áèäåíõàðíà [26] è Ìàêôàðëýíà [31], ãäå
áûëà ïîñòðîåíà ðåàëèçàöèÿ êâàíòîâîé ãðóïïû SUq(2) ñ ïîìîùüþ äâóõ íåçà-
âèñèìûõ q-îñöèëëÿòîðîâ (2.23); â ðàáîòå Êóëèøà è Äàìàñêèíñêîãî [29] áû-
ëà ïðåäëîæåíà ðåàëèçàöèÿ êâàíòîâîé ãðóïïû SUq(1, 1) ñ ïîìîùüþ îäíîãî
q-îñöèëëÿòîðà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ q-îñöèëëÿòîðà êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (1.5)
ïðèíèìàþò âèä

[L,A]q−1 = −αA, [L,A+]q = qαA+,

ãäå [·, ·]q îáîçíà÷àåò �êâàíòîâûé� êîììóòàòîð: [X, Y ]q := XY − qY X .

2.3.1 Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà
Â ðàáîòàõ [26, 31, 29] áûë îïèñàí äèñêðåòíûé ñïåêòð (òî÷íåå, åãî ôîêîâñêàÿ
÷àñòü � ñì. çàìå÷àíèå 2.14 íèæå) q-îñöèëëÿòîðà. Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñî
ñëó÷àåì îáû÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, íåòðóäíî ïðîâåñòè äîêàçà-
òåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé.

Òåîðåìà 2.2 Äèñêðåòíûé ñïåêòð â èíòåðâàëå [0, αq
1−q) ïðîèçâîëüíîãî îïå-

ðàòîðà L â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñî-
îòíîøåíèþ (2.23) äëÿ íåêîòîðîãî α > 0, ñîñòîèò èç êâàíòîâîé àðèôìå-
òè÷åñêîé ïðîãðåññèè

λ0 = 0, λk = αq[k]q = αq
1− qk

1− q
, k = 1, 2, . . . (2.24)

Ïðè ýòîì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ψ0, îòâå÷àþùåå íàèìåíüøåìó ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λ0 = 0, íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

Aψ0 = 0, (2.25)

à îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ èç íåãî ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ A+:
ψk = (A+)kψ0, Lψk = λkψk. (2.26)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîð L îãðàíè÷åí, òî âåñü åãî äèñ-
êðåòíûé ñïåêòð èñ÷åðïûâàåòñÿ ñåðèåé (2.24) è, âîçìîæíî, òî÷êîé αq

1−q .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîêàæåì ñïåðâà, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L íåîòðèöà-

òåëüíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ψ � íåêîòîðûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ. Òîãäà

Lψ = λψ ⇐⇒ qA+Aψ = λψ;
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óìíîæàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà ψ, ïîëó÷àåì, ÷òî q‖Aψ‖2 = λ‖ψ‖2,
îòêóäà λ > 0. Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî ïðè ýòîì äîñòèãàåòñÿ åñëè è òîëüêî
åñëè Aψ = 0.

Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð A+ íå èìååò ÿäðà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð ψ, ÷òî A+ψ = 0, òî

Lψ = AA+ψ − αψ = −αψ,

ò.å. ψ ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ −α, ÷òî íåâîç-
ìîæíî. Ïîýòîìó, åñëè ψ � ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé λ, òî A+ψ
áóäåò òîæå ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì q(λ + α):

LA+ψ = qA+(AA+ψ) = qA+(L + α)ψ = q(λ + α)A+ψ.

Âîçüìåì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ψ0 è, ïðèìåíèâ ê íåìó îïåðàòîð ðîæäåíèÿ A+,
ïîëó÷èì ñîáñòâåííûé âåêòîð ñîîòâåòñòâóþùèé qα. Ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöåäóðó
(ïðîöåññ íå îñòàíîâèòñÿ, ïîñêîëüêó A+ íå èìååò ÿäðà), ïîëó÷èì êâàíòîâóþ
àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ (2.24) â ñïåêòðå q-îñöèëëÿòîðà.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ñîáñòâåííûé âåêòîð ψ íå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì
ñîñòîÿíèåì, òî Aψ òîæå áóäåò ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ

q + α:

LAψ = A(A+Aψ)− αAψ =
1

q
ALψ − αAψ =

(
λ

q
− α

)
Aψ.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íà èíòåðâàëå [0, αq
1−q) îïåðàòîð L íå èìååò äðóãèõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êðîìå (2.24). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü µ0 ∈
[0, αq

1−q) � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, íå ÿâëÿþùååñÿ ïðåäñòàâèòåëåì ñåðèè (2.24),
a ψ � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð. Òîãäà Aψ � ñîáñòâåííûé
âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé µ1 = µ0

q − α < µ0, A2ψ � ñîáñòâåííûé âåêòîð,
ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ µ2 = µ0−αq(1+q)

q2 < µ1 < µ0, è ò.ä.
Ïðè ýòîì

LAkψ = µkA
kψ, ãäå µk =

µ0 − αq 1−qk

1−q

qk
→ −∞ ïðè k → +∞,

÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé q-îñ-
öèëëÿòîðà. Ýòîò ïðîöåññ îáðûâàåòñÿ íà íåêîòîðîì øàãå ëèøü åñëè Akψ îêà-
çûâàåòñÿ îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì. Íî â ýòîì ñëó÷àå, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü,
µk = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî èçíà÷àëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå µ0 ïðèíàäëå-
æèò ñåðèè (2.24). Òàêèì îáðàçîì, äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà L íà èíòåð-
âàëå [0, αq

1−q) èñ÷åðïûâàåòñÿ êâàíòîâîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé (2.24).
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Ïóñòü òåïåðü îïåðàòîð L îãðàíè÷åí; ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ0 > αq
1−q � íåêî-

òîðîå åãî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à ψ � ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð.
Òîãäà Aψ � ñîáñòâåííûé âåêòîð (Aψ 6= 0 ò.ê. ψ íå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñîñòî-
ÿíèåì), ñîîòâåòñòâóþùèé µ1 = µ0

q − α > µ0; äàëåå, ñîáñòâåííûé âåêòîð A2ψ

ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ µ2 = µ0−αq(1+q)
q2 > µ1 > µ0, è ò.ä. Ïðè

ýòîì

LAkψ = µkA
kψ, ãäå µk =

µ0 − αq 1−qk

1−q

qk
→ +∞ ïðè k → +∞,

÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè q-îñöèëëÿòîðà. Ýòîò ïðîöåññ îáðûâà-
åòñÿ íà íåêîòîðîì øàãå ëèøü åñëè Akψ îêàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì. Íî
â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû çíàåì, µk = 0 � ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî µ0 > αq

1−q > 0.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà èíòåðâàë ( αq

1−q , +∞) íå ìîæåò
ñîäåðæàòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, Q.e.d.

Çàìå÷àíèå 2.11 Åñëè â ñîîòíîøåíèè (2.23) α < 0, a q > 1, òî òðèâèàëüíîé
çàìåíîé B = A+, β = −α/q, p = 1/q îíî ïðèâîäèòñÿ ê òîìó âèäó, êîòîðûé
èñïîëüçóåòñÿ â òåîðåìå. Ïîýòîìó, äëÿ ñëó÷àÿ α < 0, q > 1 òåîðåìà îñòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâîé, ñïåêòð èìååò âèä

λk = − α

qk
[k + 1]q =

α

qk

qk+1 − 1

1− q
, k = 0, 1, 2, . . .

è, î÷åâèäíî, ñîäåðæèòñÿ â èíòåðâàëå [−α, αq
1−q); îñíîâíîå ñîñòîÿíèå íàõîäèòñÿ

èç óñëîâèÿ A+ψ0 = 0, à ðîëü îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ èãðàåò îïåðàòîð A.

Çàìå÷àíèå 2.12 Ïðèâåäåííàÿ âûøå òåîðåìà îïèñûâàåò ôîðìàëüíî-àëãå-
áðàè÷åñêèé ñïåêòð q-îñöèëëÿòîðà, ò.å. åå äîêàçàòåëüñòâî íèêàêèì îáðàçîì
íå èñïîëüçóåò êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà (êàê è äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1 î ñïåêòðå îáû÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà).
Íî, â îòëè÷èè îò ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ñïåêòð (2.24) q-îñöèëëÿòîðà
îêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, ÷òî a priori íå èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ðåàëèçî-
âàòü îïåðàòîðíîå ñîîòíîøåíèå (2.23) îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè.

2.3.2 Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ q-îñöèëëÿòîðà
Êàê è â ñëó÷àå îáû÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (1.1), ñõåìà (2.25),(2.26)
íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ q-îñöèëëÿòîðà L, îïèñàííàÿ â òåîðåìå 2.2,
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ïîçâîëÿåò íàéòè èõ íîðìû íåçàâèñèìî îò êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ñîîòíîøå-
íèÿ (2.24). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì; ïîýòî-
ìó åãî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Áóäåì ñ÷èòàòü îñíîâ-
íîå ñîñòîÿíèå ïî íîðìå ðàâíûì åäèíèöå, ‖ψ0‖ = 1, è ââåäåì îáîçíà÷åíèå
ψ̃k := (A+)kψ0.

Ëåììà 2.1 Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíî-
øåíèå:

A(A+)k = qk(A+)kA + α
1− qk

1− q
(A+)k−1 = qk(A+)kA + [k]qα(A+)k−1. (2.27)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èñïîëüçóÿ k ðàç ïîäðÿä ðàâåíñòâî (2.23), íåìåäëåííî ïîëó÷àåì òðåáóåìîå:

A(A+)k = AA+(A+)k−1 = qA+A(A+)k−1 + α(A+)k−1 = q2(A+)2A(A+)k−2 +

+ αq(A+)k−1 + α(A+)k−1 = · · · = qk(A+)kA + α
1− qk

1− q
(A+)k−1,

Q.e.d.

Ïðåäëîæåíèå 2.7 Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

‖ψ̃k‖ =

√
(1− qk) (1− qk−1) . . . (1− q2)

(1− q)k−1 αk =
√

[k]q!αk, (2.28)

ãäå [k]q! îáîçíà÷àåò êâàíòîâûé ôàêòîðèàë.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Êàê è ïðåæäå

‖ψ̃‖2 = 〈ψ0, A
k(A+)kψ0〉. (2.29)

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

Ak(A+)kψ0 = αk

(
1− qk

) (
1− qk−1

)
. . .

(
1− q2

)
(1− q)

(1− q)k
ψ0. (2.30)

Áàçà èíäóêöèè òðèâèàëüíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ (2.23), ïî-
ñêîëüêó Aψ0 = 0. Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ k−1, òîãäà âîñïîëüçóåìñÿ
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èíäóêòèâíûì ïðåäëîæåíèåì è ôîðìóëîé (2.27):
Ak(A+)kψ0 = Ak−1(A(A+)k−1)A+ψ0 =

= Ak−1(qk−1(A+)k−1A + α
1− qk−1

1− q
(A+)k−2)A+ψ0 =

= qk−1Ak−1(A+)k−1(AA+ψ0) + α
1− qk−1

1− q
Ak−1(A+)k−1ψ0 =

= αqk−1Ak−1(A+)k−1ψ0 + α(1 + q + q2 · · ·+ qk−2)Ak−1(A+)k−1ψ0 =

= α
1− qk

1− q
Ak−1(A+)k−1ψ0 =

= αk

(
1− qk

) (
1− qk−1

)
. . .

(
1− q2

)
(1− q)

(1− q)k
ψ0.

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ðàâåíñòâî (2.30) â âûðàæåíèå äëÿ íîðìû (2.29), ïîëó÷àåì
ôîðìóëó (2.28), Q.e.d.

Íîðìèðóÿ ñèñòåìó {ψ̃k}, ïîëó÷àåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ

ψk :=
1√

[k]q!αk
(A+)kψ0

îïåðàòîðà L.

2.3.3 Êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
Â äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû îïèñàëè ôîðìàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèé äèñ-
êðåòíûé ñïåêòð q-îñöèëëÿòîðà (ò.å. äèñêðåòíûé ñïåêòð, îïðåäåëÿåìûé îïå-
ðàòîðíûì ñîîòíîøåíèåì è íå çàâèñÿùèé îò âûáîðà êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ) è ñòðóêòóðó ñîîòâåòñòâóþùèõ åìó ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé. Â ëèòåðà-
òóðå ñîäåðæèòñÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàòíûõ ïðåäñòàâëåíèé, êàæäîå
èç êîòîðûõ èíòåðåñíî ñî ñâîåé òî÷êè çðåíèÿ. Îáñóäèì íåêîòîðûå èç íèõ.
Çàìå÷àíèå 2.13 Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå
q-îñöèëëÿòîðà ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà A := ∂x + f , äåé-
ñòâóþùåãî íà ïðîñòðàíñòâå L2(R) íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó q-ñîîòíîøåíèå Ãåé-
çåíáåðãà (2.23) â ýòîì ñëó÷àå ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî äâóõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, ó îäíîãî èç êîòîðûõ ñòàðøèé êîýôôèöèåíò
ðàâåí −1, à ó äðóãîãî � −q.

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ q-îñöèëëÿòîðà ñ ïî-
ìîùüþ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ
A := a + bT, A+ = a + (T−1b)T−1, ãäå a = {a(n)}+∞

n=−∞, b = {b(n)}+∞
n=−∞,
(2.31)
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ãäå a(n), b(n) ∈ R\{0}, äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(Z), ãäå
T � ýëåìåíòàðíûé ñäâèã âïðàâî: (Tψ)(n) = ψ(n + 1). Òîãäà q-ñîîòíîøåíèå
Ãåéçåíáåðãà (2.23) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

{
a2(n) + b2(n) = q

(
a2(n) + b2(n− 1)

)
+ α

a(n + 1) = qa(n)
, (2.32)

ãäå n ∈ Z. Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

a(n) = qna(0), b2(n) = qnb2(0) + α
1− qn

1− q
− a2(0)qn+1(1− qn) ∀n ∈ Z.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè a(0) 6= 0

a(n) → 0, b(n) →
√

α

1− q
ïðè n → +∞

a(n) → (−1)sgn a(0)∞, b(n) → +∞ ïðè n → −∞,

ò.å. êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L íåîãðàíè÷åíû ïðè n → −∞. Òàêèì îáðàçîì,
ýòà ðåàëèçàöèÿ q-îñöèëëÿòîðà òðåáóåò ââåäåíèÿ íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ,
÷òî, îäíàêî, íå ñëåäóåò èç âèäà äèñêðåòíîãî ñïåêòðà (2.24) îïåðàòîðà L, êî-
òîðûé ñîäåðæèòñÿ â îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå. Ïîäîáíîå êîîðäèíàòíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå áûëî âïåðâûå ââåäåíî, ïî-âèäèìîìó, Ìàêôàðëåíîì â ðàáîòå [31],
ãäå îíî áûëî ñâÿçàíî ñ ïîëèíîìàìè Ðîäæåðñà-Ñåãå. Ïîçäíåå ýòî êîîðäèíàò-
íîå ïðåäñòàâëåíèå áûëî äîâîëüíî ïîäðîáíî îïèñàíî Àòàêèøèåâûì è Ñóñëî-
âûì [4], à çàòåì Íîâèêîâûì è Òàéìàíîâûì [33], îäíàêî, ðàçíîñòíûå ñèñòåìû,
ïîäîáíûå (2.32), â ýòèõ ðàáîòàõ íå ïîÿâëÿëèñü è íå èññëåäîâàëèñü.

Â ðàáîòå [4] ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè q-îñöèëëÿòîðà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïîëèíîìû Ñòèëòüåñà�
Âèãåðòà.

Çàìå÷àíèå 2.14 Ìû ïîêàçàëè (ñì. òåîðåìó (2.2)), ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð
q-îñöèëëÿòîðà â èíòåðâàëå [0, αq/(1−q)) ñîñòîèò èç îäíîé q-àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè (â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå [28] îí íàçûâàåòñÿ ôîêîâñêèì ñïåê-
òðîì) è ÷òî àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå (2.23) çàïðåùàåò îïåðàòîðó L èìåòü
òî÷êè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà â îòðèöàòåëüíîé îáëàñòè; îäíàêî, ýòî ñîîòíîøå-
íèå íå íàêëàäûâàåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â èíòåðâà-
ëå [αq/(1−q), +∞) è ñèòóàöèÿ ñî ñïåêòðîì âûøå òî÷êè íàêîïëåíèÿ αq/(1−q)
äî ñèõ ïîð íå ÿñíà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, â ðàáîòå Íîâèêîâà è Òàéìàíîâà [33]
1997-ãî ãîäà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè q-
îñöèëëÿòîðà ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè (2.31) íåïðåðûâíûé ñïåêòð îïåðàòî-
ðà L çàïîëíÿåò áåñêîíå÷íûé ïðîìåæóòîê (αq/(1−q), +∞). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
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â öåëîì ðÿäå áîëåå ðàííèõ ôèçè÷åñêèõ ðàáîò (ñì., íàïðèìåð [28]) óòâåðæäà-
åòñÿ, ÷òî â q-îñöèëëÿòîð â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò òàêæå è íåôîêîâñêóþ
÷àñòü ñïåêòðà, à èìåííî, ÷òî â èíòåðâàëå (αq/(1 − q), +∞) ñîäåðæèòñÿ áåñ-
êîíå÷íàÿ â îáå ñòîðîíû ñåðèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Îäíàêî, íà íàø âçãëÿä,
ïðèâåäåííàÿ òàì àðãóìåíòàöèÿ â ïîëüçó ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî ñòðîãîé ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Äðóãîå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîÿâëÿåòñÿ âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, â
ðàáîòå [30], ãäå âìåñòî ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ (2.31)
ðàññìàòðèâàþòñÿ q-ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà, ò.å. òàêèå, â êî-
òîðûõ îïåðàòîð ñäâèãà çàìåíåí íà q-ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîäíóþ:

Dqf(x) :=
f(qx)− f(q−1x)

x(q − q−1)
.

Â [30] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð â òàêîì êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè òàêæå èìååò ôîêîâñêóþ è íåôîêîâñêóþ ÷àñòè, à â íåîïóáëèêîâàííîé
ïîêà ðàáîòå Ãðîññå è Øðàìëü óòâåðæäàþò, ÷òî èì óäàëîñü ïîñòðîèòü ïîëíîå
ñåìåéñòâî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Âåðíåìñÿ ê îïèñàííîìó âûøå êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ q-îñöèëëÿ-
òîðà ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè âèäà (2.31); ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñèòóàöèÿ áóäåò
àáñîëþòíî àíàëîãè÷íîé, åñëè â îïåðàòîðå A âìåñòî T ïîñòàâèòü ñäâèã T−1

â äðóãóþ ñòîðîíó (î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû íå áóäóò îãðàíè-
÷åííûìè ïðè n → +∞). Ïîýòîìó, ïðè ïîèñêå êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè ïîÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííàÿ èäåÿ êàêèì-òî îáðàçîì
�ñêîìáèíèðîâàòü� ýòè äâà îïåðàòîðà.

2.3.4 Îãðàíè÷åííûé q-îñöèëëÿòîð
Ïîñòðîèì, ñëåäóÿ ðàáîòå [24], åùå îäíî êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå q-îñ-
öèëëÿòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(Z), ïîëîæèâ A := aT−1 + bT . Â
ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîðíîå ñîîòíîøåíèå (2.23) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

{
a2(n) + b2(n) = q(a2(n + 1) + b2(n− 1)) + α
a(n + 1)b(n− 1) = qa(n)b(n)

. (2.33)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî b(n) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íè ïðè êàêèõ öåëûõ n, ðàçäåëèì
âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.33) íà b(n)b(n − 1) è íåìåäëåííî ïîëó÷èì �èí-
òåãðàë�: a(n+1)/b(n) îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñî çíàìåíàòåëåì
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q. Ïîýòîìó âòîðîå óðàâíåíèå ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
a(n + 1)

b(n)
= εqn+c, c = const ∈ R, ε = ±1 (2.34)

(çäåñü c è ε îòâå÷àþò çà íà÷àëüíûå äàííûå: c � çà ìîäóëü, à ε � çà çíàê). Ïîä-
ñòàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ a(n) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.33),
ïðèõîäèì ê ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ

xn = qxn−1 + α
(
1− q2n+2c−1) ,

ãäå xn := b2(n)
(
1− q2n+2c−1

) (
1− q2n+2c+1

)
. Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì:

xn = kqn +
α

(
1 + q2n+2c

)

1− q
= qn+c

(
kq−c +

α

1− q

(
qn+c + q−(n+c)

))
,

ãäå k � �êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ�. Òàêèì îáðàçîì,

b2(n) = qn+c
kq−c + α

1−q

(
qn+c + q−(n+c)

)

(1− q2n+2c−1) (1− q2n+2c+1)
, (2.35)

ò.å. èñõîäíàÿ ñèñòåìà (2.33) èìååò âåùåñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè âûðàæåíèå,
ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè (2.35) íåîòðèöàòåëüíî ïðè âñåõ n ∈ Z. Èññëåäóåì åãî:
â ÷èñëèòåëå � �öåïíàÿ ëèíèÿ�, ïðèïîäíÿòàÿ íà êîíñòàíòó kq−c, à çíàìåíàòåëü
îòðèöàòåëåí ëèøü íà èíòåðâàëå (−c − 1/2,−c + 1/2), â êîòîðûé ïîïàäàåò
ðîâíî îäíî öåëàÿ òî÷êà, åñëè c íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóöåëûì. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà
ìèíèìóìà −c ôóíêöèè qx+c+q−(x+c) ïîïàäàåò íà îòðåçîê (−c−1/2,−c+1/2);
òàêèì îáðàçîì, ïðè α > 0 è âåùåñòâåííîì c, íå ÿâëÿþùèìñÿ ïîëóöåëûì, çà
ñ÷åò èçìåíåíèÿ êîíñòàíòû k ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî â åäèíñòâåííîé öåëîé
òî÷êå, ïîïàäàþùåé â èíòåðâàë (−c − 1/2,−c + 1/2), ÷èñëèòåëü (2.35) áó-
äåò îòðèöàòåëüíûì, à â îñòàëüíûõ öåëûõ òî÷êàõ � ïîëîæèòåëüíûì. Çíà÷èò,
ïðè c, íå ÿâëÿþùèìñÿ ïîëóöåëûì, è k, çàêëþ÷åííîì â íåêîòîðîì èíòåðâà-
ëå (î÷åâèäíî, ÷òî k ïðè ýòîì ìîæåò áûòü òîëüêî îòðèöàòåëüíûì), ðåøåíèå
ñèñòåìû (2.33) ñóùåñòâóåò è çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè (2.34),(2.35). Ïðè ýòîì êî-
ýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L îêàçûâàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè:

b(n) →
√

α

1− q
, a(n) → 0 ïðè n → +∞

b(n) → 0, an →
√

α

1− q
ïðè n → −∞.

Òàêîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè n → +∞ ñðàçó ñòàíî-
âèòñÿ î÷åâèäíûì èç ôîðìóë (2.34),(2.35); ïðè n → −∞ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðå-
äåëà a(n) íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïåðâûì óðàâíåíèåì (2.33), ïîñêîëüêó
â ôîðìóëå (2.34) âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü.
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Ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.33), íî íå
óêàçàëè ïðåäåëû âîçìîæíîãî èçìåíåíèÿ êîíñòàíòû k, ÷òî âåñüìà íåóäîáíî ñ
ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïîëîæèì

k := −qc α

1− q

(
q1/2 + q−1/2

)
;

òîãäà ôîðìóëó (2.35) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

b2(n) =
α

1− q
· q

2n+2c + 1− qn+c+1/2 − qn+c−1/2

(1− q2n+2c−1) (1− q2n+2c+1)
.

Òåïåðü, ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå â ÷èñëèòåëå è ïðîèçâîäÿ ñîêðàùåíèå, ìîæíî
ïîëó÷èòü áîëåå óäîáíóþ ôîðìóëó:

b(n) =

√
α√

(1− q)
(
1 + qn+c−1/2

) (
1 + qn+c+1/2

) . (2.36)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ÿâíî óêàçàëè îäíî èç çíà÷åíèé êîíñòàíòû k, ïðè êîòîðîì
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.35) ïîëîæèòåëüíà ïðè ëþáîì öåëîì n. Çàìåòèì,
÷òî ôîðìóëà (2.36) ñïðàâåäëèâà òàêæå è äëÿ ïîëóöåëûõ c (ïðÿìàÿ ïðîâåðêà
ïîäñòàíîâêîé), ò.å. äàåò âìåñòå ñ (2.34) ðåøåíèå ñèñòåìû (2.33) ïðè ëþáîì
äåéñòâèòåëüíîì c.

Íàéäåì òåïåðü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå q-îñöèëëÿòîðà â ðàññìàòðèâàåìîì êî-
îðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì â äàëüíåéøåì ñ÷èòàòü, ÷òî
c = 1/2 è ââåäåì îáîçíà÷åíèå κ := ln q. Òîãäà, ïîëîæèâ ε := −1 â (2.34),
ìîæíî çàïèñàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (2.33) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

b(n) =

√
α

2q1/4
√

1− q
· q−n/2
√

ch κn
2 ch κ(n+1)

2

(2.37)

a(n) =

√
α

2q1/4
√

1− q
· −qn/2
√

ch κn
2 ch κ(n−1)

2

(2.38)

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ èìååò âèä:

A =

√
α

2q1/4
√

1− q
√

ch κn
2

(
q−n/2T − qn/2T−1

) 1√
ch κn

2

.

Ïîñêîëüêó ÿäðî îïåðàòîðà qn/2T −q−n/2T−1 èìååò âèä
{

Dq−n2/4
}+∞

n=−∞
, ãäå D

� ïðîèçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå q-îñöèëëÿòîðà
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èìååò âèä

ψ0 =

{
C

√
ch

κn

2
q−n2/4

}+∞

n=−∞
. (2.39)

Êîíñòàíòà C îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ‖ψ0‖ = 1.

Çàìå÷àíèå 2.15 Ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû (2.37),(2.38) äëÿ êîýôôèöè-
åíòîâ îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ è ôîðìóëà (2.39) äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ q-îñ-
öèëëÿòîðà â ðàññìàòðèâàåìîì êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, âî-âèäèìîìó,
âïåðâûå ïîÿâèëèñü ðàáîòå [24]. Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ q-îñöèëëÿòîðà ìîãóò
áûòü âûðàæåíû ÷åðåç q-ïîëèíîìû Ýðìèòà ïîäîáíî òîìó, êàê âûðàæàþò-
ñÿ ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îáû÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â êîîðäè-
íàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ÷åðåç ïîëèíîìû Ýðìèòà; ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû
ìîæíî íàéòè (ïðàâäà, ê ñîæàëåíèþ, â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ) â ðàáîòå [3].



Ãëàâà 3

Öèêëè÷åñêàÿ q-öåïî÷êà
3.1 q-öåïî÷êà Äàðáó
Ïîä q-öåïî÷êîé Äàðáó ìû áóäåì ïîíèìàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñàìîñîïðÿ-
æåííûõ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ L1, L2, . . . íà îäíîìåðíîé ðåøåòêå Z, ñâÿçàí-
íûõ ñîîòíîøåíèÿìè

Lj = AjA
+
j − αj = qA+

j−1Aj−1, (3.1)

ãäå Aj = aj + bjT � ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì

aj(n), bj(n) ∈ R \ {0}.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî bj(n) > 0 äëÿ âñåõ j, n. Îäíà
èç âàæíûõ îñîáåííîñòåé ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ äèôôåðåí-
öèàëüíûìè ñîñòîèò îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà ñäâèãà T , êîòîðàÿ âëå÷åò âîçìîæ-
íîñòü ðàçëè÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ öèêëè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ öåïî÷êè. À
èìåííî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî q-öåïî÷êà (3.1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì
r è ñäâèãîì s, åñëè äëÿ âñåõ j > 1 âûïîëíåíî

Lj+r = T−sLjT
s. (3.2)

Çàìå÷àíèå 3.1 Êàê ìû óæå îòìå÷àëè âûøå, èç îïåðàòîðíûõ óñëîâèé çà-
ìûêàíèÿ òèïà (3.2) íå ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû aj+r è bj+r ñîâïàäàþò ñ aj è
bj ñîîòâåòñòâåííî, ïîñêîëüêó, êàê äèôôåðåíöèàëüíûå, òàê è ðàçíîñòíûå îïå-
ðàòîðû ôàêòîðèçóþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå âçàèìíî ñîïðÿæåííûõ ñîìíîæèòåëåé
íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Îäíàêî, êàê ìû âèäåëè (ñì. çàìå÷àíèÿ (1.5),(2.3)),
ðàññìîòðåíèå çàìûêàíèé, äëÿ êîòîðûõ aj+r 6= aj, íå ïðåäñòàâëÿåò íèêàêîãî
èíòåðåñà.

55



56 Ãëàâà 3. Öèêëè÷åñêàÿ Q-öåïî÷êà

Çàìå÷àíèå 3.2 Ðàíåå â ëèòåðàòóðå, ãëàâíûì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàëèñü öèê-
ëè÷åñêèå çàìûêàíèÿ áåç ñäâèãà è â ýòîì ñìûñëå èäåÿ ðàññìàòðèâàòü çàìû-
êàíèÿ ðàçíîñòíûõ öåïî÷åê âèäà (3.2), ïðèíàäëåæàùàÿ Äûííèêîâó [10], ÿâ-
ëÿåòñÿ íîâîé. Òåì íå ìåíåå, â ýòîé ñâÿçè ñëåäóåò îòìåòèòü íåñêîëüêî áîëåå
ðàííèõ ðàáîò. Â [37] áûë ïðåäëîæåí ïîäîáíûé ïîäõîä ê íåïðåðûâíîé îäå-
âàþùåé öåïî÷êå, îäíàêî íèêàêèõ îáùèõ âûâîäîâ îòíîñèòåëüíî òàêîãî ðîäà
öèêëè÷åñêèõ çàìûêàíèé ñäåëàíî íå áûëî. Â ðàáîòàõ [33, 15] áûëè ðàññìîòðå-
íû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè, êîòîðûå â íàøåé îáùåé ïîñòàíîâêå îòâå÷àþò
çàìûêàíèþ ïðè s = r. È, íàêîíåö, ñòîèò óïîìÿíóòü ðàáîòó [1], â êîòîðîé
îïèñàíû íåêîòîðûå äðóãèå ñïîñîáû öèêëè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ íåïðåðûâíûõ
öåïî÷åê, ïðèâîäÿùèå ê óðàâíåíèÿì ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì.

Îïåðàòîðû öèêëè÷åñêîé q-öåïî÷êè Äàðáó, òàêæå êàê è îïåðàòîðû îáû÷-
íîé öåïî÷êè Äàðáó (1.12), ïîä÷èíÿþòñÿ êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì, à
èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå 3.1 Äëÿ îïåðàòîðà L1 öåïî÷êè (3.1),(3.2) èìåþò ìåñòî
êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

[L1, Ã]q−r = −ω1q
−rÃ, [L1, Ã

+]qr = ω1Ã
+, (3.3)

ãäå ω1 = qrα1 + qr−1α2 + · · · qαr,

Ã = AT−s = A1A2 · · ·ArT
−s, Ã+ = T sA+ = T sA+

r A+
r−1 · · ·A1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ðàâåíñòâà (3.1) äàåò ñëåäóþùåå:

L1A1A2 · · ·Ar = (A1A
+
1 − α1)A1A2 · · ·Ar = A1(A

+
1 A1)A2 · · ·Ar − α1A =

=
1

q
A1(L2 − α2)A2 · · ·Ar − α1A =

= A1A2(A
+
2 A2) · · ·Ar −

(
α1 +

1

q
α2

)
A = · · · =

=
1

qr−1A1A2 · · ·Ar(A
+
r Ar)−

(
α1 +

α2

q
+ · · ·+ αr

qr−1

)
A =

= q−rALr+1 − ω1q
−rA.

Èñïîëüçóÿ òåïåðü óñëîâèå çàìûêàíèÿ (3.2), ïîëó÷àåì, ÷òî

L1A = q−rAT−sL1T
s − ω1q

−rA;

óìíîæåíèå íà T−s ñïðàâà ïðèâîäèò ê èñêîìîìó ðàâåíñòâó (3.3). Âòîðîå ðà-
âåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, Q.e.d.
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Çàìå÷àíèå 3.3 Âìåñòî öèêëè÷åñêîé q-öåïî÷êè (3.1),(3.2) ìîæíî ðàññìîò-
ðåòü öåïî÷êó âèäà

T−sA1A
+
1 T s = q1A

+
r Ar + α1

A2A
+
2 = q2A

+
1 A1 + α2...

ArA
+
r = qrA

+
r−1Ar−1 + αr

, (3.4)

äëÿ íåêîòîðûõ 0 < q1, q2, . . . , qr < 1 è α1, α2, . . . , αr > 0 (ñëó÷àé q1, q2, . . . , qr >
1, α1, α2, . . . , αr < 0 àíàëîãè÷åí), êîòîðàÿ, íà ïåðâûé âçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ùåíèåì q-öåïî÷êè Äàðáó. Îäíàêî, â íà ñàìîì äåëå ýòî íå òàê: òàêàÿ öåïî÷êà
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê öåïî÷êå âèäà (3.1),(3.2).
Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ

Ã1 := A1, Ã2 :=
1√
q2

A2, Ã3 :=
1√
q2q3

A3, . . . , Ãr :=
1√

q2q3 · · · qr
Ar

â (3.4), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé öåïî÷êå:

T−sÃ1Ã
+
1 T s = QÃ+

r Ãr + α̃1

Ã2Ã
+
2 = Ã+

1 Ã1 + α̃2...
ÃrÃ

+
r = Ã+

r−1Ãr−1 + α̃r

, (3.5)

ãäå

Q := q1q2 · · · qr, α̃1 := α1, α̃2 :=
α2

q2
, α̃3 :=

α3

q2q3
, . . . , α̃r :=

αr

q2q3 · · · qr
.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ q-öåïî÷êà (3.1),(3.2) òàêæå ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó (3.5) ñ ïîìîùüþ çàìåíû

Ã1 := A1, Ã2 :=
1√
q
A2, Ã3 :=

1√
q2

A3, . . . , Ãr :=
1√
qr−1

Ar,

Q := qr, α̃1 := α1, α̃2 :=
α2

q
, α̃3 :=

α3

q2 , . . . , α̃r :=
αr

qr−1 .

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåíèå ïàðàìåòðîâ q1, q2, . . . qr âìåñòî îäíîãî ïàðàìåòðà q
íå äàåò íè÷åãî íîâîãî.
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3.1.1 Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà
Ïðåäëîæåíèå 3.2 Äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà Lj öèêëè÷åñêîé q-öåïî÷-
êè (3.1),(3.2) â èíòåðâàëå [0,

ωj

1−qr ) èìååò âèä

ωj
1− qnr

1− qr
, qnrqαj−1 + ωj

1− qnr

1− qr
, . . . , qnr

r−1∑
i=1

qiαj−i + ωj
1− qnr

1− qr
, n = 0, 1, . . .

(3.6)
ãäå

ωj = qrαj + qr−1αj+1 + · · ·+ qαj−1,

à j � öèêëè÷åñêèé èíäåêñ. Åñëè âñå îïåðàòîðû q-öåïî÷êè îãðàíè÷åíû, òî (3.6)
� âåñü äèñêðåòíûé ñïåêòð Lj.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü ψj,0 � îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îïåðàòîðà Lj: Aj−1ψj,0 = 0. Òîãäà èç

ñîîòíîøåíèé (3.1) íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî Ljψj,0 = 0 äëÿ âñåõ j, ò.å. 0
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñïåêòðà âñåõ îïåðàòîðîâ q-öåïî÷êè.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè Ljψ = λψ, òî âåêòîð A+
j ψ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì

äëÿ îïåðàòîðà Lj+1 è ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ q(λ+αj). Ïîýòî-
ìó, äåéñòâóÿ ïî ñõåìå (3.43), ïîëó÷àåì íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (3.42).
Ïåðåïèñûâàíèå ýòèõ ôîðìóë â ÿâíîì âèäå ïðèâîäèò ê (3.6).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà Lj â èíòåðâàëå [0,
ωj

1−qr ) èñ÷åðïûâà-
åòñÿ íàáîðîì q-àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé (3.6). Ïóñòü Ljψ = λψ äëÿ íåêî-
òîðûõ λ, j; òîãäà íåïîñðåäñòâåííî èç ñîîòíîøåíèé q-öåïî÷êè ñëåäóåò, ÷òî
q‖Aj−1ψ‖2 = λ‖ψ‖2, ò.å. λ � íåîòðèöàòåëüíî, ïðè÷åì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
λ = 0 ñîîòâåòñòâóåò ëèøü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå. Êðîìå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ëèáî λ = 0, ëèáî âåêòîð Aj−1ψ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðà Lj−1,
ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ

q − αj−1. Ïîýòîìó,

Lj(Aj . . . Aj−2Aj−1ψ) =
λ− ωj

qr
(Aj . . . Aj−2Aj−1ψ).

Ìíîãîêðàòíîå ïðèìåíåíèå ýòîãî îïåðàòîðà äàåò ñëåäóþùóþ ñåðèþ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé:

λ− ωj
1−qnr

1−qr

qnr
. (3.7)

Åñëè λ ∈ [0,
ωj

1−qr ), òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðåìèòñÿ ê −∞, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò íåîòðèöàòåëüíîñòè âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì, ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîëæíà â íåêîòîðûé ìîìåíò îáîðâàòüñÿ, ò.å. î÷åðåäíîå
ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà Aj . . . Aj−2Aj−1 äàñò íóëåâîé âåêòîð, ÷òî âîçìîæíî
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ëèøü â ñëó÷àå ïîïàäàíèÿ â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λ ñî-
äåðæèòñÿ â (3.6).

Ïóñòü λ >
ωj

1−qr ; òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.7) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è
ñòðåìèòñÿ ê +∞. Ïîýòîìó îíà íå ìîæåò îáîðâàòüñÿ, è ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà
Aj . . . Aj−2Aj−1 äàåò ñåðèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê +∞. Òà-
êèì îáðàçîì, åñëè îïåðàòîðû öåïî÷êè (3.1),(3.2) îãðàíè÷åíû, òî íàáîð (3.6)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñü äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà Lj, Q.e.d.

3.1.2 Ñèììåòðèè q-öåïî÷êè
Ðàíåå â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàëñÿ â îñíîâíîì ñëó÷àé s = 0. Îäíàêî, â ðà-
áîòå [33], à òàêæå â [15], óêàçûâàëàñü âîçìîæíîñòü �îáðàòíîé� ôàêòîðèçàöèè,
òî åñòü ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðà Lj + αj íà ìíîæèòåëè â îáðàòíîì ïîðÿäêå

Lj = Ã+
j Ãj − αj = qÃj−1Ã

+
j−1,

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, çàìåíû îïåðàòîðîâ Aj = aj + bjT íà îïåðàòîðû âèäà
Bj = ajT

−1 +bj (ýòîò îïåðàòîð ïîëó÷àåòñÿ èç A+
j = aj +(T−1bj)T

−1 äîìíîæå-
íèåì íà T ñïðàâà è ïåðåîáîçíà÷åíèåì bj(n−1) → bj(n)). Â íàøåé ïîñòàíîâêå
òàêàÿ �îáðàòíàÿ� ôàêòîðèçàöèÿ ýêâèâàëåíòíà �ïðÿìîé� ôàêòîðèçàöèè ïðè
s = r. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì q-öåïî÷êó Äàðáó

Mj = BjB
+
j − αj = qB+

j−1Bj−1, (3.8)

ãäå Bj = ajT
−1 + bj, ñ çàìûêàíèåì áåç ñäâèãà: Mj+1 = Mj. Îíà ýêâèâàëåíòíà

ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû:
{

a2
j(n) + b2

j(n) = q(a2
j−1(n + 1) + b2

j−1(n)) + αj

aj(n + 1)bj(n) = qaj−1(n + 1)bj−1(n + 1)
, j ∈ Zr. (3.9)

Ðàññìîòðèì òåïåðü �ïðÿìóþ� ôàêòîðèçàöèþ L̃j = ÃjÃ
+
j −αj = qÃ+

j−1Aj−1 ñî
ñäâèãîì s = r, ãäå

Ãj = T−jAjT
j, Aj = aj + bjT ; (3.10)

ïðè j 6= 1 ( mod r) ýòè îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùåé
ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû:

{
a2

j(n− j) + b2
j(n− j) = q(a2

j−1(n− j + 1) + b2
j−1(n− j)) + αj

aj(n− j + 1)bj(n− j) = qaj−1(n− j + 1)bj−1(n− j + 1)
. (3.11)

Óñëîâèå çàìûêàíèÿ L̃r+1 = T−rL̃1T
r ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì

{
a2

1(n− r − 1) + b2
1(n− r − 1) = q(a2

r(n− r) + b2
r(n− r − 1)) + α1

a1(n− r)b1(n− r − 1) = qar(n− r)br(n− r)
. (3.12)
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Ïðîèçâîäÿ íåîáõîäèìûé ñäâèã àðãóìåíòà n â óðàâíåíèÿõ (3.11) è (3.12), ïðè-
õîäèì ê óðàâíåíèÿì (3.9).

Ðàññìîòðèì òåïåðü öèêëè÷åñêîå çàìûêàíèå q-öåïî÷êè (3.8) ñ ïðîèçâîëü-
íûì ñäâèãîì s:

Mj+r = T sMjT
−s (3.13)

(ñð. ñ ðàâåíñòâîì (3.2): äëÿ �îáðàòíîé� ôàêòîðèçàöèè åñòåñòâåííî ðàññìàòðè-
âàòü èìåííî òàêîå óñëîâèå çàìûêàíèÿ). Òîãäà âñå óðàâíåíèÿ (3.9) îñòàíóòñÿ
áåç èçìåíåíèé ïðè âñåõ j 6= 1; ïðè j = 1 ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:

{
a2

1(n + s) + b2
1(n + s) = q(a2

r(n + 1) + b2
r(n)) + α1

a1(n + s + 1)b1(n + s) = qar(n + 1)br(n + 1)
. (3.14)

Óñëîâèå çàìûêàíèÿ äëÿ �ïðÿìîé� ôàêòîðèçàöèè âèäà (3.10) ñî ñäâèãîì r− s
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

qT−rA+
r ArT

r = qÃ+
r Ãr = Ãr+1Ã

+
r+1 − α1 = L̃r+1 =

= T−(r−s)L̃1T
r−s = T−(r−s+1)A1A

+
1 T r−s+1 − α1;

ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå:
{

a2
1(n− r + s− 1) + b2

1(n− r + s− 1) = q(a2
r(n− r) + b2

r(n− r − 1)) + α1
a1(n− r + s)b1(n− r + s− 1) = qar(n− r)br(n− r)

.(3.15)

Ïîäõîäÿùèé ñäâèã àðãóìåíòà â óðàâíåíèÿõ (3.15) ïðèâîäèò èõ ê âèäó (3.14).
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî
Ïðåäëîæåíèå 3.3 Öèêëè÷åñêàÿ q-öåïî÷êà Äàðáó (3.8),(3.13) ñî ñäâèãîì s,
ãäå Bj = ajT

−1 +bj, ýêâèâàëåíòíà q-öåïî÷êå ñî ñäâèãîì r−s äëÿ îïåðàòîðîâ
L̃j = ÃjÃ

+
j − αj, ãäå Ãj èìååò âèä (3.10).

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ äâå äèñêðåòíûå ñèììåòðèè, êîòîðûìè
îáëàäàþò öèêëè÷åñêèå öåïî÷êè âèäà (3.1),(3.2). Ïóñòü ðàçíîñòíûå îïåðàòî-
ðû L1, . . . , Lr óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (3.1),(3.2) äëÿ íåêîòîðûõ q > 0,
q 6= 1, αj 6= 0, j = 1, . . . , r. Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå 3.4 Öèêëè÷åñêàÿ q-öåïî÷êà Äàðáó (3.1),(3.2) ýêâèâàëåíòíà
q̃-öåïî÷êå

L̃j = ÃjÃ
+
j − α̃j = q̃Ã+

j−1Ãj−1,

ñ òåìè æå äëèíîé r è ñäâèãîì s, ãäå

q̃ =
1

q
, α̃j = −αr−j−1

q
, Ãj = A+

r−j−2, L̃j =
1

q
Lr−j−1 +

αr−j−1

q
. (3.16)

äëÿ âñåõ j = 1, . . . , r.
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Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî èñõîäíàÿ q-öåïî÷êà ýêâèâàëåíòíà äðó-
ãîé öåïî÷êå ñ �îáðàòíîé� ôàêòîðèçàöèåé îïåðàòîðà Lj +αj, êîòîðàÿ, ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 3.3, ýêâèâàëåíòíà öåïî÷êå (3.1),(3.2) ñî ñäâèãîì r − s. Òàêèì
îáðàçîì, ñîïîñòàâëåíèå (Lj, Aj, αj, q) → (L̃j, Ãj, α̃j, q̃), çàäàâàåìîå ôîðìóëà-
ìè (3.16), äåéñòâèòåëüíî çàäàåò ñèììåòðèþ â êëàññå öèêëè÷åñêèõ q-öåïî÷åê
Äàðáó. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ýòà ñèììåòðèÿ ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ íàïðàâ-
ëåíèÿ îáõîäà �îêðóæíîñòè� Zr).

Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî äðóãàÿ ñèììåòðèÿ, çàäàâàåìàÿ èçìåíåíèåì íà-
ïðàâëåíèÿ �îñè� Z.

Ïðåäëîæåíèå 3.5 Öèêëè÷åñêàÿ q-öåïî÷êà Äàðáó (3.1),(3.2) ýêâèâàëåíòíà
q-öåïî÷êå

L̃j = ÃjÃ
+
j − α̃j = q̃Ã+

j−1Ãj−1,

ñ òîé æå äëèíîé r è ñäâèãîì r − s, ãäå Ãj = ãj + b̃jT , à êîýôôèöèåíòû
îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

ãj(n) = bj(j − n), b̃j(n) = aj(j − n) (3.17)

äëÿ âñåõ j ∈ Zr, n ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èñõîäíàÿ q-öåïî÷êà (3.1),(3.2) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ñèñòåìå ðàçíîñò-

íûõ óðàâíåíèé:




a2
j(n) + b2

j(n) = q(a2
j−1(n) + b2

j−1(n− 1)) + αj

aj(n)bj(n− 1) = qaj−1(n− 1)bj−1(n− 1)
a2

1(n− s) + b2
1(n− s) = q(a2

r(n) + b2
r(n− 1)) + α1

a1(n− s)b1(n− s− 1) = qar(n− 1)br(n− 1)

, (3.18)

ãäå j 6= 1 mod r. Àíàëîãè÷íî, âòîðàÿ öåïî÷êà ýêâèâàëåíòíà òàêîé ñèñòåìå
óðàâíåíèé:





ã2
j(n− 1) + b̃2

j(n− 1) = q(ã2
j−1(n) + b̃2

j−1(n− 1)) + αj

ãj(n)b̃j(n− 1) = qãj−1(n)b̃j−1(n)

ã2
1(n− r + s) + b̃2

1(n− r + s) = q(ã2
r(n) + b̃2

r(n− 1)) + α1

ã1(n− r + s + 1)b1(n− r + s) = qãr(n)b̃r(n)

, (3.19)

ãäå j 6= 1 mod r. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî çàìåíà (3.17) è ïîäõîäÿùèé ñäâèã
àðãóìåíòà ñâîäÿò óðàâíåíèÿ (3.19) ê óðàâíåíèÿì (3.18), Q.e.d.
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3.1.3 Îãðàíè÷åíû ëè îïåðàòîðû q-öåïî÷êè?
Ïðåäëîæåíèå 3.6 Îïåðàòîðû öèêëè÷åñêîé q-öåïî÷êè Äàðáó (3.1),(3.2) íå-
îãðàíè÷åíû, åñëè s 6 0 èëè s > r.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îïåðàòîðíûå ñîîòíîøåíèÿ (3.1) âìåñòå ñ óñëîâèåì öèêëè÷íîñòè (3.2) ïðè-

âîäÿò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:




a2
2(n) + b2

2(n) = q(a2
1(n) + b2

1(n− 1)) + α2...
a2

r(n) + b2
r(n) = q(a2

r−1(n) + b2
r−1(n− 1)) + αr

a2
1(n− s) + b2

1(n− s) = q(a2
r(n) + b2

r(n− 1)) + α1
a2(n)b2(n− 1) = qa1(n− 1)b1(n− 1)
...
ar(n)br(n− 1) = qar−1(n− 1)br−1(n− 1)
a1(n− s)b1(n− s− 1) = qar(n− 1)br(n− 1)

. (3.20)

Ðàññìîòðèì ñïåðâà ñëó÷àé s 6 0; ïåðåìíîæàÿ âñå óðàâíåíèÿ âòîðîé ãðóïïû
ñèñòåìû (3.20), ïîëó÷àåì:

a1(n− s)b1(n− s− 1)
r∏

j=1

aj(n) = qra1(n)b1(n− 1)
r∏

j=1

aj(n− 1). (3.21)

Åñëè s = 0, òî ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ìíîæèòåëåé ðàâåíñòâî (3.21) ïðèíèìàåò
âèä

f(n) = qrf(n− 1), (3.22)
ãäå f(n) =

∏r
j=1 aj(n). Ïîýòîìó f(n) ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ïðè n → −∞

(èëè ïðè n → +∞ â ñëó÷àå q > 1) è, ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíòû ðàçíîñò-
íûõ îïåðàòîðîâ Aj íåîãðàíè÷åíû. Åñëè s < 0, òî ðàâåíñòâî (3.21) ñëåäóåò
äîìíîæèòü íà ïðîèçâåäåíèå

a1(n + 1)a1(n + 2) · · · a1(n− s− 1)b1(n)b1(n + 1) · · · b1(n− s− 2),

ïîñëå ÷åãî îíî òàêæå ïðèìåò âèä (3.22) äëÿ

f(n) =
−s∏

i=1

a1(n + i)b1(n + i− 1)
r∏

j=1

aj(n).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé s > r. Ñèììåòðèÿ (3.17) ïåðåâîäèò q-öåïî÷êó ñ òà-
êèì ñäâèãîì â q-öåïî÷êó ñ íåïîëîæèòåëüíûì ñäâèãîì r− s, îïåðàòîðû êîòî-
ðîé, êàê ïîêàçàíî âûøå, íåîãðàíè÷åíû. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3.17),
ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îïåðàòîðû èñõîäíîé q-öåïî÷êè òîæå íåîãðàíè÷åíû,Q.e.d.
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Äîêàçàííîå âûøå ïðåäëîæåíèå ìîòèâèðóåò ðàññìîòðåíèå öèêëè÷åñêèõ q-
öåïî÷åê ñ íåíóëåâûì ñäâèãîì, ïîñêîëüêó çàìûêàíèå ñ íóëåâûì ñäâèãîì ïðè-
âîäèò ê íåîãðàíè÷åííûì îïåðàòîðàì äëÿ öåïî÷åê ëþáîé äëèíû. Âîïðîñ îá
îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðîâ öåïî÷êè ïðè 0 < s < r äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îò-
êðûòûì. Åñòü îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî åñëè r � íå÷åòíî, ÷òî îïåðàòîðû
öåïî÷êè íåîãðàíè÷åíû ïðè ëþáîì s, à åñëè r � ÷åòíî, òî îíè íåîãðàíè÷åíû
ïðè ëþáîì s 6= r/2.

3.1.4 Öåïî÷êè ñî ñäâèãîì s = r/2

Îãðàíè÷èìñÿ òåïåðü îáñóæäåíèåì öèêëè÷åñêèõ q-öåïî÷åê Äàðáó ÷åòíîé äëè-
íû r ñî ñäâèãîì s = r/2 (ýòîò ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí È.À.Äûííèêîâûì).
Ðàññìîòðèì äðóãóþ q-öåïî÷êó äëèíû r, íî ñ íóëåâûì ñäâèãîì:

Mj = BjB
+
j − αj = qB+

j−1Bj−1, Mj+r = Mj, (3.23)

ãäå
Bj = ujT

−1 + vjT. (3.24)
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ q-öåïî÷êà (3.23),(3.24) ñâîäèòñÿ ê ñëå-
äóþùåé ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû:





u2
1(n) + v2

1(n) = q(u2
r(n + 1) + v2

r(n− 1)) + α1...
u2

r(n) + v2
r(n) = q(u2

r−1(n + 1) + v2
r−1(n− 1)) + αr

u1(n + 1)v1(n− 1) = qur(n)vr(n)
...
ur(n + 1)vr(n− 1) = qur−1(n)vr−1(n)

. (3.25)

Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè çàìåíå

u2i+1(2k + 1) = a2i+1(k + i) v2i+1(2k + 1) = b2i+1(k + i)

u2i(2k) = a2i(k + i− 1) v2i(2k) = b2i(k + i− 1)

óðàâíåíèÿ (3.20) ïðåâðàùàþòñÿ â óðàâíåíèÿ âèäà (3.25) (uj(n) è vj(n) îïðå-
äåëåíû ëèøü åñëè j + n ÷åòíî).

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ öèêëè÷åñêîé q-öå-
ïî÷êè (3.1),(3.2) äëÿ s = r/2 ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé (3.25).

Çàìå÷àíèå 3.4 Â ïàðàãðàôå 2.3.4 áûëà îïèñàíà ìîäåëü îãðàíè÷åííîãî q-
îñöèëëÿòîðà, â êîòîðîé îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ èìåëè âèä (3.24)
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è áûëî ïðåäúÿâëåíî åå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé. Â íàøåé
ïîñòàíîâêå òàêàÿ ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò öèêëè÷åñêîé öåïî÷êå äëèíû r = 2
ñî ñäâèãîì s = 1, ó êîòîðîé α1 = α2. Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì ÷òî àíà-
ëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ öåïî÷åê ïðîèçâîëüíîé ÷åòíîé äëèíû
r: ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (3.25) èìååò r-ïàðàìåòðè÷åñêîé ñåìåéñòâî
ðåøåíèé, ïðè÷åì ýòè ðåøåíèÿ (à, ñëåäîâàòåëüíî, è îïåðàòîðû q-öåïî÷êè ñî
ñäâèãîì s = r/2) îãðàíè÷åíû. Ïðè r 6= s/2 äàæå âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-
øåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû
ïîêà îòêðûò; áîëåå òîãî, ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ s çàäà÷à Êîøè äëÿ ýòîé
ðàçíîñòíîé ñèñòåìû íåðàçðåøèìà: çíàÿ çíà÷åíèÿ âñåõ aj(n) è bj(n) äëÿ íåêî-
òîðîãî n, íåëüçÿ îäíîçíà÷íî ïîñòðîèòü ðåøåíèå ñèñòåìû ñ òàêèì íà÷àëüíûìè
äàííûìè.

3.2 Öåïî÷êà äëèíû 2

3.2.1 Îáùåå ðåøåíèå
Ñëó÷àé q-öåïî÷åê äëèíû r = 2s = 2 ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ, ïîñêîëü-
êó îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé (3.20) ìîæåò áûòü çàïèñà-
íî â ÿâíîì âèäå. Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ r = 2 áûëî ñîîáùåíî àâòîðó
È.À.Äûííèêîâûì.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé òåõíè÷å-
ñêèé òðþê. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ξn =

{
u2

1(n + 1), åñëè n � ÷åòíî
u2

2(n + 1), åñëè n � íå÷åòíî , ηn =

{
v2

1(n), åñëè n � íå÷åòíî
v2

2(n), åñëè n � ÷åòíî .(3.26)

Ïðè ýòîì íåäîîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà (3.25) ïåðåéäåò â ñëåäóþùóþ ïîëíîñòüþ
îïðåäåëåííóþ ñèñòåìó:

{
ξn−1 + ηn = q(ξn + ηn−1) + α1+α2

2 + (−1)n−1 α1−α2

2
ξnηn−1 = q2ξn−1ηn

. (3.27)

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (3.27) â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿ-
ìè (3.25) äëÿ r = 1 è �ìèãàþùèõ� ïàðàìåòðîâ α1+α2

2 + (−1)n−1 α1−α2

2 (âìåñòî
α), ò.å. çàìåíà (3.26) ôàêòè÷åñêè ñâîäèò íàøó öåïî÷êó äëèíû r = 2 ñî ñäâè-
ãîì s = 1 ê �ìèãàþùåé� öåïî÷êå âèäà (3.23),(3.24). Â ðàáîòå [24] ñîäåðæèòñÿ
÷àñòíîå ðåøåíèå öåïî÷êè (3.23),(3.24) äëÿ r = 1 (â íàøåé ïîñòàíîâêå ýòî
ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ s = 1, r = 2, α1 = α2), îáëàäàþùåå äîïîëíèòåëüíîé
ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðèâåäåííîå çäåñü ðàññóæäåíèå
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îáîáùàåò ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ �ñèììåòðè÷íîãî� q-îñöèëëÿòîðà, îïèñàííîå â
ïàðàãðàôå 2.3.4.

Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < q < 1, α1, α2 > 0. Âòîðîå
óðàâíåíèå (3.27) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ξn

ηn
= q2 ξn−1

ηn−1
,

è çàìåòèòü, ÷òî ξn/ηn îáðàçóåò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Ïîýòîìó,

ξn = q2n+2ϕ+1ηn, (3.28)

ãäå ϕ = 1
2

(
logq(ξ0/η0)− 1

)
� êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ íà÷àëüíûìè äàííû-

ìè. Âûðàæàÿ ξn èç (3.28) è ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå èç óðàâíåíèé (3.27), ïîñëå
äîìíîæåíèÿ íà 1− q2(n+ϕ) ïîëó÷àåì:

ζn = qζn−1 +

(
α1 + α2

2
+ (−1)n−1α1 − α2

2

) (
1− q2(n+ϕ)

)
, (3.29)

ãäå ζn = ηn

(
1− q2(n+ϕ−1)

) (
1− q2(n+ϕ)

)
.

Îáùåå ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (3.29) çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîð-
ìóëîé:

ζn = −kqn +
(α1 + α2)(1 + q2n+2ϕ+1)

2(1− q)
+ (−1)n−1 (α1 − α2)(1− q2n+2ϕ+1)

2(1 + q)
,

ãäå k � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

cn =
α1 + α2

1− q
+ (−1)nα1 − α2

1 + q
, 2κ = kq−(ϕ+ 1

2 ),

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ηn:

ηn =
1

2

qn+ϕ+ 1
2

(
−2κ + cn+1q

−(n+ϕ+ 1
2 ) + cnq

n+ϕ+ 1
2

)

(1− q2(n+ϕ+1))(1− q2(n+ϕ))
. (3.30)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ íàøåé q-öåïî÷êè íåîáõîäèìî ñðåäè âñåõ ðåøåíèé
(ξn, ηn) ñèñòåìû (3.27) îòîáðàòü òå, êîòîðûå ïîëîæèòåëüíû âî âñåõ òî÷êàõ öå-
ëî÷èñëåííîé ðåøåòêè; ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñèëó (3.28) äîñòàòî÷íî îáåñïå÷èòü
ïîëîæèòåëüíîñòü ηn. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ: ϕ 6∈ Z è ϕ ∈ Z.

Åñëè ϕ 6∈ Z, òî â èíòåðâàë (−ϕ−1,−ϕ) ïîïàäåò ðîâíî îäíà öåëî÷èñëåííàÿ
òî÷êà n0. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè n 6= n0 çíàìåíàòåëü äðîáè (3.30) ïîëîæèòåëåí,
à ïðè n = n0 � îòðèöàòåëåí; ïîýòîìó íàì íåîáõîäèìî âûáðàòü êîíñòàíòó κ
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òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÷èñëèòåëü äðîáè (3.30) òîæå áûë ïîëîæèòåëüíûì ïðè
n 6= n0 è îòðèöàòåëüíûì â òî÷êå n0. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

f(n) = cn+1q
−(n+ϕ+ 1

2 ) + cnq
n+ϕ+ 1

2 ;

íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà ìíîæåñòâå Z
èìåííî â òî÷êå n0. Ïîýòîìó, óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ηn ìîæíî ïåðåïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(n0) < 2κ < min{f(n0 − 1), f(n0 + 1)}.
Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä:

c[ϕ]q
−θ+c[ϕ]−1q

θ < 2κ < min(c[ϕ]q
θ+1+c[ϕ]−1q

−θ−1, c[ϕ]q
θ−1+c[ϕ]−1q

−θ+1), (3.31)

ãäå θ = ϕ− [ϕ]− 1
2 , à [ϕ] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà ϕ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì ϕ 6∈ Z ôîðìóëû (3.30),(3.28) ïðèâîäÿò ê ðåøå-
íèþ èñõîäíîé öåïî÷êè, åñëè ïàðàìåòð κ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (3.31).

Ïóñòü òåïåðü ϕ ∈ Z. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëèòåëü äðîáè (3.30) äîñòèãàåò ìè-
íèìóìà â ïîëóöåëîé òî÷êå −ϕ − 1/2, à åå çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â íóëü â
öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ −ϕ è −ϕ − 1. Ïîýòîìó äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü ïàðàìåòð κ òàê, ÷òîáû è ÷èñëèòåëü ýòîé äðîáè òîæå
îáðàùàëñÿ â íóëü â òî÷êàõ −ϕ, −ϕ− 1. Ïîñêîëüêó f(−ϕ) = f(−ϕ− 1), ÷èñ-
ëèòåëü äðîáè (3.30) îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ −ϕ è −ϕ−1, åñëè âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå óñëîâèå:

2κ = f(−ϕ) = cϕ−1q
−1/2 + cϕq1/2;

çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå îïðåäåëåíî íà âñåé öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå.
Åñëè ϕ ∈ Z, òî íà èíòåðâàëå (−ϕ−1,−ϕ) íåò öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê; ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ïîëîæèòåëüíîñòü âûáðàííîãî ðåøåíèÿ â òî÷êàõ −ϕ è
−ϕ− 1, ÷òî äåëàåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî

Ïðåäëîæåíèå 3.7 Ïðè r = 2 = 2s, α1, α2 > 0, 0 < q < 1 îáùåå ðåøåíèå çà-
äà÷è (3.1),(3.2) èìååò âèä: a1(n) = ε

√
ξ2n, b1(n) =

√
η2n+1, a2(n) = ε

√
ξ2n−1,

b2(n) =
√

η2n, ãäå ε = ±1,

ξn =
1

2

cn − 2κ q−n−ϕ− 1
2 + cn+1q

−2n−2ϕ−1

(1− q−2(n+ϕ))(1− q−2(n+ϕ+1))
, ηn =

1

2

cn+1 − 2κ qn+ϕ+ 1
2 + cnq

2n+2ϕ+1

(1− q2(n+ϕ))(1− q2(n+ϕ+1))
,

(3.32)
ϕ � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð, à ïàðàìåòð κ óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì

c[ϕ]q
−θ + c[ϕ]−1q

θ < 2κ < min(c[ϕ]q
θ+1 + c[ϕ]−1q

−θ−1, c[ϕ]q
θ−1 + c[ϕ]−1q

−θ+1)
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ïðè ϕ /∈ Z è 2κ = cϕq
1
2 + cϕ−1q

− 1
2 , åñëè ϕ ∈ Z (â ýòîì ñëó÷àå äðîáè (3.32)

ñëåäóåò ñîêðàòèòü íà (1−q2(n+ϕ)) ïðè n ≡ ϕ(mod 2) è íà (1−q2(n+ϕ+1)) ïðè
n ≡ ϕ + 1(mod 2)), ãäå θ = ϕ− [ϕ]− 1

2.
Çàìå÷àíèå 3.5 Â ñëó÷àå ϕ ∈ Z ôîðìóëû (3.32) ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä
ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ìíîæèòåëåé:

ξn =
1

2

cϕ − cϕ+1q
−n−ϕ−1

(1− q−2(n+ϕ+1))(1 + q−n−ϕ)
, ηn =

1

2

cϕ+1 − cϕqn+ϕ+1

(1− q2(n+ϕ+1))(1 + qn+ϕ)

ïðè n ≡ ϕ(mod 2),

ξn =
1

2

cϕ+1 − cϕq−n−ϕ

(1− q−2(n+ϕ))(1 + q−n−ϕ−1)
, ηn =

1

2

cϕ − cϕ+1q
n+ϕ

(1− q2(n+ϕ))(1 + qn+ϕ+1)

n ≡ ϕ + 1(mod 2).
Çàìå÷àíèå 3.6 Â ÷àñòíîì ñëó÷àå α1 = α2 âåëè÷èíà cn íå çàâèñèò îò n;
ïîýòîìó ôîðìóëû (3.32) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξn =
α1

1− q

−νq−n−ϕ− 1
2 + 1 + q−2n−2ϕ−1

(1− q−2(n+ϕ))(1− q−2(n+ϕ+1))
, ηn =

α1

1− q

−νqn+ϕ+ 1
2 + 1 + q2n+2ϕ+1

(1− q2(n+ϕ))(1− q2(n+ϕ+1))
(3.33)

äëÿ ϕ 6∈ Z è ν = κ1−q
α1

, óäîâëåòâîðÿþùåãî îãðàíè÷åíèÿì

q−θ + qθ < ν < min{q1−θ + qθ−1, q−θ−1 + qθ+1}; (3.34)

ξn =
α1

(1− q)(1 + q−n−ϕ)(1 + q−n−ϕ−1)
, ηn =

α1

(1− q)(1 + qn+ϕ)(1 + qn+ϕ+1)
(3.35)

äëÿ ϕ ∈ Z. ×àñòíîå ðåøåíèå (3.35) áûëî ïðèâåäåíî â ðàáîòå [24].
Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíî ïîëîæèòü ν = qτ + q−τ è ïåðåïèñàòü

ôîðìóëû (3.33),(3.35) â ñëåäóþùåì âèäå:

ξn =
α1(1− q−n−ϕ− 1

2−τ)(1− q−n−ϕ− 1
2+τ)

(1− q)(1− q−2(n+ϕ))(1− q−2(n+ϕ+1))

ηn =
α1(1− qn+ϕ+ 1

2−τ)(1− qn+ϕ+ 1
2+τ)

(1− q)(1− q2(n+ϕ))(1− q2(n+ϕ+1))

(3.36)

ãäå |θ| < τ < min{|θ − 1|, |θ + 1|} ïðè ϕ 6∈ Z è τ = 1
2 ïðè ϕ ∈ Z. Íåòðóäíî

çàìåòèòü, ÷òî â ïåðåìåííûõ (ϕ, ν) îáëàñòü äîïóñòèìûõ ïàðàìåòðîâ (ò.å. ïà-
ðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ïîëîæèòåëüíîñòü ðåøåíèÿ (3.36) âî âñåõ öåëûõ
òî÷êàõ) ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî íàáîðà êðèâîëèíåéíûõ òðåóãîëüíèêîâ (ñì.
ðèñ. 3.1).
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Ðèñ. 3.1: Îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ϕ è ν â ôîðìóëå 3.36.

3.2.2 Àñèìïòîòèêà êîýôôèöèåíòîâ
Ïðåäëîæåíèå 3.7 ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû îá àñèìïòîòè÷åñêîì
ïîâåäåíèè êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðîâ q-öåïî÷êè (3.1),(3.2):

a1(n), a2(n) → 0, b1(n) →
√

α1 + qα2

1− q2 , b2(n) →
√

α2 + qα1

1− q2 ïðè n → +∞,

(3.37)

a1(n) →
√

α1 + qα2

1− q2 , a2(n) →
√

α2 + qα1

1− q2 , b1(n), b2(n) → 0 ïðè n → −∞.

(3.38)
Ïîñêîëüêó

Lj = AjA
+
j − αj = (aj + bjT )(aj + T−1(bj)T

−1)− αj =

=
(
ajT

−1(bj)
)
T−1 + (a2

j + b2
j − αj) + (T (aj)bj) T, (3.39)

êîýôôèöèåíòû ïðè T±1 îïåðàòîðîâ Lj, ãäå j = 1, 2, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè
n → ±∞, ò.å. îïåðàòîð Lj íà áåñêîíå÷íîñòè ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó óìíî-
æåíèÿ íà êîíñòàíòó αj+qαj+1

1−q2 (çäåñü j ∈ Z2).

3.2.3 Ñõîäèìîñòü ê íåïðåðûâíîé ìîäåëè
Èññëåäóåì òåïåðü âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ïðè q → 1 äèñêðåòíîé ìîäåëè (3.1),(3.2)
â ñëó÷àå r = 2, s = 1 ê íåïðåðûâíîé ìîäåëè (1.12). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
öåïî÷êó (3.1) îïðåäåëåííóþ íå íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå Z, à íà ðåøåòêå hZ
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ñ øàãîì h. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ íà êîýôôèöè-
åíòû îïåðàòîðîâ îñòàíóòñÿ òàêèì æå çà òåì ëèøü èñêëþ÷åíèåì, ÷òî ôóíêöèè
aj(n) è bj(n) áóäóò îïðåäåëåíû íå íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå, à â òî÷êàõ âèäà
x = nh äëÿ âñåõ j ∈ Zr, ãäå n � öåëîå.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x ∈ R, òîãäà n = x/h � òàêæå âåùåñòâåííî â ôîðìó-
ëàõ (3.36), à îïåðàòîðû Lj ñòàíîâÿòñÿ ðàçíîñòíûìè íà âñåé ïðÿìîé R. Ïóñòü
T � îïåðàòîð ñäâèãà íà h, äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèÿõ, îïðåäåëåííûõ íà âñåé
÷èñëîâîé îñè; ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð:

exp

(
h

d

dx

)
= I + h

d

dx
+

h2

2

d2

dx2 + · · · ,

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî o(h)

exp

(
h

d

dx

)
= I+h

d

dx
+o(h) = I+h

(
T − I

h
+ o(1)

)
+o(h) = T +o(h). (3.40)

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî o(h) îïåðàòîð ñäâèãà T ñîâïàäàåò ñ îïåðàòî-
ðîì exp(h d

dx).

Ïðåäëîæåíèå 3.8 Â ñëó÷àå r = 2, s = 1, α1 = α2 îïåðàòîðû Lj +
αj

2 ,
ïîñòðîåííûå ïî ðåøåíèÿì (3.36) ïðè ε = −1, q = exp(−α

8h2), ñëàáî ñõîäÿòñÿ
ê ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó:

(
L1,2 +

α1

2

)
ψ(x) =

(
− d2

dx2 +
α2

1

4
x2

)
ψ(x) + o(1) äëÿ âñåõ ψ ∈ C2(R).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èìåÿ ââèäó ðàâåíñòâî (3.40), ñîãëàñíî (3.39) ñ òî÷íîñòüþ äî o(h) ïîëó÷à-

åì, ÷òî

Lj +
αj

2
=

(
ajT

−1(bj)
)
T−1 + (a2

j + b2
j − αj) + (T (aj)bj) T +

αj

2
=

= aj(x)bj(x−h) exp

(
−h

d

dx

)
+a2

j(x)+b2
j(x)−αj

2
+aj(x+h)bj(x) exp

(
h

d

dx

)
=

= A(x, h) + hB(x, h)
d

dx
+ h2C(x, h)

d2

dx2 + · · · , (3.41)

ãäå

A(x, h) = a2
j(x) + b2

j(x) + aj(x + h)bj(x) + aj(x)bj(x− h)− αj

2
,

B(x, h) = aj(x + h)bj(x)− aj(x)bj(x− h),
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C(x, h) =
1

2
(aj(x + h)bj(x) + aj(x)bj(x− h)).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3.36), ðàçëîæèì ôóíêöèè aj è bj, ãäå j = 1, 2, â ðÿä ïî
h â îêðåñòíîñòè íóëÿ, îòêóäà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:

a2
j(x) =

1

h2 −
αjx

2h
+

(
α2

jx
2

16
− αϕ

4
+

1− 4τ 2

16x2

)
+ O(h)

b2
j(x) =

1

h2 +
αjx

2h
+

(
α2

jx
2

16
+

αj

2
+

αϕ

4
+

1− 4τ 2

16x2

)
+ O(h)

aj(x + h)bj(x) = − 1

h2 +

(
α2

jx
2

16
− 1− 4τ 2

16x2

)
+ O(h)

aj(x)bj(x− h) = − 1

h2 +

(
α2

jx
2

16
− 1− 4τ 2

16x2

)
+ O(h)

.

Òåïåðü ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà
Lj:

A(x, h) =
α2

1

4
x2 + O(h), B(x, h) = O(h), C(x, h) = − 1

h2 + O(1).

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Lj +
αj

2 ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿ-
òîðó, Q.e.d.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è â ñëó÷àå α1 6= α2 îïåðàòîð Lj ñõîäèòñÿ
ê

− d

dx2 +
(αj + αj+1)

2

16
x2 − αj

2
− (αj − αj+1)(αj + 3αj+1)

4(αj + αj+1)2x2 ,

ãäå αj+2 = αj, ò.å. ê îïåðàòîðó îáû÷íîé öåïî÷êè Äàðáó (1.12) ïðè r = 2
(ñì. (1.17)).

3.3 Öåïî÷êè ïðîèçâîëüíîé äëèíû
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ öèêëè÷åñêèõ q-öåïî÷åê Äàðáó (3.1),(3.2)
ïðîèçâîëüíîé ÷åòíîé äëèíû r ñî ñäâèãîì s = r/2. Ïðè r > 2 ÿâíîå ðå-
øåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (3.20) íå èçâåñòíî;
áîëåå òîãî, a priori íå ÿñíî, ñóùåñòâóåò ëè ýòî ðåøåíèå âîîáùå: ìû âèäåëè,
÷òî óæå ïðè r = 2 íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.27), êîòîðîå ïðèíèìàåò
ëèøü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òðåáîâàëî îïðåäåëåííûõ óñèëèé � íå ëþáûì
íà÷àëüíûì äàííûì ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå? ïîëîæèòåëüíîå íà ðåøåòêå Z.
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3.3.1 Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîé òåîðåìû
Öåëüþ ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà 3.1 Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷åòíîãî r, ïîëîæèòåëüíûõ α1, . . . , αr, 0 <
q < 1, çàäà÷à (3.1),(3.2) ïðè s = r/2 èìååò r-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ðåøåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ j îïåðàòîð Lj îãðàíè÷åí è èìååò òîëüêî äèñ-
êðåòíûé ñïåêòð {λj,0, λj,1, . . . } â ïðîìåæóòêå [0, ‖Lj‖), âû÷èñëÿåìûé ïî
ñõåìå Äàðáó:

λj,0 = 0, λj+1,k+1 = q(λj,k + αj), λj+r,k = λj,k. (3.42)
Äëÿ êàæäîãî j ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ Lj, òàêæå âû÷èñëÿåìûå
ïî ñõåìå Äàðáó:

Aj−1ψj,0 = 0, ψj+1,k+1 = A+
j ψj,k, (3.43)

îáðàçóþò ïîëíîå ñåìåéñòâî â L2(Z).
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷åòíîãî r, îòðèöàòåëüíûõ α1, . . . , αr, q > 1, çàäà-

÷à (3.1),(3.2) ïðè s = r/2 èìååò r-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé.
Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ j îïåðàòîð Lj îãðàíè÷åí è èìååò òîëüêî äèñêðåòíûé
ñïåêòð {λj,0, λj,1, . . . } â ïðîìåæóòêå [−αj, ‖Lj‖), âû÷èñëÿåìûé ïî ñõåìå
Äàðáó:

λj,0 = −αj, λj−1,k+1 =
λj,k

q
− αj−1, λj−r,k = λj,k.

Äëÿ êàæäîãî j ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ Lj, òàêæå âû÷èñëÿåìûå
ïî ñõåìå Äàðáó:

A+
j ψj,0 = 0, ψj−1,k+1 = Aj−1ψj,k,

îáðàçóþò ïîëíîå ñåìåéñòâî â L2(Z).
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò ðàçäåëåíî íà íåñêîëüêî ïðåäëîæå-

íèé. Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (3.1),(3.2), à óæå çàòåì ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü
âîçìóùåíî. Êàê ïîêàçàíî â ïàðàãðàôå 3.1.4, èñõîäíàÿ q-öåïî÷êà ñâîäèòñÿ ê
ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (3.25). Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ ξj(n) = u2

j(n + 1),
ηj(n) = v2

j (n), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:
{

ξj(n− 1) + ηj(n) = q(ξj−1(n) + ηj−1(n− 1)) + αj

ξj(n)ηj(n− 1) = q2ξj−1(n− 1)ηj−1(n)
, (3.44)

ãäå j � öèêëè÷åñêèé èíäåêñ, j ∈ Zr, à ξj(n−1) è ηj(n) îïðåäåëåíû ëèøü åñëè
j + n ÷åòíî. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ñèñòåìó (3.44), ñ÷èòàÿ,
÷òî ξj(n) è ηj(n) îïðåäåëåíû ïðè âñåõ n, è ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
r ýòà ñèñòåìà èìååò 2r-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé, ïðèíèìàþùèõ
ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà ðåøåòêå R.
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Çàìå÷àíèå 3.7 Êàê ïîêàçàíî â ïàðàãðàôå 3.1.4, èñõîäíàÿ q-öåïî÷êà ñâî-
äèòñÿ ê ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà ïåðåìåííûå uj(n), vj(n), ãäå j + n
÷åòíî; ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû Bj âèäà (3.24) äåéñòâóþò íà ðåøåòêå
2Z + (j + 1)(mod 2). Íî â öåïî÷êå (3.23) ýòè îïåðàòîðû äåéñòâóþò íà âñåé
îñè Z; ïîýòîìó òàêàÿ öåïî÷êà ýêâèâàëåíòíà äâóì íåçàâèñèìûì öåïî÷êàì âè-
äà (3.1),(3.2). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåò òîò ôàêò, ÷òî ñîãëàñíî òåîðå-
ìå 3.1, èñõîäíàÿ öåïî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ r ïàðàìåòðàìè, â òî âðåìÿ êàê ðåøå-
íèå ñèñòåìû (3.44), åñëè ñ÷èòàòü ïåðåìåííûå ξj(n) è ηj(n) îïðåäåëåííûìè âî
âñåõ öåëûõ òî÷êàõ, îïðåäåëÿåòñÿ 2r ïàðàìåòðàìè (êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå).

Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ñèñòåìû (3.44) äëÿ íå÷åòíîãî r (êîòîðîå òàêæå ïðî-
âîäèòñÿ íèæå) íå èìååò íåïîñðåäñòâåííîãî îòíîøåíèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåî-
ðåìû 3.1; îäíàêî, îíî ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ: ïîäîáíî òîìó,
êàê â ïàðàãðàôå 3.2 èñõîäíàÿ öåïî÷êà äëèíû 2 çàïèñûâàëàñü â âèäå �ìèãàþ-
ùåé� öåïî÷êè äëèíû 1, ïðîèçâîëüíàÿ öåïî÷êà âèäà (3.1),(3.2) äëèíû r = 4t+2
ìîæåò áûòü ïðåâðàùåíà â �ìèãàþùóþ� öåïî÷êó âèäà (3.23),(3.24) ïîëîâèííîé
äëèíû 2t+1. Äåéñòâèòåëüíî, äîîïðåäåëÿÿ ξj è ηj â ñèñòåìå (3.44) ñ ïîìîùüþ
ôîðìóë

ξ2i+1(2k + 1) = u2
2i+2t+2(2k + 2), ξ2i(2k) = u2

2i+2t+1(2k + 1)

η2i+1(2k) = v2
2i+2t+2(2k), η2i(2k + 1) = v2

2i+2t+1(2k + 1)
,

ëåãêî ñâåñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.25) ê ñèñòåìå âèäà (3.44) ñ �ìèãàþùèì�
ïàðàìåòðîì

γj(n) =
1

2

(
(αj + αj+t+1) + (−1)n+j(αj − αj+t+1)

)
.

Ïîýòîìó, åñëè αj = αj+2t+1 äëÿ âñåõ j, òî èñõîäíàÿ öåïî÷êà ýêâèâàëåíò-
íà �íåìèãàþùåé� öåïî÷êå âèäà (3.23),(3.24) ïîëîâèííîé äëèíû, ò.å. ñèñòå-
ìå (3.44) íå÷åòíîé äëèíû. Òàêîé âûáîð ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëÿåò äëÿ íàñ
îñîáûé èíòåðåñ, ïîòîìó ÷òî, êàê ìû íàäååìñÿ ïîêàçàòü, â ýòîì ñëó÷àå èìå-
åò ìåñòî ñõîäèìîñòü ðåøåíèé äèñêðåòíîé çàäà÷è ê íåïðåðûâíîé (â òîì æå
ñìûñëå, â êîòîðîì ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ñõîäèëèñü ê íåïðåðûâíûì â ñëó÷àå
r = 2 � ñì. ïðåäëîæåíèå 3.8).

Îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà �íàìàòûâàíèÿ� öåïî÷êè äëèíû r = 4t + 2 íà
öåïî÷êó ïîëîâèííîé äëèíû íàì íå ïîòðåáóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû.
Òåì íå ìåíåå, îíà çàñëóæèâàåò îòäåëüíîãî óïîìèíàíèÿ, ïîñêîëüêó îáîáùàåò
íà ñëó÷àé öåïî÷åê äëèíû r = 4t + 2 òîò òåõíè÷åñêèé òðþê (3.26), êîòîðûé
áûë èñïîëüçîâàí Äûííèêîâûì ïðè íàõîæäåíèè ÿâíîãî âèäà ðåøåíèÿ çàäà÷è
äëÿ r = 2. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå r = 4t òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ íåâîç-
ìîæíà ïîñêîëüêó ïîëîâèíà 2t äëèíû öåïî÷êè íå âçàèìíî ïðîñòà ñ äâîéêîé
� �êðàòíîñòüþ íàìàòûâàíèÿ�.
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3.3.2 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé
Ïðåäëîæåíèå 3.9 Ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (3.44), ãäå j ∈ Zr, 0 <
q < 1, αj > 0, ïðè âñåõ r èìååò 2r-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé,
ïîëîæèòåëüíûõ âî âñåõ òî÷êàõ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïîëó÷èì ÿâíûå ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå äëÿ êàæäîãî

j = 1, . . . , r âûðàçèòü (ξj(n), ηj(n)) ÷åðåç (ξi(n − 1), ηi(n − 1)), i = 1, . . . , r.
Èñêëþ÷àÿ ξj(n) èç óðàâíåíèé âòîðîé ãðóïïû (3.44) è ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå
âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèÿ ïåðâîé ãðóïïû, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ëèíåéíîé
ñèñòåìå óðàâíåíèé:

cjηj(n)− djηj−2(n) = gj, ãäå j ∈ Zr, (3.45)

cj = ηj−1(n− 1), dj = q3ξj−2(n− 1)
gj = ηj−1(n− 1)(qηj−1(n− 1)− ξj(n− 1) + αj)

. (3.46)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî íàáîðà íà÷àëüíûõ äàííûõ

(ξ1(0), ξ2(0), . . . , ξr(0), η1(0), η2(0) . . . , ηr(0))

ðåøåíèå ñèñòåìû (3.44) ñ òàêèìè íà÷àëüíûìè äàííûìè îäíîçíà÷íî ïðîäîë-
æàåòñÿ íà ïîëîæèòåëüíóþ �ïîëóîñü�, åñëè äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n îïðåäåëè-
òåëü ìàòðèöû ëèíåéíîé ñèñòåìû (3.45) îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû
Êðàìåðà è çàïèñûâàÿ ðåçóëüòàò â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå, ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùåå:

ηj(n) =
∆j

∆
, ξj(n) = q2ξj−1(n− 1)ηj−1(n)

ηj(n− 1)
= q2ξj−1(n− 1)

ηj(n− 1)

∆j−1

∆
, (3.47)

ãäå

∆j =
r−1∑

k=0

gj−2k

cj−2k

(
k−1∏
i=0

dj−2i

cj−2i

)(
r∏

i=1

ci

)
, ∆ =

r∏
i=1

ci −
r∏

i=1

di, (3.48)

åñëè r � íå÷åòíî, è

∆j =

r
2−1∑

k=0

gj−2k

cj−2k

(
k−1∏
i=0

dj−2i

cj−2i

)(
r∏

i=1

ci

)
−

r
2∑

k=1

gj+2k

dj+2k

(
k−1∏
i=1

cj+2i

dj+2i

)(
r∏

i=1

di

)
, (3.49)

∆ =




r
2−1∏
i=0

c2i+1 −
r
2−1∏
i=0

d2i+1







r
2∏

i=1

c2i −
r
2∏

i=1

d2i


 , (3.50)
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åñëè r � ÷åòíî. Â ôîðìóëàõ (3.47)�(3.50) âñå èíäåêñû ñ÷èòàþòñÿ öèêëè÷å-
ñêèìè, ò.å. ñêëàäûâàþòñÿ è âû÷èòàþòñÿ ïî ìîäóëþ r, à ïðîèçâåäåíèÿ

∏
ñ÷è-

òàþòñÿ ðàâíûìè åäèíèöå, åñëè íèæíèé ïðåäåë îêàçàëñÿ áîëüøå âåðõíåãî.
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ÷åòíîãî r âûðàæåíèå ∆j ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæè-
òåëè:

∆j =




r
2∏

i=1

cj+2i+1 −
r
2∏

i=1

dj+2i+1







r
2−1∑

k=0

gj−2k

cj−2k

(
k−1∏
i=0

dj−2k

cj−2k

)


r
2−1∏
i=0

cj+2i





 ,

ò.å. âûðàæåíèÿ (3.49),(3.50) èìåþò îáùèé ìíîæèòåëü, êîòîðûé ñîêðàùàåòñÿ
â ôîðìóëàõ (3.48).

Ïåðåìíîæåíèå âñåõ óðàâíåíèé âòîðîé ãðóïïû ñèñòåìû (3.44) äàåò îäèí
�íåàâòîíîìíûé� èíòåãðàë ýòîé ñèñòåìû:

q−2rn ξ1(n)ξ2(n) · · · ξr(n)

η1(n)η2(n) · · · ηr(n)
= κ, (3.51)

ãäå κ � êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè:

κ =
ξ1(0)ξ2(0) · · · ξr(0)

η1(0)η2(0) · · · ηr(0)
.

Êðîìå òîãî, óðàâíåíèÿ (3.44) îáëàäàþò ñèììåòðèåé ξj(n) ←→ ηj(−n); ïîýòî-
ìó, åñëè èñêàòü ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå ξj(0) = ηj(0) äëÿ âñåõ j = 1, . . . r,
òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü åãî ñóùåñòâîâàíèå è ïîëîæèòåëüíîñòü ëèøü íà �ïî-
ëóîñè� N. Áîëåå òîãî, â ñèëó (3.47) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ïîëîæèòåëüíîñòü
ηj(n) äëÿ âñåõ j (åñëè óæå èçâåñòíî, ÷òî ξj(n−1) è ηj(n−1) ïîëîæèòåëüíû).

Ïîñòðîèì òåïåðü ðåøåíèå ñèñòåìû (3.44), ïîëîæèòåëüíîå íà öåëî÷èñëåí-
íîé ðåøåòêå è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ξj(0) = ηj(0) = ρ > 0 äëÿ âñåõ
j = 1, . . . , r è íåêîòîðîãî ρ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

Aj(n) = qηj−1(n− 1)− ξj(n− 1) + αj.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íå÷åòíîãî r; ôîðìóëû (3.47)�(3.48) ìîæíî ïåðåïèñàòü
(ñ èñïîëüçîâàíèåì (3.46) è (3.51)) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ηj(n) =
1

1− q2nr+r

r−1∑

k=0

q3khj,j−2k(n)Aj−2k(n), (3.52)

ãäå hj,k(n) � íåêîòîðûå ïðîèçâåäåíèÿ äðîáåé âèäà ξi−1(n−1)
ηi(n−1) (íàõîæäåíèå òî÷-

íûõ âûðàæåíèé äëÿ ýòèõ ïðîèçâåäåíèé íå ïðåäñòàâëÿåò íèêàêîé òðóäíîñòè,
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íî íàì ýòè âûðàæåíèÿ íå ïîòðåáóþòñÿ). Îòìåòèì ëèøü, ÷òî

hj,j(n) = 1, hj,j−2 =
ξj−2(n− 1)

ηj−1(n− 1)
, (3.53)

è hj,k ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ñîìíîæèòåëÿ ïðè k 6= j, j − 2. Òàêèì îáðàçîì,
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïîëîæèòåëüíîñòü âñåõ Aj(n).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè íàøåì âûáîðå íà÷àëüíûõ äàííûõ âåëè÷èíû

Aj(1) = ρ(q − 1) + αj

ïîëîæèòåëüíû, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïàðàìåòð ρ óäîâëåòâîðÿë íåðàâåí-
ñòâó

0 < ρ <
α∗

1− q
, (3.54)

ãäå α∗ = minj αj. Ïîýòîìó, ξj(1) > 0, ηj(1) > 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , r. Äàëåå,
ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (3.47), ïîëó÷àåì, ÷òî

Aj(2) = qηj−1(1)− ξj(1) + αj = qηj−1(1)− q2ηj−1(1) + αj =

= q(1− q)ηj−1(1) + αj > αj > 0,

ò.å. ξj(2) è ηj(2) òàêæå ïîëîæèòåëüíû äëÿ âñåõ j.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ âñåõ j = 1, . . . , r è äëÿ âñåõ n > 3 ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

qηj−1(n− 1)− ξj(n− 1) = qηj−1(n− 1)
Aj(n− 2)

ηj(n− 2)
.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìàòðèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàçíîñòü è èñïîëüçóÿ óðàâ-
íåíèÿ (3.44), ïîëó÷àåì:

qηj−1(n− 1)− ξj(n− 1)− q
ηj−1(n− 1)

ηj(n− 2)
(qηj−1(n− 3)− ξj(n− 3) + αj) =

= qηj−1(n− 1)− ξj(n− 1)− q
ηj−1(n− 1)

ηj(n− 2)
(ηj(n− 2)− qξj−1(n− 2)) =

= −ξj(n− 1) + q2ξj−1(n− 2)ηj−1(n− 1)

ηj(n− 2)
= 0.

Ïîýòîìó,

Aj(n) = qηj−1(n− 1)− ξj(n− 1) + αj = qηj−1(n− 1)
Aj(n− 2)

ηj(n− 2)
+ αj > αj > 0,
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ïðè óñëîâèè, ÷òî óæå äîêàçàíà ïîëîæèòåëüíîñòü ηj−1(n − 1), ηj(n − 2) è
Aj(n − 1). Òàêèì îáðàçîì, èç èíäóêòèâíûõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè
íà÷àëüíûå äàííûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3.54), òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñèì-
ìåòðè÷íîå ðåøåíèå ïîëîæèòåëüíî íà âñåé öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ ÷åòíîãî r èäåéíî íå îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâåäåí-
íîãî âûøå, õîòÿ ñòîèò îòìåòèòü íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûå äåòàëè. Ïîñëå ñî-
êðàùåíèÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ â ÷èñëèòåëå è â çíàìåíàòåëå â ôîðìóëàõ (3.47)
ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëà (3.51). Ïîýòîìó âìåñòî
ôîðìóëû (3.52) ïîÿâëÿåòñÿ òàêàÿ:

ηj(n) =

r
2−1∑
k=0

q3khj,j−2k(n)Aj−2k(n)

1− q
3r
2

r
2∏

i=1

ξj+2i+1(n−1)
ηj+2i(n−1)

. (3.55)

Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííàÿ ðàçíèöà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì íå÷åòíîãî
r ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà êàæäîì øàãó íóæíî åùå äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿòü
ïîëîæèòåëüíîñòü çíàìåíàòåëÿ äðîáè (3.55). Ïðè n = 1, 2 (áàçà èíäóêöèè) ýòî
óñëîâèå, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî; åñëè æå n > 2, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
Aj(n) > αj, ò.å. qηj−1(n− 1) > ξj(n− 1) äëÿ âñåõ j = 1, . . . , r. Ïîýòîìó,

r
2∏

i=1

ξj+2i(n− 1)

ηj+2i−1(n− 1)
<

r
2∏

i=1

ξj+2i(n− 1)
1
qξj+2i(n− 1)

= q
r
2 ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî çíàìåíàòåëü â ôîðìóëå (3.55) ïîëîæèòåëåí.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ αj > 0 ñèñòåìà (3.44) èìååò

ðåøåíèå, ïîëîæèòåëüíîå íà âñåé öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå è óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ ξj(0) = ηj(0) = ρ, j = 1, . . . , r, ãäå ïàðàìåòð ρ îãðàíè÷åí íåðà-
âåíñòâîì (3.54), ò.å. íàì óäàëîñü ïîñòðîèòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ðåøåíèé ñèñòåìû (3.44).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè êàæäîãî ðåøåíèÿ ýòîãî ñå-
ìåéñòâà ñâîéñòâî ïîëîæèòåëüíîñòè âî âñåõ òî÷êàõ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè
ñîõðàíèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, øàã èíäóêöèè ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîëîæèòåëü-
íîñòè íå çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîäî-
áðàòü òàêèå íà÷àëüíûå äàííûå, ÷òîáû äëÿ íèõ âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ áàçû
èíäóêöèè: Aj(1) > 0, Aj(2) > 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . r. Íî ýòè óñëîâèÿ çà-
äàþò îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R2r, êîòîðîå, êàê ìû óæå äîêàçàëè, íåïóñòî.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ïîñòðîåííîãî âûøå ðå-
øåíèÿ åãî ïîëîæèòåëüíîñòü ïðè n > 0 ñîõðàíèòñÿ. Çíà÷èò, â ñèëó ñèììåò-
ðèè ñèñòåìû, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ðåøåíèå áóäåò îñòàâàòüñÿ
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ïîëîæèòåëüíûì è âî âñåõ öåëûõ òî÷êàõ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè 2r-
ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (3.44), êîòîðûå ïîëîæèòåëüíû
âî âñåõ òî÷êàõ �îñè� Z, Q.e.d.

Çàìå÷àíèå 3.8 Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ÷åòíîì r ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.44)
ðàñïàäàåòñÿ â äâå íåçàâèñèìûå ñèñòåìû; äåéñòâèòåëüíî, îäíà ãðóïïà óðàâíå-
íèé ñâÿçûâàåò ïåðåìåííûå ξj(n) ïðè íå÷åòíîì j + n ñ ïåðåìåííûìè ηj(n)
ïðè ÷åòíîì j + n, à äðóãàÿ � íàîáîðîò: ξj(n) ïðè ÷åòíîì j + n ñ ηj(n)
ïðè íå÷åòíîì j + n. Ïîýòîìó ñóùåñòâîâàíèå 2r-ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà
ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ðåøåíèé ñèñòåìû (3.44) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå r-
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1),(3.2). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè íå÷åò-
íîì r ñèñòåìà (3.44) íå ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåìû.

3.3.3 Ëîêàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèé
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Fn ñäâèãà âäîëü �òðàåêòîðèé� ñèñòåìû (3.44),

Fn : (ξ1(n− 1), . . . , ξr(n− 1), η1(n− 1), . . . , ηr(n− 1)) 7→
7→ (ξ1(n), . . . , ξr(n), η1(n), . . . , ηr(n)), (3.56)

îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå
{

(ξ1(n− 1), . . . , ξr(n− 1), η1(n− 1), . . . , ηr(n− 1))

∣∣∣∣∣
r∏

j=1

ηj(n− 1)−

− q3r
r∏

j=1

ξj(n− 1) 6= 0

}
. (3.57)

Îòîáðàæåíèå Fn íå çàâèñèò îò n (ñì. ÿâíûå ôîðìóëû (3.47)�(3.50)); ïîýòîìó
áóäåì îïóñêàòü çàâèñèìîñòü îò n ó Fn è ó êîîðäèíàò: âìåñòî ξj(n − 1) è
ηj(n − 1) áóäåì ïèñàòü ξj è ηj ñîîòâåòñòâåííî è áóäåì ñ÷èòàòü îòîáðàæåíèå
F îïðåäåëåííûì â îáëàñòè (3.57) ïðîñòðàíñòâà R2r.

Ïðåäëîæåíèå 3.10 Â îáëàñòè D = {ηj 6= 0 | j = 1, . . . , r} îòîáðàæåíèå
F èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó

N =


0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

r

,
α1 + qαr + · · ·+ qr−1α2

1− qr
,
α2 + qα1 + · · ·+ qr−1α3

1− qr
, . . . ,

αr + qαr−1 + · · ·+ qr−1α1

1− qr

)
,
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ïðè÷åì ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé.
Â îáëàñòè E = {ξj 6= 0 | j = 1, . . . , r} îòîáðàæåíèå F èìååò åäèíñòâåí-

íóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó

S =

(
α1 + qαr + · · ·+ qr−1α2

1− qr
,
α2 + qα1 + · · ·+ qr−1α3

1− qr
, . . . ,

αr + qαr−1 + · · ·+ qr−1α1

1− qr
, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

r


 ,

ïðè÷åì ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùåé.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (ξ1, . . . , ξr, η1, . . . , ηr) � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæå-

íèÿ F â îáëàñòè D è âîçüìåì åå â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé. Òîãäà ôóíêöèÿ (3.51)
ïîñòîÿííà ïðè èòåðàöèÿõ îòîáðàæåíèÿ F , ÷òî âîçìîæíî ëèøü åñëè κ = 0.
Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü âëå÷åò ðàâåíñòâî íóëþ ïî êðàéíåé îäíîãî èç ξj; áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ξ1 = 0. Ðàññìàòðèâàÿ âòîðóþ ãðóïïó
óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.44), íåìåäëåííî çàêëþ÷àåì, ÷òî ξ2 = ξ3 = · · · = ξr = 0.
Ïîäñòàâèì òåïåðü ýòî â îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ (3.44) è ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
ëèíåéíóþ ñèñòåìó:




1 0 . . . 0 −q
−q 1 . . . 0 0
0 −q . . . 0 0
... . . .
0 0 . . . −q 1







η1
η2
η3...
ηr




=




α1
α2
α3...
αr




;

ðåøàÿ åå, ïðèõîäèì ê èñêîìûì ôîðìóëàì äëÿ êîîðäèíàò íåïîäâèæíîé òî÷êè
N .

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýòà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà � ïðèòÿãèâàþùàÿ. Äëÿ ýòî-
ãî ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå N . Ïóñòü ñïåðâà r
íå÷åòíî; òîãäà âñå ñëàãàåìûå â ôîðìóëå (3.52), êðîìå ïåðâûõ äâóõ, íå âíåñóò
íèêàêîãî âêëàäà â ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå N , ïîñêîëüêó ñîäåðæàò ξj

â ñòåïåíè, áîëüøåé åäèíèöû. Òåïåðü íåòðóäíî, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëà-
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ìè (3.53), âûïèñàòü ìàòðèöó ßêîáè îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå N :

dF |N=




0 0 0 . . . 0 ∗ 0 0 0 . . . 0 0
∗ 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 ∗ 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... . . . ... . . .
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 . . . ∗ 0 0 0 0 . . . 0 0
−1 0 0 . . . ∗ 0 0 0 0 . . . 0 q
0 −1 0 . . . 0 ∗ q 0 0 . . . 0 0
∗ 0 −1 . . . 0 0 0 q 0 . . . 0 0
... . . . ... . . .
0 0 0 . . . −1 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 −1 0 0 0 . . . q 0




(çäåñü ñèìâîë ∗ îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îòëè÷åí
îò íóëÿ, íî åãî çíà÷åíèå íå èãðàåò ðîëè). Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí,
î÷åâèäíî, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

χ(λ) = (λr − q2r)(λr − qr). (3.58)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ßêîáè dF |N èìååò ñëåäóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ:

qε1, qε2, . . . , qεr, q
2ε1, q

2ε2, . . . , q
2εr,

ãäå ε1, ε2, . . . εr � êîðíè ñòåïåíè r èç åäèíèöû. Ñëó÷àé ÷åòíîãî r ðàññìàòðè-
âàåòñÿ àíàëîãè÷íî: õîòÿ ÿâíûå ôîðìóëû (3.49),(3.50),(3.55) è îòëè÷àþòñÿ îò
ôîðìóë (3.48),(3.52), ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ �íåñóùåñòâåííûõ� ñëàãàåìûõ (ò.å.
ñëàãàåìûõ, êîòîðûå íå âíîñÿò âêëàä â êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû ßêîáè â òî÷êå
N) îñòàåòñÿ òî æå ñàìîå, ÷òî è â ñëó÷àå íå÷åòíîãî r. Ïîýòîìó õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèé ìíîãî÷ëåí â ýòîì ñëó÷àå òîæå èìååò âèä (3.58).

Â êà÷åñòâå íîðìû êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ìîæíî âçÿòü ìàê-
ñèìóì ìîäóëÿ åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, åñëè åãî ìàòðèöà äèàãîíàëèçóåìà;
ïîýòîìó â ñèëó íåïðåðûâíîñòè íîðìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè N èìå-
åò ìåñòî íåðàâåíñòâî ‖dF‖ ≤ p < 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ òî÷åê X ,
äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê òî÷êå N , ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖F (X)− F (N)‖ = ‖dF |Y ‖ · ‖X −N‖ ≤ p‖X −N‖ < ‖X −N‖,

ãäå Y � íåêîòîðàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ òî÷êà íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì òî÷êè X
è N . Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà N � ïðèòÿãèâàþùàÿ.
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Ïðè ñèììåòðèè ξj(n) ←→ ηj(−n) îáëàñòè D ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòü E ;
ïîýòîìó îáëàñòü E ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó S, ñèììåò-
ðè÷íóþ òî÷êå N . Òî÷êà S ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùåé, ïîñêîëüêó N � ïðèòÿ-
ãèâàþùàÿ òî÷êà, Q.e.d.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî

α1 = · · · = αr =: α̂. (3.59)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (3.44), îòâå÷àþùåå íà÷àëüíûì äàííûì

ξ1(0) = · · · = ξr(0) =: ξ, η1(0) = · · · = ηr(0) =: η, (3.60)

îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

ξ(n) = ξ1(n) = · · · = ξr(n), η(n) = η1(n) = · · · = ηr(n) äëÿ âñåõ n ∈ Z;

ïðè ýòîì ξ(n) è η(n) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (3.27) (ïðè α1 = α2) è ïîòî-
ìó èìåþò àñèìïòîòèêó (3.37),(3.38). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ
äàííûõ âèäà (3.60), òàêèõ, ÷òî îòâå÷àþùåå èì ðåøåíèå (ñì. ïàðàãðàô 3.2) ïî-
ëîæèòåëüíî âî âñåõ òî÷êàõ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè, ýòî ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê
íåïîäâèæíîé òî÷êå N ïðè n → +∞ è ê íåïîäâèæíîé òî÷êå S ïðè n → −∞.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (3.44) èìååò ïðàâèëüíóþ àñèìïòî-
òèêó, åñëè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (α1, α2, . . . , αr)

(ξ1(n), ξ2(n), . . . , ξr(n), η1(n), η2(n), . . . , ηr(n)) → N ïðè n → +∞,

(ξ1(n), ξ2(n), . . . , ξr(n), η1(n), η2(n), . . . , ηr(n)) → S ïðè n → −∞.

Ïðåæäå ÷åì îáñóæäàòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé ñèñòåìû (3.44) ñ
ïðàâèëüíîé àñèìïòîòèêîé íàì áóäåò áóäåò íåîáõîäèìî ââåñòè íåñêîëüêî îáî-
çíà÷åíèé. Ïóñòü

A = {(α1, α2, . . . , αr) | αj > 0, j = 1, 2, . . . , r}

� ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ, à

R2r
+ = {(ξ1, . . . , ξr, η1, . . . , ηr) | ξj > 0, ηj > 0, j = 1, 2 . . . , r}

� ïðîñòðàíñòâî íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
çíà÷åíèå α̂ è ðàññìîòðèì òî÷êó â = (α̂, α̂ . . . , α̂) ∈ A â ïðîñòðàíñòâå ïà-
ðàìåòðîâ. Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü

{ξ1 = · · · = ξr =: ξ̂, η1 = · · · = ηr =: η̂}
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è åå ïîäìíîæåñòâî Tα̂, ñîñòîÿùåå èç òàêèõ òî÷åê, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (3.27)
ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (ξ̂, η̂) è ïàðàìåòðàìè α1 = α2 = α̂ ïîëîæèòåëüíî íà
âñåé �îñè� Z (ýòî ïîäìíîæåñòâî ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî íàáîðà êðèâîëèíåé-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ � ñì. ðèñ. 3.1). Ïîêà íàì èçâåñòíî ëèøü òî, ÷òî ðåøåíèå
ñèñòåìû (3.44) ñ ïàðàìåòðàìè â è íà÷àëüíûìè äàííûìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè
óñëîâèþ (3.60), èìååò ïðàâèëüíóþ àñèìïòîòèêó äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî
α̂; áîëåå òîãî, ýòî ðåøåíèå ïîëîæèòåëüíî íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå, åñëè
íà÷àëüíûå äàííûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Tα̂.
Ïðåäëîæåíèå 3.11 Åñëè òî÷êà (Y, a) ∈ R2r

+ ×A ïðèíàäëåæèò äîñòàòî÷-
íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (X, â), ãäå X ∈ Tα̂, òî ðåøåíèå ñèñòåìû (3.44)
ñ ïàðàìåòðàìè a è íà÷àëüíûìè äàííûìè

Y = (ξ1(0), ξ2(0), . . . , ξr(0), η1(0), η2(0), . . . , ηr(0))

ïîëîæèòåëüíî íà âñåé �îñè� Z è èìååò ïðàâèëüíóþ àñèìïòîòèêó.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü Fa � îòîáðàæåíèå ñäâèãà âäîëü �òðàåêòîðèé� ñèñòåìû (3.44) ñ ïà-
ðàìåòðîì a ∈ A, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (3.56); îáîçíà÷èì ñèìâîëîì F ◦k

a

êîìïîçèöèþ k èòåðàöèé ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî X ∈ Tα̂

F ◦k
â (X) → Nâ ïðè k → +∞, (3.61)

ãäå Nâ � ïðèòÿãèâàþùàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ Fâ.
Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (X, â) ∈ R2r

+ ×A. Òî÷êà Nâ ÿâëÿåòñÿ ïðè-
òÿãèâàþùåé; ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêàÿ åå 2ε-îêðåñòíîñòü â ïðîñòðàíñòâå R2r

+ ,
÷òî âñå åå òî÷êè ïðè èòåðàöèÿõ îòîáðàæåíèÿ Fâ ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå Nâ (îòìå-
òèì, ÷òî ãëîáàëüíóþ ñõîäèìîñòü (3.61) ê ýòîé íåïîäâèæíîé òî÷êå ìû ìîæåì
ãàðàíòèðîâàòü ëèøü äëÿ òî÷åê ìíîæåñòâà Tα̂). Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû ïðè-
òÿãèâàþùåé íåïîäâèæíîé òî÷êè Na íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà a, òî
íàéäåòñÿ òàêîå δ1 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ A èç δ1-îêðåñòíîñòè òî÷êè â â
A âñå òî÷êè èç ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè Na â R2r

+ ñõîäÿòñÿ ê Na ïðè èòåðàöèÿõ
îòîáðàæåíèÿ Fa. Ïîýòîìó, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî àñèìïòîòèêà ðåøå-
íèÿ ïðè n → +∞ � ïðàâèëüíàÿ, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå
δ > 0, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N

∥∥F ◦k
a (Y )−Na

∥∥
R2r

+
< ε ∀(Y, a) ∈ R2r

+ × A : ‖(Y, a)− (X, â)‖R2r
+×A

< δ,

ãäå ñèìâîë ‖ · ‖R2r
+×A îáîçíà÷àåò íîðìó â ïðîñòðàíñòâå R2r

+ × A.
Ïîñêîëüêó òî÷êà Na íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà a, íàéäåòñÿ òà-

êàÿ δ2-îêðåñòíîñòü òî÷êè (Nâ, â) ∈ R2r
+ × A, ÷òî äëÿ ëþáîé åå òî÷êè (Na, a)

âûïîëíåíî
‖(Na, a)− (Nâ, â)‖R2r

+×A
<

ε

3
.
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Â ñèëó ñõîäèìîñòè (3.61) íàéäåòñÿ òàêîå K ∈ N, ÷òî
∥∥F ◦k

â (Y ), â)− (Nâ, â)
∥∥
R2r

+×A
<

ε

3

äëÿ ëþáîãî k > K. Ôèêñèðóåì òàêîå k; òîãäà, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå Fa

íåïðåðûâíî è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà a, íàéäåòñÿ òàêîå δ3 > 0, ÷òî
äëÿ ëþáîãî (Y, a) èç δ3-îêðåñòíîñòè òî÷êè (X, â) áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∥∥(F ◦k
a (Y ), a)− (F ◦k

â (X), â)
∥∥
R2r

+×A
<

ε

3
.

Ïîýòîìó ïðè δ < min{δ1, δ2, δ3}∥∥F ◦k
a (Y )−Na

∥∥
R2r

+
=

∥∥(F ◦k
a (Y ), a)− (Na, a)

∥∥
R2r

+×A
6

6
∥∥(F ◦k

a (Y ), a)− (F ◦k
â (X), â)

∥∥
R2r

+×A
+

+
∥∥(F ◦k

â (X), â)− (Nâ, â)
∥∥
R2r

+×A
+

+ ‖(Nâ, â)− (Na, a)‖R2r
+×A

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

Òàêèì îáðàçîì, ìàëîå âîçìóùåíèå íà÷àëüíûõ äàííûõ X ∈ Tα̂ â ïðîñòðàíñòâå
R2r

+ è ïàðàìåòðîâ a â ïðîñòðàíñòâå A íå íàðóøàåò ïðàâèëüíîñòè àñèìïòîòè-
êè ðåøåíèÿ (àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ àñèìïòîòèêè
ðåøåíèÿ ïðè n → −∞).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýòó δ-îêðåñòíîñòü â R2r
+ × A ìîæíî âûáðàòü ñòîëü

ìàëîé, ÷òî ïðè âîçìóùåíèè íà÷àëüíûõ äàííûõ è ïàðàìåòðîâ ðåøåíèÿ îñòà-
þòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè. Ïîñêîëüêó àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ïðàâèëüíàÿ, à âñå
êîîðäèíàòû òî÷êè N ïîëîæèòåëüíû, òî ξj(n) è ηj(n) òàêæå ïîëîæèòåëüíû
ïðè áîëüøîì n (äëÿ âñåõ j ∈ Zr). Ïîëîæèòåëüíîñòü ðåøåíèÿ â îñòàëüíûõ
òî÷êàõ äîñòèãàåòñÿ äîñòàòî÷íûì óìåíüøåíèåì δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè (X, â),
ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå Fa íåïðåðûâíî, à ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå (X, â,
ïîëîæèòåëüíî íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå, Q.e.d.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî r ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè ïàðàìåò-
ðîâ (3.59), ìîæíî ïîñòðîèòü îïåðàòîðû L1, . . . , Lr, óäîâëåòâîðÿþùèå ïåðè-
îäè÷åñêîé öåïî÷êå (3.1),(3.2) è òàêèå, ÷òî èõ êîýôôèöèåíòû ïðè T±1 ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞, à ñàìè ýòè îïåðàòîðû ýêâèâàëåíòíû îïåðàòîðàì
óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó ïðè n →∞.

3.3.4 Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ αj

Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îïèñàííîå âûøå àñèìïòîòè-
÷åñêîå ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðîâ öåïî÷êè ñîõðàíÿåòñÿ íå òîëüêî
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ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ïàðàìåòðîâ αj, íî è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëü-
íûõ çíà÷åíèé ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ò.å. íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî íàáîðà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë αj íàéäåòñÿ òàêîå r-ïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî íà÷àëüíûõ äàííûõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèì èì ðåøåíèÿ áóäóò ïî-
ëîæèòåëüíûìè âî âñåõ öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ è áóäóò çàäàâàòü ðåøåíèÿ q-
öåïî÷êè (3.1),(3.2) ñ ïðàâèëüíûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèå êîýôôèöèåí-
òîâ.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ñòàðòîâîå çíà÷åíèå (X, â) ∈ R2r
+ × A ïàðàìåòðîâ

è íà÷àëüíûõ äàííûõ

α1 = · · · = αr =: α̂, ξ1(0) = · · · = ξr(0) = η1(0) = · · · = ηr(0),

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (3.54); ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå áóäåò ïîëîæè-
òåëüíûì è áóäåò èìåòü íóæíóþ àñèìïòîòèêó. Ðàññìîòðèì òåïåðü êðèâóþ a(t)
â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ A, òàêóþ, ÷òî a(0) = â è âñå êîîðäèíàòû αj(t)
ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðà t. Î÷åâèäíî, ÷òî
ïðè ýòîì ðåøåíèå ñèñòåìû (3.44), ñ ïàðàìåòðàìè a(t) áóäåò îñòàâàòüñÿ ïîëî-
æèòåëüíûì âî âñåõ öåëûõ òî÷êàõ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ñ �ïðàâèëüíîé�
àñèìïòîòèêîé, îáðàçóþò îòêðûòîå ìíîæåñòâî; ïóñòü A � ñâÿçíàÿ êîìïîíåí-
òà ýòîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùàÿ �ñòàðòîâóþ� òî÷êó â. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
íåêîòîðûé ìîìåíò (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè t = 1)
êðèâàÿ a(t) âûøëà íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà A, ò.å. ìû îáíàðóæèëè íåêîòîðûé
ïðåäåëüíûé íàáîð ïàðàìåòðîâ a(1) = (α1(1), . . . , αr(1)), äëÿ êîòîðîãî íàøå
ðåøåíèå ñ çàôèêñèðîâàííûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè íå èìååò ïðàâèëüíîé
àñèìïòîòèêè è äîêàæåì, ÷òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà.

Ïðåäëîæåíèå 3.12 Åñëè a = (α1, . . . , αr) ∈ A, òî ñîîòâåòñòâóþùèå îïå-
ðàòîðû q-öåïî÷êè Lj − ωj

1−qr êîìïàêòíû è îãðàíè÷åíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íàëè÷èå ïðàâèëüíîé àñèìïòîòèêè ó ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.44) ñâèäåòåëü-

ñòâóåò î òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ Lj ïðè T±1

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n → ±∞. Ïîýòîìó âñå êîýôôèöèåíòû �ñäâèíóòîãî�
îïåðàòîðà Lj − ωj

1−qr ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n → ±∞. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
îïåðàòîð Lj − ωj

1−qr ìîæíî ïðèáëèçèòü ñõîäÿùåéñÿ (ïî íîðìå) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ êîíå÷íîìåðíûõ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ âèäà cj,mT−1 + dj,m + fj,mT ,
ãäå cj,m(n) = dj,m(n) = fj,m(n) = 0 ïðè |n| > m. Çíà÷èò, îïåðàòîðû Lj − ωj

1−qr

êîìïàêòíû.
Îïåðàòîð Lj èìååò âèä cjT

−1+dj+fjT (Íå ïóòàòü ñ îáîçíà÷åíèÿìè ïðåäû-
äóùåãî àáçàöà!), ïðè÷åì åñëè a ∈ A, òî âñå åãî êîýôôèöèåíòû cj, dj è fj
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îãðàíè÷åíû; ïóñòü

Cj = sup
n∈Z
{|cj(n)|, |dj(n)|, |fj(n)|}.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ψ ∈ L2(Z) èìååì:

‖Ljψ‖ =

√√√√
+∞∑

n=−∞

(
cj(n)ψ(n− 1) + dj(n)ψ(n) + fj(n)ψ(n + 1)

)2
6

6 Cj

√√√√
+∞∑

n=−∞

(
ψ(n− 1) + ψ(n) + ψ(n + 1)

)2
6

6 Cj

(
+∞∑

n=−∞
ψ2(n− 1) +

+∞∑
n=−∞

ψ2(n) +
∞∑

n=−∞
ψ2(n + 1)

)
= 3Cj · ‖ψ‖

(â ïîñëåäíåé îöåíêå ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì Ìèíêîâñêîãî). Ïîýòî-
ìó îïåðàòîð Lj îãðàíè÷åí, Q.e.d.

Ñëåäñòâèå 3.1 Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 3.12 ñîáñòâåííûå âåêòîðû êàæ-
äîãî èç îïåðàòîðîâ Lj îáðàçóþò ïîëíîå ñåìåéñòâî â L2(Z).

Ñëåäñòâèå 3.2 Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 3.12 íîðìà îïåðàòîðà Lj ðàâíà
ωj

1−qr .

Ïåðâîå èç ñëåäñòâèé ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Ãèëüáåðòà�Øìèäòà
ê ñàìîñîïðÿæåííîìó êîìïàêòíîìó îïåðàòîðó Lj − ωj

1−qr , à âòîðîå íåìåäëåííî
âûòåêàåò èç ïåðâîãî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó îïåðàòîð Lj äèàãîíàëèçó-
åì â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, åãî íîðìà ðàâíà ñóïðåìóìó ìîäóëåé
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé; â ïðåäëîæåíèè 3.12 ìû ïîêàçàëè, ÷òî îïåðàòîð Lj �
îãðàíè÷åí, à ïîòîìó ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.2, åãî äèñêðåòíûé ñïåêòð èñ-
÷åðïûâàåòñÿ ñåðèÿìè (3.6). Ïîýòîìó, ‖Lj‖ = ωj/(1− qr).

Ðàññìîòðèì òî÷êó a(1) = (α1(1), . . . , αr(1)) íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà A; äëÿ
êðàòêîñòè, â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü àðãóìåíòû (1). Âûáåðåì ïðîèç-
âîëüíóþ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {tm} èíòåðâàëà
[0, 1], ñòðåìÿùóþñÿ ê 1. Òîãäà {a(tm)} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ìíîæå-
ñòâà A, ñõîäÿùàÿñÿ ê ãðàíè÷íîé òî÷êå a. Äëÿ êàæäîãî j ∈ Zr ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L

a(tm)
j îïåðàòîðîâ q-öåïî÷êè (3.1),(3.2), ïîñòðîåííûõ ïî

ðåøåíèþ ñèñòåìû (3.44) ñ ïàðàìåòðàìè a, è ïðåäåëüíûé îïåðàòîð La
j , ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ãðàíè÷íîé òî÷êå a. Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ
ïðåäëîæåíèé îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ ýòèõ îïåðàòîðîâ.
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Ïðåäëîæåíèå 3.13 Äëÿ êàæäîãî j ∈ Zr êîýôôèöèåíòû ïðåäåëüíîãî îïå-
ðàòîðà La

j îãðàíè÷åíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ Zr îïåðàòîð La

j íåîãðà-
íè÷åí, ò.å. äëÿ ëþáîãî M ∈ R+ íàéäåòñÿ êîýôôèöèåíò da

j(n) > M (ÿñíî, ÷òî
äîêàçàòåëüñòâî íå èçìåíèòñÿ, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî � êîýôôèöèåíò
ïðè T èëè ïðè T−1). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ðàç-
íîñòíîãî îïåðàòîðà âèäà cT−1 + d + fT âî âñåõ öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ íå
ïðåâîñõîäÿò íîðìó ýòîãî îïåðàòîðà (äîñòàòî÷íî âçÿòü âåêòîð ψ ∈ L2(Z), ó
êîòîðîãî âñå êîîðäèíàòû çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé, ðàâíîé åäèíèöå, íóëåâûå).
Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî j ∈ Zr è äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ m â ñèëó ïîêîîðäèíàò-
íîé ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a(tm) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåí-
ñòâî:

∣∣∣da(tm)
j (n)

∣∣∣ 6
∥∥∥L

a(tm)
j

∥∥∥ =
ω

a(tm)
j

1− qr
<

ωa
j

1− qr
.

Íî, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå Fa íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ
è ïàðàìåòðîâ, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð K, ÷òî |da(tm)

j (n) −
da

j(n)| < ε ïðè m > K. Òàêèì îáðàçîì, ëåãêî ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå, âçÿâ

M >
ωa

j

1− qr
è ε < M − ωa

j

1− qr

Çíà÷èò, âñå êîýôôèöèåíòû êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ La
j îãðàíè÷åíû, Q.e.d.

Ïðåäëîæåíèå 3.14 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ L
a(tm)
j ñëà-

áî ñõîäèòñÿ ê îïåðàòîðó La
j íà ïðîñòðàíñòâå L2(Z) äëÿ êàæäîãî j ∈ Zr.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ψ ∈ L2(Z) è ðàçëîæèì åãî â ñóììó ψ =

ψ′k + ψ′′k , ãäå ψ′k � ôèíèòíûé, ò.å. òàêîé, ÷òî âñå åãî êîîðäèíàòû ñ íîìåðàìè,
ïî ìîäóëþ áîëüøèìè k, ðàâíû íóëþ. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.13 âñå êîýô-
ôèöèåíòû ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà La

j îãðàíè÷åíû; ïîýòîìó îïðåäåëåíî ÷èñëî

M = sup
m∈N

∥∥∥La
j − L

a(tm)
j

∥∥∥ .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå k, ÷òî ‖ψ′′k‖ < ε
2M .

Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ,
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äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∥∥∥
(
La

j − L
a(tm)
j

)∥∥∥ < ε.
Ïîýòîìó,

∥∥∥La
jψ − L

a(tm)
j ψ

∥∥∥ 6
∥∥∥
(
La

j − L
a(tm)
j

)
ψ′k

∥∥∥ +
∥∥∥
(
La

j − L
a(tm)
j

)
ψ′′k

∥∥∥ <

<
ε

2
+

∥∥∥La
j − L

a(tm)
j

∥∥∥ · ε

2M
= ε.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ L
a(tm)
j ñëàáî ñõîäèòñÿ ê îïå-

ðàòîðó La
j , Q.e.d.

Ïðåäëîæåíèå 3.15 ‖La
j‖ =

ωj

1−qr äëÿ âñåõ j = 1, . . . , r.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Î÷åâèäíî, ÷òî

∥∥∥L
a(tm)
j

∥∥∥ 6 ωa
j

1−qr äëÿ âñåõ j, m; êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî åñëè
íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñëà-
áî ñõîäèòñÿ è íîðìû âñåõ ýòèõ îïåðàòîðîâ îãðàíè÷åíû íåêîòîðîé êîíñòàíòîé,
òî íîðìà ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà òàêæå áóäåò îãðàíè÷åíà ýòîé êîíñòàíòîé.
Ïîýòîìó â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.14 íîðìà îïåðàòîðà La

j òîæå íå ïðåâîñõîäèò
ωj

1−qr . Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.2, ñïåêòð ïðåäåëüíîãî
îïåðàòîðà ñîäåðæèò òî÷êè (3.6); ïîýòîìó ‖La

j‖ > ωa
j

1−qr , ò.å. ñïðàâåäëèâî îá-
ðàòíîå íåðàâåíñòâî. Òàêèì îáðàçîì, ‖La

j‖ =
ωj

1−qr äëÿ âñåõ j = 1, . . . , r, Q.e.d.

Ïðåäëîæåíèå 3.16 Ïðåäåëüíûé îïåðàòîð La
j èìååò ÷èñòî äèñêðåòíûé

ñïåêòð.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñïåêòð îïåðàòîðà A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå îáû÷íî ïîäðàçäåëÿþò

íà ïðåäåëüíûé Π(A), êîòîðûé ñîñòîèò èõ òàêèõ òî÷åê λ ñïåêòðà, ÷òî îá-
ðàç îïåðàòîðà A − λ íå îòäåëåí îò íóëÿ (ïðè ýòîì åñëè ýòîò îáðàç ñîäåð-
æèò íóëü, òî λ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, ò.å. äèñêðåòíûé
ñïåêòð Π0(A) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïðåäåëüíîãî) è ñïåêòð ñæàòèÿ Γ(A), êîòî-
ðûé ñîñòîèò èç òàêèõ λ, ÷òî çàìûêàíèå îáðàçà îïåðàòîðà A− λ íå ñîâïàäàåò
ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì. Ìíîæåñòâî Γ(A) − Π0(A) íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì
ñïåêòðîì. Èçâåñòíî (ñì. [19], ñòð. 48), ÷òî îñòàòî÷íûé ñïåêòð âñÿêîãî íîð-
ìàëüíîãî îïåðàòîðà (à, çíà÷èò, â ÷àñòíîñòè è ëþáîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî) ïóñò.
Òàêèì îáðàçîì, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð La

j−λ îãðàíè÷åí ñíè-
çó äëÿ âñåõ λ ∈ R.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïóñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé
âåêòîð ψ ∈ L2(Z), ðàâíûé ïî ìîäóëþ åäèíèöå, ÷òî

0 <
∥∥(

La
j − λ

)
ψ

∥∥ <
ε

2



3.3. Öåïî÷êè ïðîèçâîëüíîé äëèíû 87

äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ R. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.14
∥∥∥(L

a(tm)
j − λ)ψ

∥∥∥ → ‖(La
j − λ)ψ‖

ïðè m → +∞; ïîýòîìó äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî ∣∣∣∣‖(La

j − λ)ψ‖ −
∥∥∥(L

a(tm)
j − λ)ψ

∥∥∥
∣∣∣∣ <

ε

2
,

îòêóäà
∥∥∥(L

a(tm)
j − λ)ψ

∥∥∥ < ε. Çíà÷èò, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m îïåðàòîðû
L

a(tm)
j − λ íå îãðàíè÷åíû ñíèçó. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.2 âñå îïåðàòîðû L

a(tm)
j

èìåþò ÷èñòî äèñêðåòíûé ñïåêòð äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m; ïîýòîìó ÷èñëî
λ äîëæíî ÿâëÿòüñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ ýòèõ îïå-
ðàòîðîâ, ÷òî íåâîçìîæíî ò.ê. ñïåêòð êàæäîãî èç íèõ èìååò âèä (3.6). Òàêèì
îáðàçîì, ïðåäåëüíûé îïåðàòîð La

j òîæå èìååò ÷èñòî äèñêðåòíûé ñïåêòð, Q.e.d.

Ïðåäëîæåíèå 3.17 Îïåðàòîð Ka
j := La

j−‖La
j‖ êîìïàêòåí äëÿ âñåõ j ∈ Zr.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð Ka

j èìååò ÷èñòî äèñêðåòíûé ñïåêòð, ñîñòî-
ÿùèé èç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, ïðè÷åì êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò
êðàòíîñòü 1. Ïîýòîìó (ñì. [19], ñòð. 92) îïåðàòîð Ka

j � êîìïàêòíûé, Q.e.d.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ðàçíîñòíûé îïåðàòîð âèäà L = cT−1 + d + fT
êîìïàêòåí, òî âñå åãî êîýôôèöèåíòû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ:

c(n) → 0, d(n) → 0, f(n) → 0 ïðè n → ±∞.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî, íàïðèìåð, c(n) 6→ 0 ïðè n → +∞,
òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü c(nk), îáëàäà-
þùóþ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî |c(nk)| > ε äëÿ âñåõ k ∈ N . Òîãäà âåêòîðû ψnk

,
âñå êîîðäèíàòû êîòîðûõ íóëåâûå, çà èñêëþ÷åíèåì êîîðäèíàòû ñ íîìåðîì nk,
êîòîðàÿ ðàâíà 1 ëåæàò â åäèíè÷íîì øàðå, à èõ îáðàçû îáðàçóþò ñ÷åòíîå
ñåìåéñòâî èçîëèðîâàííûõ òî÷åê â îáðàçå îïåðàòîðà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåä-
êîìïàêòíîñòè ýòîãî îáðàçà. Ïîýòîìó, âñå êîýôôèöèåíòû òàêîãî îïåðàòîðà
îáÿçàíû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, âñå êîýôôèöèåíòû êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ Ka
j ñòðåìÿò-

ñÿ ê íóëþ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî aa
j è ba

j èìåþò ïðàâèëüíóþ àñèìïòîòèêó ïðè
n → ±∞. Ïîýòîìó ïðåäåëüíàÿ òî÷êà a ∈ A, ò.å. ìíîæåñòâî A îäíîâðåìåííî
è îòêðûòî è çàìêíóòî â îáëàñòè Rr

+. Çíà÷èò, A = Rr
+, ò.å. äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî íàáîðà ïîëîæèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ αj ïîñòðîåííîå r-ïàðàìåòðè÷åñêîå
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Ðèñ. 3.2: Ïîòåíöèàë ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

ñåìåéñòâî ðåøåíèé, ïîëîæèòåëüíûõ âî âñåõ öåëûõ òî÷êàõ, ñîñòîèò èç ðåøå-
íèé ñ ïðàâèëüíîé àñèìïòîòèêîé. Îòñþäà â ñèëó òåîðåìû Ãèëüáåðòà-Øìèäòà
ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ q-öåïî÷êè
ïîëíà â L2(Z).

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà (α1, . . . , αr) ïîëîæè-
òåëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû (3.44), ïîëîæèòåëüíîå âî
âñåõ òî÷êàõ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè è îáëàäàþùåå ïðàâèëüíîé àñèìïòîòèêîé
ïðè n → ±∞ è òðåáóåìûìè â óñëîâèè ñïåêòðàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Èñïîëü-
çîâàíèå ñèììåòðèè (3.16) íåìåäëåííî ñâîäèò ñëó÷àé q > 1, αj < 0 ê óæå
ðàçîáðàííîìó âûøå. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

3.3.5 Î ñõîäèìîñòè ê íåïðåðûâíîé ìîäåëè ïðè r > 4

Â ïàðàãðàôå 3.2.3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîðû öèêëè÷åñêîé q-öåïî÷êè äëè-
íû r = 2 ñî ñäâèãîì s = r/2 = 1 ñõîäÿòñÿ ê ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó ïðè
α1 = α2 è ê îïåðàòîðàì îäåâàþùåé öåïî÷êè äëèíû r ïðè α1 6= α2, åñëè ïîëî-
æèòü q = exp−

αh2

8 , ãäå h � øàã ðåøåòêè, íà êîòîðîé îïðåäåëåíû ðàçíîñòíûå
îïåðàòîðû öèêëè÷åñêîé q-öåïî÷êè; ïðè ýòîì íàëè÷èå ïîäîáíîé ñõîäèìîñòè
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ÿâíîãî âèäà ðåøåíèé óðàâíåíèé q-öåïî÷êè ïðè r = 2
(è âîçìîæíîñòè âûïèñàòü ÿâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé îäåâàþùåé öåïî÷êè ïðè
r = 1, 2). Îäíàêî, äëÿ öåïî÷åê áîëüøåé äëèíû íàì íå óäàëîñü ïîñòðîèòü
ÿâíîãî ðåøåíèÿ (ìû ëèøü ðàñïîëàãàåì òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ è ìîæåì
óêàçàòü íà÷àëüíûå äàííûå, äëÿ êîòîðûõ ýòî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò); ïîýòîìó
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Ðèñ. 3.3: Ïîòåíöèàë (ñ îñîáåííîñòüþ) îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà, ïîñòðîåííîãî
ïî ðåøåíèþ îäåâàþùåé öåïî÷êè äëèíû r = 2.

ãîâîðèòü ìîæíî ëèøü î ñõîäèìîñòè (â êàêîì-ëèáî ñìûñëå) äèñêðåòíûõ óðàâ-
íåíèé (3.44) ê íåïðåðûâíûì (1.15) èëè î ðàçóìíîé ïîñòàíîâêå ÷èñëåííîãî
ýêñïåðèìåíòà.

Â ðàáîòå [7] Âåñåëîâûì è Øàáàòîì áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà î òîì,
÷òî ïîòåíöèàë îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà, ïîñòðîåííîãî ïî ðåøåíèþ îäåâàþùåé
öåïî÷êè, èìååò �îñöèëëÿòîðî-ïîäîáíóþ� àñèìïòîòèêó:

u(x) =
α2x2

4r2 + O(x) ïðè x →∞.

Òèïè÷íûå ãðàôèêè ïîòåíöèàëà, ïîëó÷åííûå â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå â ðåçóëü-
òàòå ÷èñëåííîãî ñ÷åòà äëÿ ñëó÷àåâ r = 1, 2, . . . , 6 è çàèìñòâîâàííûå èç ðà-
áîò [7, 1], ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.2�3.7. Äëÿ ÷åòíûõ r, êàê è â ïðîñòåéøåì
èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå r = 2, ó ïîòåíöèàëîâ âèäíà îñîáåííîñòü â íóëå; äëÿ
íå÷åòíûõ r ðåøåíèå, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîðû öåïî÷êè çàäàíû íà ðåøåòêå ñ øàãîì h;
òîãäà ñîãëàñíî (3.40) exp(T d

dx) = T +o(h). Êàê è â ïàðàãðàôå (3.2.3) ïîëîæèì
q = exp(−α

8h2); èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (3.41), ïîëó÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà

A(x, h) = a2
j(x) + b2

j(x) + aj(x + h)bj(x) + aj(x)bj(x− h)− αj,

äîëæíà ñõîäèòüñÿ ê ïîòåíöèàëó îïåðàòîðà Lj èç öèêëè÷åñêîé q-öåïî÷êè. Ïðî-
âåäåííûé ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè r = 6, s = r/2 = 3,
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αj+s = αj è äîñòàòî÷íî ìàëûõ h ãðàôèê A(x, h) èìååò âèä (3.4), ÷òî óêàçû-
âàåò íà íàëè÷èå ñõîäèìîñòè äèñêðåòíîé q-öåïî÷êè äëèíû 6 ê îäåâàþùåé öå-
ïî÷êå äëèíû 3. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ ñëó÷àÿ r = 2s = 10,
αj+s = αj (ãðàôèê A(x, h) èìååò âèä (3.6)). Ïðè r = 2s = 6 âûáîð ðàçëè÷íûõ
ïàðàìåòðîâ αj+s 6= αj ïðèâîäèò ê ïîòåíöèàëó âèäà (3.7).

Çàìå÷àíèå 3.9 Òîò îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðè ñîâïàäåíèè èçîñïåêòðàëüíûõ
ñäâèãîâ ÷åðåç ïîëóïåðèîä αj+s = αj ïðè íå÷åòíîì s íàáëþäàåòñÿ ñõîäèìîñòü
ê îäåâàþùåé öåïî÷êå ïîëîâèííîé äëèíû, íåóäèâèòåëåí, ïîñêîëüêó åñëè r =
4t + 2, òî q-öåïî÷êó ìîæíî �íàìîòàòü� íà öåïî÷êó ïîëîâèííîé äëèíû (ñì.
ïàðàãðàô 3.3.1) c �ìèãàþùèìè� ïàðàìåòðàìè, à óñëîâèå αj+s = αj äåëàåò
ýòè ïàðàìåòðû ïîñòîÿííûìè. Òàêèì îáðàçîì, ôàêòè÷åñêè ìû èìååì äåëî ñ
öåïî÷êîé ïîëîâèííîé äëèíû (íà óðîâíå óðàâíåíèé ïîëó÷àåòñÿ â òî÷íîñòè
òà æå ðàçíîñòíàÿ ñèñòåìà âèäà (3.44), ÷òî è äëÿ öåïî÷êè ïîëîâèííîé äëèíû;
åäèíñòâåííàÿ ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè òàêîì �íàìàòûâàíèè� øàã
ðåøåòêè ñòàíîâèòñÿ â äâà ðàçà ìåíüøå).

Ïîïûòêè òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ íàëè÷èÿ êàêîé-ëèáî ñõîäèìîñòè äèñ-
êðåòíîé ìîäåëè ê íåïðåðûâíîé äàæå â ñàìîì ñëàáîì ñìûñëå �êîíòèíóàëüíî-
ãî� ïðåäåëà (ñì. [11]), íå ãîâîðÿ óæå î ñòðîãîé ñõîäèìîñòè ïî íîðìå â ñìûñëå
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, íåìåäëåííî ñòàëêèâàþòñÿ ñî ñëåäóþùåé ïðîáëå-
ìîé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè íàéäóòñÿ ãëàäêèå ôóíêöèè ξj, ηj, j ∈ Zr,
îïðåäåëåííûå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, ïðèíèìàþùèå ëèøü ïîëîæèòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ è óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

{
ξj(x− h) + ηj(x) = q(ξj−1(x) + ηj−1(x− h)) + αj

ξj(x)ηj(x− h) = q2ξj−1(x− h)ηj−1(x)
, (3.62)

ãäå q = e−λh2, à h � äîñòàòî÷íî ìàëî, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
√

ξj(x) +
√

ηj(x) = fj(x) + o(1) ïðè h → 0,

fj � ðåøåíèå îäåâàþùåé öåïî÷êè 1.15. Îäíàêî, äëÿ íàëè÷èÿ òàêîãî �êîí-
òèíóàëüíîãî� ïðåäåëà íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ãëàäêîãî è ïîëî-
æèòåëüíîãî íà âñåé íåïðåðûâíîé ïðÿìîé R ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.62), â òî
âðåìÿ êàê ìû ïîêà îáîñíîâàëè ëèøü ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíîãî ðåøå-
íèÿ ïîäîáíîé ñèñòåìû, îïðåäåëåííîãî ëèøü íà äèñêðåòíîé ïðÿìîé Z. (Çäåñü
ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïèñàííàÿ â òåîðåìå (3.1) âîçìîæíîñòü âîçìóòèòü ïî-
ëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.62), âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáåñïå÷èâàåò íåïðå-
ðûâíîñòè ðåøåíèÿ íà âñåõ ÷èñëîâîé îñè.)
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Ðèñ. 3.4: Ïîòåíöèàë îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà, ïîñòðîåííîãî ïî ðåøåíèþ îäå-
âàþùåé öåïî÷êè äëèíû r = 3.

Ðèñ. 3.5: Ïîòåíöèàë (ñ îñîáåííîñòüþ) îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà, ïîñòðîåííîãî
ïî ðåøåíèþ îäåâàþùåé öåïî÷êè äëèíû r = 4.
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Ðèñ. 3.6: Ïîòåíöèàë îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà, ïîñòðîåííîãî ïî ðåøåíèþ îäå-
âàþùåé öåïî÷êè äëèíû r = 5.

Ðèñ. 3.7: Ïîòåíöèàë (ñ îñîáåííîñòüþ) îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà, ïîñòðîåííîãî
ïî ðåøåíèþ îäåâàþùåé öåïî÷êè äëèíû r = 6.
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3.4 Èíòåãðèðóåìà ëè öèêëè÷åñêàÿ q-öåïî÷êà?
Åñòåñòâåííûì ñëåäñòâèåì î÷åíü áóðíîãî ðàçâèòèÿ òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñè-
ñòåì â ñåìèäåñÿòûõ è âîñüìèäåñÿòûõ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà ñòàëî ïîÿâëåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåé äèñêðåòíîé òåîðèè; áûëè íàéäåíû äèñêðåòíûå àíàëîãè îò-
êðûòûõ è õîðîøî èçó÷åííûõ çà ýòî âðåìÿ íåïðåðûâíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñè-
ñòåì, ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíîãî ëàãðàíæåâà ôîðìà-
ëèçìà è îïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé èíòåãðèðóåìîñòè. Â ýòîé ñâÿçè íåîáõîäèìî
îòìåòèòü ïðåæäå âñåãî ðàáîòó Âåñåëîâà [6], â êîòîðîé êðèòåðèåì èíòåãðè-
ðóåìîñòè íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ C→ C ñëóæèëî íàëè÷èå íåòðèâèàëüíîãî
ïðèìåðà îòîáðàæåíèÿ, êîììóòèðóþùåãî ñ äàííûì. Â òåðìèíàõ äèñêðåòíûõ
ñèñòåì ýòî ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

3.4.1 Îäíîìåðíûé ñëó÷àé
Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà xn = f(xn−1),
çàäàþùåå èòåðàöèè íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ f (â äàííîì ñëó÷àå íå èìååò
çíà÷åíèÿ, ýëåìåíòàìè êàêîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ �ïîëÿ� xn). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî åñòü êîììóòèðóþùåå îòîáðàæåíèå g, f ◦ g = g ◦ f , òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâà
èòåðàöèé f è g íå ïåðåñåêàþòñÿ è ïîëîæèì yn := g(xn) äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ
n. Òîãäà

f(yn−1) = f(g(xn−1)) = g(f(xn−1)) = g(xn) = yn;

òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå êîììóòèðóþùåãî îòîáðàæåíèÿ çàäàåò äèñêðåòíóþ
ñèììåòðèþ èñõîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò ñëó-
æèòü ìîòèâèðîâêîé òàêîãî îïðåäåëåíèÿ èíòåãðèðóåìîñòè, ïîñêîëüêó â íåïðå-
ðûâíîì ñëó÷àå íàëè÷èå ó ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà
íåïðåðûâíûõ ñèììåòðèé â èíâîëþöèè ãîâîðèò î åå èíòåãðèðóåìîñòè (ñì.[20]).

Êðîìå òîãî, âàæíûì äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëü-
ñòâî, ÷òî íàëè÷èå êîììóòèðóþùåãî îòîáðàæåíèÿ â ýòîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå
ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êîððåêòíî îïðåäåëåííóþ ðàçíîñòíóþ ñèñòåìó íà äâó-
ìåðíîé ðåøåòêå, â êîòîðîé ñäâèã ïî îäíîìó íàïðàâëåíèþ çàäàåòñÿ îòîáðà-
æåíèåì f , à ïî äðóãîìó � îòîáðàæåíèåì g (ñì. ðèñ. (3.8)).

Äëÿ èëëþñòðàöèè îïèñàííîãî ïîäõîäà Âåñåëîâà ê èíòåãðèðóåìîñòè îòîá-
ðàæåíèé ðàññìîòðèì öåïî÷êó Äàðáó (3.27) äëèíû 2; íàëè÷èå ÿâíîãî ðåøåíèÿ
äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü íå òîëüêî îòîáðàæåíèå, êîììóòèðóþùåå ñ îòîá-
ðàæåíèåì

F : (ξn−1, ηn−1) 7→ (ξn, ηn), (3.63)
è ïîòîê, êîììóòèðóþùèé ñ ïîòîêîì �âäîëü òðàåêòîðèé� ýòîãî îòîáðàæåíèÿ:
íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (ϕ, τ) îòîáðàæåíèþ (3.63), î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâó-
åò ñäâèã ϕ 7→ ϕ + 1; ïðè ýòîì ïîòîê �âäîëü òðàåêòîðèé� çàäàåòñÿ ñäâèãîì
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Ðèñ. 3.8: Èíòåãðèðóåìîå îòîáðàæåíèå C→ C.

ϕ 7→ ϕ + t, à êîììóòèðóþùèé ïîòîê � ñäâèãîì τ 7→ τ + s. ßâíûå ôîð-
ìóëû äëÿ êîììóòèðóþùåãî ïîòîêà äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè è ìû íå áóäåì èõ
çäåñü ïðèâîäèòü; îòìåòèì ëèøü, ÷òî â ñëó÷àå α1 = α2 (â ïðèâåäåííûõ íèæå
ôîðìóëàõ èíäåêñû îïóùåíû) îòîáðàæåíèå F èìååò âèä

(x, y) 7→
(

q2x(qy − x + α)

y − q3x
,
y(qy − x + α)

y − q3x

)
,

à êîììóòèðóþùåå ñ íèì îòîáðàæåíèå âûãëÿäèò òàê: (x, y) 7→ (Cx, Cy), ãäå

C :=
(1− qϕ−τ− 1

2 )(1− qϕ+τ+ 3
2 )

(1− qϕ−τ+ 1
2 )(1− qϕ+τ+ 1

2 )
, ϕ =

1

2

(
logq

x

y
− 1

)
, (3.64)

τ =
1

ln q
arch

(
1

2

(√
y

x
+

√
x

y
− (1− q)

y
√

y

α
√

x

(
1− x

qy

)(
1− qx

y

)))
. (3.65)

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ τ = τ(x, y) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ñèñòåìû (3.27), à äèíà-
ìèêà îòîáðàæåíèÿ F ïðîèñõîäèò âäîëü êðèâûõ τ(x, y) = const.

3.4.2 Òðåõìåðíàÿ ñîâìåñòíîñòü ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
íà äâóìåðíîé ðåøåòêå

Ïîäõîä ê èíòåãðèðóåìîñòè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ñâÿçàííûé ñ íàëè÷èåì
êîììóòèðóþùåãî ïîòîêà, ïîëó÷èë äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â íåäàâíèõ ðàáîòàõ
Àäëåðà, Áîáåíêî è Ñóðèñà [27, 22] è Íàéõîôà [32]. Âîñïðîèçâåäåì îñíîâíóþ
èäåþ.

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ðåøåòêó íà ïëîñêîñòè è áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîé åå âåðøèíå Aij ïðèïèñàíî íåêîòîðîå �ïîëå� xij (âîîáùå
ãîâîðÿ, ýëåìåíò íåêîòîðîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû), a êàæäîìó ðåáðó � íåêî-
òîðûé ïàðàìåòð, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáðàõ
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Ðèñ. 3.9: Ýëåìåíòàðíûé êâàäðàò â äâóìåðíîé ðåøåòêå.

ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî êâàäðàòà ñîâïàäàþò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ýòîé ðåøåò-
êå çàäàíî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå �ïîëÿ� â âåðøèíàõ êàæäîãî
ýëåìåíòàðíîãî êâàäðàòà; ïîñêîëüêó ýòî ñîîòíîøåíèå ëîêàëüíîå, äëÿ ñîêðà-
ùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ðàññìîòðèì êâàäðàò, â âåðøèíàõ êîòîðîãî ñîñðåäîòî÷åíû
�ïîëÿ� x, x1, x2, x12 (ñì. ðèñ. 3.9). Òîãäà ðàçíîñòíîå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä

Q(x, x1, x2, x12, α, β) = 0. (3.66)

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî óðàâíåíèå (3.66) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì â
ñëåäóþùåì ñìûñëå:

Q(x, u, y, v, α, β) = a1xuyv+a2xuy+a3xuv+a4xyv+a5uyv+ · · ·+a16, (3.67)

ãäå êîýôôèöèåíòû a1, . . . , a16 çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ α, β. Ïóñòü êðîìå ýòîãî
óðàâíåíèå (3.66) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ñèììåòðèé êâàäðàòà:

Q(x, u, y, v, α, β) = εQ(x, v, y, u, β, α) = σQ(u, x, y, v, α, β), (3.68)

ãäå ε, σ = ±1.
Ðàññìîòðèì òðåõìåðíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ðåøåòêó, êàæäîé èç âåðøèí êî-

òîðîé ïðèïèñàíî íåêîòîðîå �ïîëå�, à êàæäîìó ðåáðó � íåêîòîðûé ïàðàìåòð,
ïðè÷åì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáðàõ ëþáîé ãðàíè êàæ-
äîãî ýëåìåíòàðíîãî êóáà ñîâïàäàþò (ñì. ðèñ. 3.10). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �ïîëÿ�,
ïðèïèñàííûå âåðøèíàìè êàæäîé ãðàíè ýëåìåíòàðíîãî êóáà, ñâÿçàíû ñîîò-
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íîøåíèåì (3.66) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ (èíâàðèàíòíîñòü óðàâíå-
íèÿ (3.66) îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ñèììåòðèé êâàäðàòà ïîçâîëÿåò íå çàäóìû-
âàòüñÿ î âûáîðå îðèåíòàöèè íà êàæäîé ãðàíè êóáà). Òîãäà óðàâíåíèÿ íà òðåõ
ãðàíÿõ, ïðèìûêàþùèõ ê âåðøèíå x, ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ x12, x23
è x13 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà íà÷àëüíûõ äàííûõ x, x1, x2 è x3. Ïîñëå ýòî-
ãî íà êàæäîé èç òðåõ îñòàâøèõñÿ ãðàíåé �ïîëÿ� â òðåõ âåðøèíàõ èç ÷åòûðåõ
îêàçûâàþòñÿ çàäàííûìè, ò.å. óðàâíåíèå (3.66) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèå
x123 òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (3.66) íà
äâóìåðíîé ðåøåòêå îáëàäàåò ñâîéñòâîì òðåõìåðíîé ñîâìåñòíîñòè, åñëè äëÿ
ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ x, x1, x2 è x3 è ïðîèçâîëüíîãî äîïîëíèòåëüíî ïàðà-
ìåòðà γ çíà÷åíèå x132 êîððåêòíî îïðåäåëåíî, ò.å. òðè ñïîñîáà åãî âû÷èñëåíèÿ
äàþò îäíî è òî æå.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñâîéñòâî òðåõìåðíîé ñîâìåñòíîñòè ëåãêî ìîæåò áûòü
�ïîäíÿòî� è íà áîëåå âûñîêèå ðàçìåðíîñòè: d-ìåðíîå äèñêðåòíîå óðàâíåíèå
îáëàäàåò ñâîéñòâîì (d + 1)-ìåðíîé ñîâìåñòíîñòè, åñëè îíî ìîæåò áûòü ñîâ-
ìåñòíûì îáðàçîì íàëîæåíî íà âñå d-ìåðíûå ïîäðåøåòêè (d + 1)-ìåðíîé ðå-
øåòêè. Áóäåì íàçûâàòü ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå íà d-ìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé ðå-
øåòêîé èíòåãðèðóåìûì, åñëè îíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì (d+1)-ìåðíîé ñîâìåñò-
íîñòè. Ìîòèâèðîâêîé òàêîãî ïîäõîäà ê èíòåãðèðóåìîñòè ðàçíîñòíûõ óðàâíå-
íèé ìîæåò ñëóæèòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî (d + 1)-ìåðíàÿ ñîâìåñòíîñòü åñòü
íå ÷òî èíîå êàê âîçìîæíîñòü âêëþ÷èòü �ïîòîê�, ïîðîæäàåìûé èñõîäíûì ðàç-
íîñòíûì óðàâíåíèåì, â ñåìåéñòâî êîììóòèðóþùèõ ïîòîêîâ. Ïîýòîìó, ïðåä-
ëîæåííîå â [27, 22, 32] îïðåäåëåíèå èíòåãðèðóåìîñòè âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ
ñîâðåìåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè îá èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ (ñì. [20])
è ñ îïèñàííûì âûøå îïðåäåëåíèåì Âåñåëîâà èíòåãðèðóåìîãî îòîáðàæåíèÿ.

Äèñêðåòíûå óðàâíåíèÿ (3.66) íà äâóìåðíîé ðåøåòêå, ãäå ôóíêöèÿ Q èìå-
åò âèä (3.67) à �ïîëÿ� êîìïëåêñíîçíà÷íû, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ãðóï-
ïû ñèììåòðèé êâàäðàòà è îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì òðåõìåðíîé ñîâìåñòíîñòè,
áûëè êëàññèôèöèðîâàíû (ïðè íåêîòîðîì äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè íà
ôóíêöèþ Q, êîòîðîå çäåñü íå èìååò ïðèíöèïèàëüíîãî çíà÷åíèÿ) â ðàáîòå [22].

3.4.3 Ñëó÷àé q-öåïî÷êè
Âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ èäåÿ ïîñìîòðåòü íà öèêëè÷åñêóþ q-öåïî÷êó (òî÷íåå,
íà ðàçíîñòíóþ ñèñòåìó (3.44)) ñ òî÷êè çðåíèÿ òðåõìåðíîé ñîâìåñòíîñòè. Ïåð-
âàÿ ïðîáëåìà, ñ êîòîðîé ìû ïðè ýòîì ñòàëêèâàåìñÿ, � ýòî íåâûïîëíåíèå óñëî-
âèÿ ñèììåòðèè (3.68) äëÿ óðàâíåíèé (3.44); íî, ïîñêîëüêó ýòî óñëîâèå áûëî
íåîáõîäèìî â ðàáîòàõ [27, 22], ãëàâíûì îáðàçîì, äëÿ êëàññèôèêàöèè èíòå-
ãðèðóåìûõ óðàâíåíèé, ýòó ïðîáëåìó ìîæíî ñ÷èòàòü íåñóùåñòâåííîé. Áîëåå
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Ðèñ. 3.10: Òðåõìåðíàÿ ñîâìåñòíîñòü äâóìåðíîé öåïî÷êè.

ïðèíöèïèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ, âî-ïåðâûõ, òî, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (3.44) åñòü òîëü-
êî íàáîð ïàðàìåòðîì αj, êîòîðûå ìîæíî ïðèïèñàòü îäíîé ïàðå ïàðàëëåëüíûõ
ðåáåð ýëåìåíòàðíîãî êâàäðàòà, íî íåò íèêàêîãî àíàëîãà íàáîðà ïàðàìåòðîâ
βn, êîòîðûå ñëåäîâàëî áû ïðèïèñûâàòü äðóãîé ïàðå ïàðàëëåëüíûõ ðåáåð, à,
âî-âòîðûõ, òî, ÷òî êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó êâàäðàòó äîëæíî ñîîòâåòñòâî-
âàòü äâà ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûõ ïî ôîðìå óðàâíåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, âñå ýòè
ïðîáëåìû ìîæíî äîâîëüíî èñêóññòâåííûì ïóòåì ïðåîäîëåòü (èëè, òî÷íåå, íå
çàìåòèòü) è ïðèéòè ê òîìó, ÷òî ñâîéñòâî òðåõìåðíîé ñîâìåñòíîñòè äëÿ öèê-
ëè÷åñêîé q-öåïî÷êè îêàçûâàåòñÿ, â íåêîòîðîì ñìûñëå, �ïî÷òè âûïîëíåííûì�.

Îïèñàííûé âûøå ïîäõîä Àäëåðà, Áîáåíêî è Ñóðèñà ê èíòåãðèðóåìîñòè
ðàçíîñòíûõ ñèñòåì íà ðåøåòêå, îñíîâàííûé íà ñâîéñòâå d-ìåðíîé ñîâìåñòíî-
ñòè, òðåáóåò èçó÷åíèÿ ëèøü ëîêàëüíîé ñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè
(óðàâíåíèå âèäà (3.66) ñâÿçûâàåò �ïîëÿ� òîëüêî â ÷åòûðåõ âåðøèíàõ êàæäîãî
ýëåìåíòàðíîãî êâàäðàòà), â òî âðåìÿ êàê ëþáîå öèêëè÷åñêîå çàìûêàíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ íåëîêàëüíûì óñëîâèåì, ñâÿçûâàþùèì �ïîëÿ�, íàõîäÿùèåñÿ �äàëåêî�.

Çàìå÷àíèå 3.10 Â íåäàâíåé ðàáîòå Àäëåðà è Âåñåëîâà [23] áûë ïîñòðîåí
äîâîëüíî ïðîñòîé ýôôåêòèâíûé ãåîìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè
çàäà÷à Êîøè äëÿ èíòåãðèðóåìîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû íà äâóìåðíîé ðåøåò-
êå ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, çàäàííûìè íà íåêîòîðîé äèñêðåòíîé �êðèâîé�,
êîððåêòíî îïðåäåëåííîé. Îäíàêî, åñëè íà ñèñòåìó äîïîëíèòåëüíî íàêëàäû-
âàþòñÿ íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ òèïà öèêëè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ, âîïðîñ î êðè-
òåðèè êîððåêòíîñòè çàäà÷è Êîøè ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ñëîæíûì. Â ÷àñòíîñòè,
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äëÿ öèêëè÷åñêîé q-öåïî÷êè ñî ñäâèãîì, îòëè÷íûì îò íóëÿ, r è r/2 çàäà÷à
Êîøè íà öèêëå, ïåðïåíäèêóëÿðíîì îáðàçóþùåé öèëèíäðà, ìîæåò îêàçàòüñÿ
íåêîððåêòíîé (ñì. çàìå÷àíèå 3.4).

Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî öèêëè÷åñêóþ q-öåïî÷êó ìîæíî äîñòà-
òî÷íî èñêóññòâåííûì ïóòåì çàñòàâèòü áûòü �ïî÷òè òðåõìåðíî ñîâìåñòíîé�,
îïèñàííàÿ âûøå ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçíèöà ìåæäó ëîêàëüíûìè äèñêðåòíûìè
ñèñòåìàìè âèäà (3.66) è ñèñòåìàìè ñ êàêèì-ëèáî íåëîêàëüíûì óñëîâèåì ïî-
êàçûâàåò, ÷òî, íà íàø âçãëÿä, ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ñâîéñòâå òðåõìåðíîé
ñîâìåñòíîñòè, íà ñàìîì äåëå, íåïðèìåíèì ê öèêëè÷åñêîé q-öåïî÷êå.

Äðóãàÿ èäåÿ îòíîñèòåëüíî èíòåãðèðóåìîñòè öèêëè÷åñêîé q-öåïî÷êè áûëà
âûñêàçàíà â ðàáîòå [35]. Ïîïðîáóåì íàéòè êàêèå-íèáóäü âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå
îò äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (ξ1, . . . , ξr, η1, . . . , ηr), êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè
èòåðàöèÿõ ñäâèãà âäîëü òðàåêòîðèé ðàçíîñòíîé ñèñòåìû (3.44). Âîçüìåì ïî-
ëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.44) ñ ïðàâèëüíîé àñèìïòîòèêîé (ñì. ïàðà-
ãðàô 3.3.3); ïðåäåëüíûå âåëè÷èíû êîîðäèíàò ηj(n) ïðè n → +∞ è êîîðäèíàò
ξj(n) ïðè n → −∞, áåçóñëîâíî, ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè äâèæåíèÿ, îäíàêî, îíè
íå çàâèñÿò îò âûáîðà íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Èäåÿ, ïðåäëîæåííàÿ Äûííèêîâûì, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàññìîòðåòü ïðå-
äåëüíûå çíà÷åíèÿ �èìïóëüñîâ� ïðè n → ±∞, êîòîðûå, î÷åâèäíî, òàêæå ÿâ-
ëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè äâèæåíèÿ, íî, â îòëè÷èè îò ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé êîîð-
äèíàò, çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.
Ëåììà 3.1 Ïóñòü (ξ1(n), . . . , ξr(n), η1(n), . . . , ηr(n)) � ïîëîæèòåëüíîå ðå-
øåíèå ñèñòåìû (3.44) ñ ïðàâèëüíîé àñèìïòîòèêîé. Òîãäà äëÿ âñåõ j =
1, . . . , r èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ:

ξj(n)

q2n
= O(1),

cj − ηj(n)

qn
= O(1) ïðè n → +∞,

ηj(n)

q−2n
= O(1),

cj − ξj(n)

q−n
= O(1) ïðè n → −∞,

ãäå cj =
αj+qαj−1+···+qr−1αj+1

1−qr , j ∈ Zr, � ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîêàæåì ñïåðâà, ÷òî ÷òî ξj(n) èìååò òîò æå ïîðÿäîê ðîñòà ïðè n → +∞,
÷òî è q2n ïðè âñåõ j = 1, . . . , r (ïîä ñèìâîëîì O(1) ìû çäåñü âîïðåêè ñòàí-
äàðòíîé òåðìèíîëîãèè áóäåì ïîíèìàòü îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
äëÿ êîòîðîé 0 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé). Ïîñêîëüêó ìû âûáðàëè ðå-
øåíèå ñèñòåìû (3.44) ñ ïðàâèëüíîé àñèìïòîòèêîé, ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ξj(n)

ξj−1(n− 1)
= q2 ηj−1(n)

ηj(n− 1)
→ q2cj−1

cj
, (3.69)
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ò.å. âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξj èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê ðîñòà. Âîîáùå ãî-
âîðÿ, äëÿ êàæäîé ξj âîçìîæíû òðè âàðèàíòà:

1. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξj(n)/q2n íåîãðàíè÷åíà;

2. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξj(n)/q2n èìååò 0 ïðåäåëüíîé òî÷êîé;

3. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξj(n)/q2n îãðàíè÷åíà è îòäåëåíà îò íóëÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ Zr ðåàëèçóåòñÿ ïåðâûé âàðèàíò; òîãäà
ñîãëàñíî (3.69) âñå îñòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξi(n)/q2n òîæå íåîãðàíè÷å-
íû. Íî â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà

1

q2nr

ξ1(n) · · · ξr(n)

η1(n) · · · ηr(n)

òàêæå íåîãðàíè÷åíà, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó (3.51). Àíàëîãè÷íî, åñëè ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ Zr ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξj(n)/q2n èìååò 0 ñâî-
åé ïðåäåëüíîé òî÷êîé, òî è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ξi(n)/q2n

òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàëè÷èþ èíòåãðàëà (3.51) ó
ñèñòåìû (3.44). Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçîâàòüñÿ ìîæåò òîëüêî òðåòèé âàðèàíò.

Òåïåðü ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåëè÷èí ζj(n) := ηj(n)−cj;
ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.44) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

ζj(n) = qζj−1(n− 1) + qξj−1(n)− ξj(n− 1), (3.70)
ãäå â ñèëó óæå äîêàçàííîãî �äîâåñîê� qξj−1(n)− ξj(n− 1) èìååò âèä q2nO(1).
Òåïåðü ëåãêî çàìåòèòü (íàïðèìåð, ðàçäåëèâ óðàâíåíèå (3.70)) íà qn), ÷òî âñå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ζj(n) èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê ðîñòà. Ïðè ýòîì èìååò
ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

ζj(k + nr) = qnrζj(k) + qnrO(1),

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîâòîðíûì ïðèìåíåíèåì ðàâåíñòâà (3.70) äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî k (ïîñëåäíèé ÷ëåí îáðàçîâàí ñóììèðîâàíèåì �äîâåñêîâ� èç (3.70)). Îò-
ñþäà ëåãêî âèäíî, ÷òî âåëè÷èíû ζj(n) ðàñòóò êàê qn. Îáîñíîâàíèå àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ âåëè÷èí ξj(n) è ηj(n) ïðè n → −∞ àíàëîãè÷íî, Q.e.d.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé öåïî÷êè äëèíû r = 2, α1 = α2, îíà ñâî-
äèòñÿ ê ðàçíîñòíîé ñèñòåìå (3.44) ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ξ è η è
îäíèì ïàðàìåòðîì α (âñå èíäåêñû çäåñü îïóùåíû). Èç ÿâíûõ ôîðìóë (3.36)
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

ρ : = lim
n→+∞

c− ηn

qn
=

α

1− q
qϕ+ 1

2 ch(τ ln q),

µ : = lim
n→−∞

c− ξn

q−n
=

α

1− q
q−ϕ− 1

2 ch(τ ln q),
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ãäå ϕ è τ ñâÿçàíû ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè ξ0 = x, η0 = y ñ ïîìîùüþ ôîð-
ìóë (3.64),(3.65). Ýòè ïðåäåëû, î÷åâèäíî, íå çàâèñÿò îò n è ïîòîìó çàäàþò
�íåàâòîíîìíûå� ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû (3.44):

ρ = ρ(n) =
1

qn

(
α

1− q

(
1 +

ξn

ηn

)
− ηn

(
1− ξn

qηn

)(
1− qξn

ηn

))

µ = µ(n) = qnηn

ξn

(
α

1− q

(
1 +

ξn

ηn

)
− ηn

(
1− qξn

ηn

)(
1− ξn

qηn

)) ,

êîòîðûå, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, íåçàâèñèìû äëÿ òî÷êè (ξn, ηn) îáùåãî ïî-
ëîæåíèÿ. Ïðè ýòîì âåëè÷èíû

lim
n→∞

ξn

q2n
=

α

1− q
q2ϕ+1 è lim

n→−∞
ηn

q−2n
=

α

1− q
q−2ϕ−1

îêàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè.
Åñëè â öåïî÷êå äëèíû r = 2 ïàðàìåòðû α1 è α2 ðàçëè÷íû, òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè (cj − ηj(n))q−n èìåþò ïî äâå ïðåäåëüíûå òî÷êè ρ1 è ρ2:

cj − ηj(j + 2k)

qj+2k
→ ρj,

cj − ηj(j + 2k + 1)

qj+2k+1 → ρj+1 ïðè k → +∞.

Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû µ1 è µ2 òàêèå, ÷òî

cj − ξj(j + 2k)

q−(j+2k) → µj,
cj − ξj(j + 2k + 1)

q−(j+2k+1) → µj+1 ïðè k → −∞.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíû ρj, µj, ãäå j = 1, 2, ñîõðàíÿþò-
ñÿ ïðè ñäâèãå �âäîëü òðàåêòîðèé�, ò.å. òîæå ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè
ñèñòåìû (3.44). ßâíûå ôîðìóëû (3.32) äëÿ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû òàêæå ïîç-
âîëÿþò ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ ρj, µj.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z(n) ñòðåìèòñÿ ê r-
öèêëó (ρ1, . . . , ρr) ïðè n → +∞ åñëè åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè z(j + rn)
ñòðåìÿòñÿ ê ρj ïðè n → +∞ äëÿ âñåõ j = 1, . . . , r.

Â ñëó÷àå öåïî÷åê áîëüøåé äëèíû ìû íå ðàñïîëàãàåì ÿâíûìè ôîðìóëàìè
äëÿ ðåøåíèé; îäíàêî, ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè r = 3, 4,
íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (c1− η1(1 + n))q−n ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó r-
öèêëó (ρ1, . . . , ρr). Ïðè ýòîì îñòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (cj−ηj(j+n))q−n

òîæå ñòðåìÿòñÿ ê ýòîìó r-öèêëó; áîëåå òîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (cj − ξj(j +
n))qn òàêæå ñòðåìÿòñÿ ê íåêîòîðîìó r-öèêëó. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò íàì
âûäâèíóòü ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.
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Ãèïîòåçà 3.1 Ïóñòü ïàðàìåòðû α1, . . . , αr ïîëîæèòåëüíû, à q óäîâëåòâî-
ðÿåò íåðàâåíñòâó 0 < q < 1. Òîãäà r ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

c1 − η1(1 + n)

qn
,
c2 − η2(2 + n)

qn
, . . . ,

cr − ηr(r + n)

qn

ñòðåìÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå r-öèêëó (ρ1, ρ2, . . . , ρr) ïðè n → +∞. Àíà-
ëîãè÷íî, r ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

c1 − ξ1(1 + n)

q−n
,
c2 − ξ2(2 + n)

q−n
, . . . ,

cr − ξr(r + n)

q−n

òîæå ñòðåìÿòñÿ ê íåêîòîðîìó r-öèêëó (µ1, µ2, . . . , µr). Áîëåå òîãî, ïàðà-
ìåòðû ρ1, . . . , ρr, µ1, . . . , µr îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ðåøåíèå ñèñòåìû (3.44).
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