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Аннотация

В данной работе доказана полная интегрируемость по Дарбу полудискретных и дис-
кретных двумеризованных цепочек Тоды, соответствующих простым алгебрам Ли серий
A и C.

1 Введение
Вслед за бурным развитием теории интегрируемых систем в 70-80-х годах прошлого ве-

ка сперва возник, а затем стал стремительно нарастать интерес к проблеме дискретизации
известных интегрируемых систем. Поскольку в настоящее время есть несколько господствую-
щих (но не всегда эквивалентных) подходов к интегрируемости, при дискретизации той или
иной интегрируемой системы обычно выбирается какое-нибудь определение интегрируемости
и делаются попытки осуществить переход к дискретной системе, которая также обладает этим
свойством и в континуальном пределе сходится к исходному непрерывному аналогу. Основны-
ми критериями интегрируемости обычно является наличие достаточного количества законов
сохранения или первых интегралов, наличие симметрий, представимость в форме Лакса или
существование многосолитонных решений.

В теории гиперболических уравнений вида

uxy = F (x, y, u, ux, uy) (1)

естественным аналогом первых интегралов являются интегралы по направлениям x и y, т.е.
функции динамических переменных, такие, что их полные производные в силу уравнения (1) по
переменным x и y соответственно равны нулю. Однако, здесь есть очень существенная разница
с одномерным случаем: всякое обыкновенное дифференциальное уравнение обладает первыми
интегралами (которые при этом может быть очень трудно найти и невозможно выразить в
квадратурах). А для гиперболических уравнений вида (1) наличие x- и y-интегралов является
событием исключительным.

В данной работе мы исследуем полудискретные и число дискретные аналоги так назы-
ваемых обобщенных двумеризованных цепочек Тоды, обладающие достаточным количеством
независимых интегралов по двум направлениям (т.е. в полудискретном случае — достаточ-
ным количеством n-интегралов и x-интегралов, а в чисто дискретном случае — достаточным
количеством n-интегралов и m-интегралов).

Изучение различных цепочек Тоды имеет уже довольно большую историю. Одномерная
цепочка Тоды была впервые введена М.Тодой в 1967 году в работе [1] в связи с задачей о
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системе частиц на прямой с экспоненциальным взаимодействием ближайших соседей. Затем
Богоявленским в 1976 году в работе [2] были рассмотрены и изучены обобщенные одномер-
ные цепочки Тоды, соответствующие простым алгебрам Ли. В конце 70-х–начале 80-х годов
прошлого века практически одновременно появилось несколько работ, посвященных изучению
обобщенных двумеризованных цепочек Тоды (см.[3]–[7]). В 1991 году Сурисом в работе [8] были
изучены одномерные дискретные обобщенные цепочки Тоды.

Шабатом и Ямиловым [6] в 1981 году были рассмотрены так называемые системы экспо-
ненциального типа, т.е. системы гиперболических уравнений в частных производных вида

uxy(j) = exp

(
r∑

k=1

ajku(k)

)
, j = 1, 2, . . . , r, (2)

где ajk — постоянные коэффициенты, а функции u(j) зависят от переменных x и y. Нетрудно
проверить, что если матрица K = (ajk) является матрицей Картана простой алгебры Ли серии
A, то соответствующая система вида (2) сводится к двумеризованной цепочке Тоды

qxy(j) = exp(q(j + 1)− q(j))− exp(q(j)− q(j − 1)), j = 0, 1, . . . , r, (3)

с тривиальными граничными условиями q(−1) ≡ ∞, q(r) ≡ −∞. Системы экспоненциального
типа, соответствующие простым алгебрам Ли других серий, иногда называют обобщенными
цепочками Тоды. В работах [6, 7] было введено понятие характериcтической алгебры для си-
стем вида (2) и показано, что характеристическая алгебра неприводимой экспоненциальной
системы конечномерна тогда и только тогда, когда соответствующая матрица K является мат-
рицей Картана простой алгебры Ли. А конечномерность характеристической алгебры, в свою
очередь, эквивалентна существованию у системы полного набора x- и y-интегралов.

Как известно, в случае r = 1 цепочка Тоды (3) сводится к уравнению Лиувилля, которое бы-
ло изучено еще в 1853 году [9]. В 1999 году Адлером и Старцевым в работе [10] были построены
и изучены полудискретный и дискретный аналоги уравнения Лиувилля. Предпринимались и
другие попытки построения и изучения дискретных аналогов систем экспоненциального типа.
В работе [11] было построено представление Лакса для чисто дискретного аналога обобщенной
цепочки Тоды, соответствующей серии A, а в работе [12] — для чисто дискретного аналога
цепочек серии C. В статье [13] был изучен полудискретный аналог цепочки Тоды серии C.

В работе [14] Хабибуллиным, Желтухиным и Янгубаевой для построения полудискретных
аналогов систем экспоненциального типа был использован систематический подход, основан-
ный на идее о том, что “правильная” дискретизация должна сохранять интегралы соответству-
ющей непрерывной системы. Затем в статье [15] этот же подход был использован для постро-
ения чисто дискретных аналогов обобщенных цепочек Тоды. В обоих случаях уже известные
к тому моменту дискретные аналоги являются частными случаями этих (полу)дискретных
систем экспоненциального типа.

Структура данной работы такова: в разделе 2 изложены две достаточно простые конструк-
ции, позволяющие строить x- и y-интегралы для цепочки Тоды серии A и ее редукций в непре-
рывном случае; первый метод основан на использовании нелокальных переменных, построен-
ных А.Б.Шабатом в работе [16], а второй — на использовании преобразований Дарбу–Лапласа.
В Разделе 3 для полудискретных цепочкек Тоды развиваются конструкции, аналогичные опи-
санным в Разделе 2, и строится полный набор независимых x- и n-интегралов для цепочек
Тоды серий A и C. Раздел 4 посвящен построению полных наборов m- и n-интегралов в чисто
дискретном случае для цепочек серий A и C.
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2 Непрерывный случай

2.1 Преобразования Дарбу–Лапласа

В математической физике интерес к цепочкам Тоды возник лишь во второй половине 20-го
века. Тем не менее, задолго до этого двумеризованная цепочка Тоды появилась в задачах клас-
сической дифференциальной геометрии: последовательности преобразований Дарбу–Лапласа,
приводящие к уравнениям цепочки Тоды, использовались еще в 19 веке в теории сопряженных
систем координат (см., например, [17]). Мы, однако, не будем углубляться в дифференциально-
геометрическую природу цепочек Тоды, а лишь приведем необходимую для дальнейшего из-
ложения конструкцию вывода соответствующих уравнений.

Будем говорить, что два линейных гиперболических оператора второго порядка

L = ∂x∂y + a∂x + b∂y + c и L̂ = ∂x∂y + â∂x + b̂∂y + ĉ

от двух переменных связаны преобразованием Дарбу–Лапласа, если найдутся такие операторы
первого порядка D = α∂x + β∂y + γ и D̂ = α̂∂x + β̂∂y + γ̂ такие, что выполнено соотношение

L̂D = D̂L. (4)

Нетрудно проверить, что оператор L можно представить в следующем виде:

L = (∂x + b)(∂y + a) + k = (∂y + a)(∂x + b) + h,

где функции k и h определяются равенствами k = c − ab − ax и h = c − ab − by и называются
инвариантами Лапласа оператора L1. Операторное соотношение (4) эквивалентно следующей
системе дифференциальных уравнений на коэффициенты участвующих в нем операторов:





α− α̂ = 0

β − β̂ = 0
αy + αâ− α̂a = 0

βx + βb̂− β̂b = 0

αx + βy + αb̂− α̂b + βâ− β̂a + γ − γ̂ = 0

L̂(α)− α̂(c + ax)− β̂ay + γy + âγ − γ̂a = 0

L̂(β)− β̂(c + by)− α̂bx + γx + b̂γ − γ̂b = 0

L̂(γ)− α̂cx − β̂cy − γ̂c = 0

. (5)

Общее описание всех операторов преобразования D для заданного гиперболического оператора
L, т.е. полное решение системы (5), является открытой задачей (см. [18]). Мы лишь изучим
некоторое частное решение этой задачи, т.е. будем рассматривать операторы преобразования
вида D = ∂x + γ. В данном система (5) приводит к уравнениям

k̂ = h, ĥ = 2h− k + (ln h)xy, (6)

где k̂ и ĥ — инварианты оператора L̂. Отметим, что система (6) появлялась еще у Дарбу [17].
Рассмотрим теперь последовательность гиперболических операторов . . . ,Lj−1,Lj,Lj+1, . . . ,

в которой любые два соседних оператора связаны преобразованиями Дарбу–Лапласа указан-
ного выше вида. Тогда соответствующая система операторных уравнений сводится к цепочке

(ln h(j))xy = h(j − 1)− 2h(j) + h(j + 1), (7)
1Функции k и h называются инвариантами, поскольку они инвариантны относительно калибровочных пре-

образований L 7→ L̄ = ω−1Lω, где ω = ω(x, y).
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где h(j) и k(j) — инварианты оператора Lj, причем k(j) = h(j − 1) для всех j. Нетрудно
убедиться в том, что замена h(j) = exp(q(j + 1)− q(j)) приводит цепочку (7) к виду

qxy(j) = exp(q(j + 1)− q(j))− exp(q(j)− q(j − 1)), (8)

а замена h(j) = uxy(j) — к виду

uxy(j) = exp(u(j − 1)− 2u(j) + u(j + 1)). (9)

Легко заметить, что система (9) (точнее, ее конечное замыкание граничными условиями вида
u(−1) = u(r) = −∞ для некоторого натурального r) представляет собой частный случай
экспоненциальной системы (2), соответствующий матрице Картана серии A. Уравнения (7)–
(9) являются различными формами записи двумеризованной цепочки Тоды.

Рассмотрим теперь конечные цепочки Тоды, т.е. системы экспоненциального типа (2), где K
— матрица Картана одной из бесконечных серий A–D простых алгебр Ли (мы не будем здесь
рассматривать цепочки Тоды, соответствующие исключительным алгебрам Ли). Каждая из
этих систем получается наложением некоторых граничных условий на бесконечную цепочку
Тоды (8). Приведем в явном виде условия обрыва, соответствующие сериям A–D в терминах
переменной q(j). Цепочка серии A порождается граничными условиями вида

q(−1) = ∞, q(r + 1) = −∞ (10)

для некоторого r ∈ N. Цепочка серии B порождается граничными условиями вида

q(0) = 0, q(r + 1) = −∞ (11)

для некоторого r ∈ N. Цепочка серии C задается условиями вида

q(0) = −q(1), q(r + 1) = −∞, (12)

а цепочка серии D — несколько более сложным условием:

q(0) = − ln

(
eq(2) − qx(1)qy(1)

2 sh q(1)

)
, q(r + 1) = −∞. (13)

В одномерном случае условие обрыва (13) для серии D было найдено в работе [19], а в двумер-
ном — в работе [20].

2.2 Нелокальные переменные

Хорошо известно, что симметрии бесконечной цепочки Тоды в двумерном случае (в отли-
чии от одномерного случая) не выражаются в терминах динамических переменных — для их
построения необходимо ввести дополнительные нелокальные переменные.

Введем обозначение qx(j) = b(j); тогда цепочка Тоды (8) может быть записана следующим
образом:

by(j) = h(j)− h(j − 1). (14)

Определим нелокальные переменные b(1)(j) равенствами

∂xb(j) = b(1)(j)− b(1)(j − 1), ∂yb
(1)(j) = ∂xh(j),

совместность которых гарантируется цепочкой Тоды (14):

∂y∂xb(j) = ∂y

(
b(1)(j)− b(1)(j − 1)

)
= ∂x (h(j)− h(j − 1)) = ∂x∂yb(j).
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Далее, необходимо определить производные ∂xb
(1)(j), однако это потребует введения нелокаль-

ностей b(2)(j) следующего порядка. Положим

∂xb
(1)(j) = b(1)(j) (b(j + 1)− b(j)) + b(2)(j)− b(2)(j − 1);

тогда условие совместности ∂y∂xb
(1)(j) = ∂x∂yb

(1)(j), как нетрудно проверить, приведет к сле-
дующему соотношению:

∂yb
(2)(j) = h(j)b(1)(j + 1)− h(j + 1)b(1)(j).

Непосредственное индуктивное рассуждение показывает, что справедливо следующее

Предложение 1. Нелокальные переменные b(k)(j), где k = 2, 3, . . . , связаны соотношениями
{

∂yb
(k)(j) = h(j)b(k−1)(j + 1)− h(j + k − 1)b(k−1)(j)

∂xb
(k)(j) = b(k)(j) (b(j + k)− b(j)) + b(k+1)(j)− b(k+1)(j − 1)

, (15)

причем совместность этих равенств для каждого k обеспечивается первым из равенств (15)
для k + 1.

Формулы (15) были получены А.Б.Шабатом в работе [16] для построения иерархии высших
симметрий бесконечной двумеризованной цепочки Тоды.

Будем говорить, что функция I = I(x, y,ux,uxx, . . . ) является y-интегралом гиперболиче-
ской системы

uxy = F (u,ux,uxx, . . . ), (16)

где u = (u1, u2, . . . , ur), если ее полная производная по y в силу системы (16) равна нулю:
Dy(I) = 0 (при этом предполагается, что функция I зависит не только от переменной x).
Аналогичным образом вводится понятие x-интеграла.

Пример 1. Нетрудно проверить, что функции

I = uxx − 1

2
u2

x и J = uyy − 1

2
u2

y (17)

являются y- и x-интегралами уравнения Лиувилля

uxy = exp u (18)

соответственно.

Формальные интегралы и симметрии бесконечной цепочки Тоды могут быть выражены в
терминах нелокальных переменных b(k)(j). Например, формулы

qt(j) = b2(j) + b(1)(j) + b(1)(j − 1),

qt(j) = b3(j) + b(2)(j) + b(2)(j − 1) + b(2)(j − 2) +

+ b(1)(j) (2b(j) + b(j + 1)) + b(1)(j − 1) (2b(j) + b(j − 1))

задают симметрии цепочки (8), а функции

I2 =
∑

j∈Z

(
b2(j) + 2b(1)(j)

)
и I3 =

∑

j∈Z

(
b3(j) + 3b(1)(j)(b(j) + b(j + 1)) + 3b(2)(j)

)

являются ее y-интегралами (см. [16]). Однако, важнейшим обстоятельством является то, что
в случае цепочек Тоды серий A–D все нелокальности исчезают. Более точно, имеет место
следующая
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Теорема 1. При обрыве бесконечной цепочки Тоды с помощью граничных условий (10), соот-
ветствующих серии A, все нелокальные переменные могут быть выражены через динамиче-
ские переменные b(j) и их производные по переменной x.

Доказательство.
Легко заметить, что из вида уравнений (15) следует, что если мы знаем все функции b(k)(j)

при некотором фиксированном j, то мы можем выразить через них и через динамические
переменные все нелокальности вида b(k)(j + 1), затем — вида b(k)(j + 2), и т.д. Поскольку в
терминах переменных h(j) условие обрыва (10) принимает вид h(−1) = h(r) = 0, имеют место
равенства

0 = ∂yb
(1)(−1) = ∂yb

(2)(−1) = ∂yb
(3)(−1) = . . .

Поэтому, полагая на левом конце

0 = b(1)(−1) = b(2)(−1) = b(3)(−1) = . . . , (19)

мы, во-первых, не придем к противоречию, а, во-вторых, сможем последовательно выразить
b(1)(j) через динамические переменные, затем b(2)(j) — через динамические переменные и уже
найденные нелокальности, и т.д. Теорема доказана.

Пример 2. Нетрудно проверить, что для цепочки серии A в предположении (19), имеют место
следующие явные формулы для нелокальностей:

b(1)(j) =

j∑
i=0

bx(i), b(2)(j) =

j∑
i=0

((j − i + 1)bxx(i) + bx(i)(b(i)− b(j + 1))) , (20)

где j = 0, 1, . . . , r.

Предложение 2. Обобщенные цепочки Тоды серий B–D являются редукциями цепочки се-
рии A.

Доказательство.
Условия обрыва (11) на левом конце в терминах переменных h(j) записывается в виде

h(−1) = h(0). Нетрудно проверить, что отсюда вытекают равенства

q(−j) = −q(j), h(−j) = h(j − 1), j = 1, 2, . . . , r + 1.

Легко видеть, что эта инволюция сводит цепочку серии A длины 2r + 1, задаваемую условием
h(−r − 1) = h(r) = 0 к цепочке серии B длины r отражением относительно полуцелой точки
−1/2 (в терминах переменной h). Таким образом, цепочка серии B является редукцией цепочки
серии A. Аналогично, условия обрыва (12) приводят к инволюции

q(−j) = −q(j + 1), h(−j) = h(j), j = 0, 1, . . . , r,

т.е. цепочка серии C длины r является редукцией цепочки серии A длины 2r, задаваемой
условием h(−r) = h(r) = 0. С цепочкой серии D дело обстоит несколько сложнее, поскольку из
явных формул 13 не следует, что она является редукцией цепочки серии A, и долгое время этот
вопрос оставался открытым. Однако положительный ответ на него был дан Хабибуллиным в
работе [21].

Следствие 1. При обрыве бесконечной цепочки Тоды с помощью любого из граничных усло-
вий (11)–(13), все нелокальные переменные могут быть выражены через динамические пере-
менные b(j) и их производные по переменной x.
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В непрерывном случае разными авторами предлагались различные подходы, позволяющие
находить интегралы вдоль характеристик для цепочек Тоды, соответствующих простым ал-
гебрам Ли (см. [22, 23]). В работе [22] были построены полные наборы y-интегралов для всех
цепочек серий A–D с помощью вронскианных формул, а в работе [23] были получены форму-
лы для x- и y-интегралов этих цепочек при помощи обобщенных инвариантов Лапласа систем
лиувиллевского типа. Однако, наша конструкция, основанная на использовании нелокальных
переменных, позволяет очень просто находить y-интегралы для цепочек серий A–C и может
быть обобщена на полудискретный случай. А именно, имеет место следующая

Теорема 2. Функции b(k)(r), соответствующие любой из обобщенных цепочек серий A–D,
являются y-интегралами этой цепочки.

Доказательство.
Как мы уже показали, для этих цепочек все нелокальные переменные выражаются через

динамические переменные и их производные по x. А то обстоятельство, что они являются y-
интегралами, тривиально. В самом деле, для цепочки серии A имеет место равенство h(j) = 0
при j > r. Поэтому равенство ∂yb

(k)(r) = 0 немедленно вытекает из первой из формул (15). Для
остальных цепочек утверждение теоремы является следствием того факта, что они являются
редукциями цепочки серии A.

Замечание 1. Поскольку в непрерывном случае цепочка Тоды симметрична относительно
замены x ↔ y, x-интегралы находятся аналогично. Точнее, достаточно просто взять формулы
для y-интегралов и поменять в них местами переменные y и x.

Определение 1. Порядком y-интеграла системы гиперболических уравнений вида (16) будем
называть максимальный из порядков производных функций uj, где j = 1, 2, . . . , r, по перемен-
ной x, от которых этот интеграл зависит. Набор y-интегралов I1, I2, . . . , Ik порядков d1, d2, . . . dk

соответственно будем называть независимым в главном2, если матрица

∂(I1, I2, . . . , Ik)

∂(u
(d1)
x...x,u

(d2)
x...x, . . . ,u

(dk)
x...x)

=




∂I1

∂u
(d1)
1,x...x

∂I1

∂u
(d1)
2,x...x

. . . ∂I1

∂u
(d1)
r,x...x

∂I2

∂u
(d2)
1,x...x

∂I2

∂u
(d2)
2,x...x

. . . ∂I2

∂u
(d2)
r,x...x

... . . .
∂Ik

∂u
(dk)
1,x...x

∂Ik

∂u
(dk)
2,x...x

. . . ∂Ik

∂u
(dk)
r,x...x




(21)

имеет ранг k. При этом систему (16) будем называть интегрируемой по Дарбу, если она обла-
дает полными наборами

I1, I2, . . . , Ir и J1, J2, . . . , Jr

независимых в главном y- и x-интегралов соответственно.

Замечание 2. Отметим, что под интегрируемостью по Дарбу иногда подразумевается нали-
чие явной формулы для общего решения рассматриваемого уравнения (см., например, [25]).
Эта терминология, в некотором смысле, является более обоснованной, поскольку сам Дарбу,
скорее, использовал именно такой подход. Тем не менее, мы будем называть интегрируемость
по Дарбу наличие полного набора интегралов по обоим направлениям. Эти подходы, вообще
говоря, не являются эквивалентными, но наличие достаточного количества x- и y-интегралов
позволяет свести исходное уравнение в частных производных к системе обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, которые в некоторых случаях удается проинтегрировать в квадрату-
рах. Например, с помощью интегралов (17) можно получить общее решение

u(x, y) = ln
2f ′(x)g′(y)

(f(x) + g(y))2

2Терминология заимствована из работы [24].
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уравнения Лиувилля (18), где f и g — произвольные функции одного аргумента. Есть и еще
один подход к интегрируемости гиперболических уравнений, связанный с конечностью ряда
Лапласа для линеаризованного уравнения [25, 26].

Приведем явные выражения для двух простейших y-интегралов порядков 1 и 2 соответ-
ственно для цепочки серии A произвольной длины:

b(1)(r) =
r∑

j=0

bx(j), b(2)(r) =
r∑

j=0

((r − j + 1)bxx(j) + bx(j)b(j))) . (22)

Нетрудно видеть, что оба этих интеграла являются полными производными по x, так что в
обоих случаях порядки можно понизить на единицу. Можно показать, что все y-интегралы,
получаемые таким образом, являются полными производными по x.

Интегрируемость по Дарбу конечных цепочек Тоды хорошо известна. Сформулируем со-
ответствующий результат и продемонстрируем, как наш подход позволяет его очень просто
получить.

Теорема 3. Двумеризованные цепочки Тоды серий A, B и C интегрируемы по Дарбу.

Доказательство.
Мы уже показали, что функции b(k)(r), являются y-интегралами цепочки Тоды серии A

длины r. Покажем, что для k = 1, 2, . . . r они независимы в главном. Выражения для интегра-
лов b(k)(r) достоточно громоздки даже уже при небольших k, поэтому мы не будем пытаться
получить явные формулы, а лишь посмотрим на зависимость этих интегралов от старших про-
изводных. Легко видеть, что порядок интеграла b(k)(r) равен k и что зависимость от старших
производных линейна; тогда при j = 0, 1, . . . , r нелокальности выражаются через динамические
переменные следующим образом:

b(k)(j) =

j∑
i=0

a
(k)
ij

∂kb(i)

∂xk
+ . . . , (23)

где a
(k)
ij — некоторые коэффициенты. Из формул (15) немедленно вытекает, что эти коэффи-

циенты — числовые (т.е. не зависят от x и y) и что они удовлетворяют рекуррентным соотно-
шениям

a
(k)
ij = a

(k)
ij−1 + a

(k−1)
ij при i < j, a

(k)
jj = a

(k−1)
jj , a

(k)
ij = 0 при i > j.

Кроме того, из первой формулы (20) следует, что a
(1)
ij = 1 при любых i 6 j. Это означает, что,

записывая при фиксированном i коэффициенты a
(k)
ij в матрицу (где k — строчный индекс, а j

— столбцовый), мы получим кусок треугольника Паскаля, повернутого на 45◦ против часовой
стрелки:

i = 0 :




1 1 1 1 . . .
1 2 3 4 . . .
1 3 6 10 . . .
1 4 10 20 . . .
1 5 15 35 . . .
...

...
...

... . . .




, i = 1 :




0 1 1 1 . . .
0 1 2 3 . . .
0 1 3 6 . . .
0 1 4 10 . . .
0 1 5 15 . . .
...

...
...

... . . .




, i = 2 :




0 0 1 1 . . .
0 0 1 2 . . .
0 0 1 3 . . .
0 0 1 4 . . .
0 0 1 5 . . .
...

...
...

... . . .




, . . .
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Но поскольку нас интересуют функции b(k)(r), в каждой из этих матриц нам нужен лишь
последний столбец. Таким образом,

∂
(
b(1)(r), b(2)(r), . . . , b(r+1)(r)

)

∂
(
bx,bxx, . . . ,b

(r+1)
x...x

) =




1 1 . . . 1 1
r + 1 r . . . 2 1

(r+1)(r+2)
2

r(r+1)
2

. . . 3 1
...

...
... . . . ...

. . . . . . . . . r + 1 1




. (24)

Нетрудно показать, что определитель такой матрицы равен ±1 в зависимости от r. Таким об-
разом, построенный набор y-интегралов является независимым в главном. Легко заметить, что
поскольку цепочка Тоды симметрична относительно замены x ↔ y, аналогичная конструкция
даст полный набор независимых в главном x-интегралов. Таким образом, цепочки Тоды серии
A интегрируема по Дарбу.

Поскольку цепочки Тоды серий B и C получаются из цепочки Тоды серии A удвоенной
длины с помощью редукций, нам осталось показать, как выбрать полный набор интегралов,
который после редукции окажется независимым в главном. Рассмотрим сперва цепочку серии
B; поскольку она получается из цепочки серии A длины 2r + 1 редукцией

q(0) = 0, q(−j) = −q(j), h(−j) = h(j − 1), j = 1, 2, . . . , r + 1, (25)

для любого j = 1, 2, . . . , r и любого k имеем:

∂kb(−j)

∂xk
= −∂kb(j)

∂xk
. (26)

Рассматриваемой редукции соответствует переход от переменных b(−r), . . . , b(r) к перемен-
ным b(1), b(2), . . . b(r); при этом ввиду формул (26) и (23) в соответствующей квадратной мат-
рице вида (24) и размера 2r+1 из столбца с номером r+j будет вычитаться столбец с номером
r− j для всех j = 1, 2, . . . , r. Поскольку столбцы исходной матрицы были линейно независимы-
ми, столбцы полученной матрицы размера (2r + 1)× r также будут линейно независимыми. А
это означает, что в этой матрице можно выбрать r строк таким образом, что соответствующий
минор будет ненулевым. Таким образом, полученная в результате редукции (25) цепочка серии
B обладает полным набором независимых в главном y-интегралов, откуда в силу симметрии
x ↔ y следует ее интегрируемость по Дарбу.

Теперь рассмотрим цепочку серии C; она получается из цепочки серии A длины 2r редук-
цией

q(−j) = −q(j + 1), h(−j) = h(j), j = 0, 1, . . . , r.

Аналогично уже рассмотренному случаю, такой редукции соответствует переход от перемен-
ных b(−r + 1), . . . , b(r) к переменным b(1), b(2), . . . b(r), причем в соответствующей матрице
размера 2r × 2r из столбца с номером r + j будет вычитаться столбец с номером r − j − 1 при
всех j = 0, 1, . . . , r − 1. Как и в случае серии B, это дает интегрируемость по Дарбу. Теорема
доказана.

Замечание 3. Поскольку явные формулы, задающие редукцию цепочки серии A на цепочку
серии D не известны, аналогичный подход для доказательства интегрируемости по Дарбу це-
почек Тоды серии D не годится, т.к. при редукции может нарушиться независимость в главном.

2.3 Производящая функция для интегралов

Теперь опишем еще одну конструкцию, позволяющую строить x- и y-интегралы для ко-
нечных двумеризованных цепочек Тоды. Особенностью данной конструкции является то, что
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наличие интегралов является непосредственным следствием того факта, что цепочка Тоды опи-
сывает последовательность гиперболических операторов, связанных преобразованиями Дарбу–
Лапласа, а тривиальные граничные условия h(−1) = h(r) = 0 для серии A позволяют замкнуть
эту последовательность с обоих концов факторизующимися операторами. Очень похожая кон-
струкция дает, например, первые интегралы для периодического замыкания одевающей цепоч-
ки Веселова–Шабата, которая описывает последовательность одномерных операторов Шре-
дингера, связанных преобразованиями Дарбу [27]. В этом случае производящая функция для
первых интегралов также получается из операторного соотношения, которое дают преобразо-
вания Дарбу.

Теорема 4. Коэффициенты дифференциального оператора

B = (∂x − qx(r))(∂x − qx(r − 1)) . . . (∂x − qx(0)) (27)

дают полный набор независимых в главном y-интегралов для цепочки Тоды серии A, задава-
емой условием h(−1) = h(r) = 0.

Доказательство.
Нетрудно проверить, что если гиперболические операторы

L = ∂x∂y + a∂x + b∂y + c и L̂ = ∂x∂y + â∂x + b∂̂y + ĉ

связаны преобразованием Дарбу–Лапласа вида D = ∂x + γ, то â = a и что при этом γ = b
(см. систему (5)). Это означает, что в рассматриваемом нами случае коэффициент при ∂x у
всех операторов в цепочке одинаков; поэтому без ограничения общности его можно положить
равным нулю. Кроме того, из уравнений (5) вытекает равенство

b̂ = b− (ln h)′x,

которое с точностью до одновременного прибавления произвольной функции ϕ(x, y) немедлен-
но проводит к условию b(j) = −qx(j)

3. Таким образом, в терминах коэффициентов гиперболи-
ческих операторов, оператор (27) принимает вид

B = (∂x + b(r))(∂x + b(r − 1)) . . . (∂x + b(0)).

Поскольку для всех j имеет место равенство k(j) = h(j − 1), выполнено соотношение
k(0) = h(−1) = 0. Поэтому L0 = (∂x + b(0))∂y; кроме того, поскольку h(r) = 0, имеет место
факторизация Lr = ∂y(∂x + b(r)). Значит, применяя последовательно преобразования Дарбу–
Лапласа, получаем:

B ◦ ∂y = (∂x + b(r)) . . . (∂x + b(1))(∂x + b(0))∂y = (∂x + b(r)) . . . (∂x + b(2))D1L0 =

= (∂x + b(r)) . . . (∂x + b(2))L1D0 = Dr . . .D2L1D0 = · · · = LrDr−1Dr−2 . . .D0 =

= ∂y(∂x + b(r)) . . . (∂x + b(0)) = ∂y ◦ B.

Таким образом, операторы B и ∂x коммутируют, а это возможно лишь в том случае, если
все коэффициенты оператора B не зависят от y в силу уравнений цепочки Тоды серии A, т.е.
являются ее y-интегралами.

3Некоторое неудобство состоит в конфликте обозначений с разделом 2.2, где символ b(j) обозначал функцию
qx(j), но, тем не менее, это неудобство менее существенно, нежели конфликт в обозначениях со статьями [16]
или [13], который был бы неизбежен при попытке согласовать обозначения внутри данной статьи; при таком
подходе формулы в данной работе и в одной из работ [16] или [13] бы существенно отличались, что хуже.
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Пусть B = ∂r+1
x +I0∂

r
x + · · ·+Ir−1∂x +Ir; независимость в главном построенных y-интегралов

следует из того, что соответствующая матрица частных производных

∂ (I0, I1, . . . , Ir)

∂
(
b,bx, . . . ,b

(r)
x...x

)

является верхнетреугольной относительно побочной диагонали, причем все ее диагональные
элементы отличны от нуля. Теорема доказана.

Пример 3. Приведем в явном виде полный набор y-интегралов для цепочки серии A при r = 2.
Из формулы (27) имеем:

I0 = −(qx(0) + qx(1) + qx(2)),

I1 = qx(0)qx(1) + qx(0)qx(2) + qx(1)qx(2)− 2qxx(0)− qxx(1),

I2 = −qx(0)qx(1)qx(2) + qxx(0)(qx(1) + qx(2)) + qxx(1)qx(0)− qxxx(0).

Замечание 4. Легко заметить, что построенные y-интегралы отличаются от тех, которые
были получены с помощью нелокальных переменных в предыдущем разделе.

3 Полудискретный случай

3.1 Преобразования Дарбу–Лапласа

В полудискретном случае, как и в непрерывном, инварианты Лапласа гиперболических
дифференциальных операторов второго порядка, связанных преобразованиями Дарбу-Лапласа,
удовлетворяют системе дифференциально-разностных уравнений, называемой полудискретной
цепочкой Тоды. Следуя работе [10], получим из этих соображений уравнения полудискретной
цепочки Тоды.

Рассмотрим последовательность гиперболических дифференциально-разностных операто-
ров

Lj = ∂xT + an(j)∂x + bn(j)T + cn(j),

где an(j), bn(j) и cn(j) — функции, зависящие от дискретной переменной n ∈ Z и непрерывной
переменной x ∈ R, а T — оператор сдвига: Tψn(x) = ψn+1(x). Легко видеть, что оператор Lj

можно представить в следующих видах:

Lj = (∂x + bn(j))(T + an(j)) + an(j)kn(j) = (T + an(j))(∂x + bn−1(j)) + an(j)hn(j),

где kn(j) = cn(j)
an(j)

− (ln an(j))′x− bn(j) и hn(j) = cn(j)
an(j)

− bn−1(j) — инварианты Лапласа дифферен-
циально-разностного оператора Lj.

Предположим, что любые два соседних оператора Lj и Lj+1 связаны преобразованием
Дарбу–Лапласа, т.е. удовлетворяют соотношению

Lj+1Dj = Dj+1Lj,

где Dj = ∂x + bn−1(j). Тогда, записав последнее уравнение в терминах коэффициентов опера-
торов, после преобразований получаем следующую систему уравнений:

{
kn(j + 1) = hn(j)(
ln hn(j)

hn+1(j)

)′
x

= hn+1(j + 1)− hn+1(j)− hn(j) + hn(j − 1)
.
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Вводя теперь новые переменные равенством hn(j) = exp(qn+1(j + 1)− qn(j)), приходим к урав-
нениям полудискретной цепочки Тоды:

qn,x(j)− qn+1,x(j) = exp(qn+1(j + 1)− qn(j))− exp(qn+1(j)− qn(j − 1)). (28)

По аналогии с непрерывным случаем введем еще один набор переменных un(j) равенством
hn(j) = un,x(j)− un+1,x(j). Тогда цепочка Тоды перепишется в следующем виде:

un,x(j)− un+1,x(j) = exp(un+1(j + 1)− un+1(j)− un(j) + un(j − 1)). (29)

В статье [14] был предложен полудискретный аналог систем экспоненциального типа, кото-
рый строится следующим образом. Пусть K = (ajk) — некоторая квадратная матрица; тогда
система

un,x(j)− un+1,x(j) = exp

(
j−1∑

k=1

ajkun(k) +
ajj

2
(un(j) + un+1(j)) +

r∑

k=j+1

ajkun+1(k)

)
, (30)

где j = 1, 2, . . . , r, является естественным полудискретным аналогом экспоненциальной систе-
мы (2), соответствующей матрице K. Нетрудно видеть, что выражение внутри экспоненты в
формуле (30) соответствует представлению матрицы K в виде суммы вернхе- и нижнетреуголь-
ных матриц, у которых соответствующие диагональные элементы равны. В континуальном
пределе полудискретная экспоненциальная система (30) сходится к соответствующему непре-
рывному аналогу.

Как и в непрерывном случае, в полудискретном тоже интересно задаться вопросом об инте-
грируемых редукциях бесконечной цепочки Тоды. Нетрудно проверить, что тривиальные гра-
ничные условия hn(−1) = hn(r) = 0 приводят к экспоненциальной системе, соответствующей
матрице Картана серии A. В терминах переменной q это замыкание задается условием обрыва
qn(−1) = ∞, qn(r + 1) = −∞, а в терминах переменной u серии A соответствует система (29) с
нулевыми граничными условиями u(0) = u(r + 1) = 0.

Выясним, какие инволюции допускает полудискретная цепочка Тоды, записанная в инва-
риантах Лапласа, т.е. цепочка

(
ln

hn(j)

hn+1(j)

)′

x

= hn+1(j + 1)− hn+1(j)− hn(j) + hn(j − 1). (31)

Легко убедиться в том, что отражение hn(−j) = hn+j+c(j − d) задает редукцию цепочки (31)
лишь при d = −2c, т.е. в данном случае ситуация несколько отличается от непрерывного слу-
чая, где отражения относительно полуцелой и целой точек порождали редукции бесконечной
цепочки, отвечающие сериям B и C соответственно. Полагая c = 0, получаем граничное усло-
вие hn(−j) = hn+j(j) (это равенство должно быть выполнено при всех n ∈ Z). При j = 1 в
терминах переменной q это приводит к условию обрыва

qn+1(0)− qn(−1) = qn+2(2)− qn+1(1). (32)

Цепочка (28), оборванная с помощью условия (32) на левом конце и с помощью тривиального
условия qn(r + 1) = −∞ — на правом, приводит к экспоненциальной системе с матрицей Кар-
тана серии C. Как и в непрерывном случае, цепочка серии C является редукцией не только
бесконечной полудискретной цепочки, но и цепочки серии A удвоенной длины. В самом деле,
нетрудно проверить, что инволюция hn(−j) = hn+j(j) сводит цепочку серии A, задаваемую
условием hn(−r) = h(r) = 0, к цепочке серии C. Вопрос о том, являются ли полудискрет-
ные системы (30), соответствующие сериям B и D, редукциями цепочки серии A, до сих пор
остается открытым.
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Замечание 5. При редукции от цепочки серии A к цепочке серии C условия hn(−j) = hn+j(j)
позволяют выразить переменные qn(−r), qn(−r + 1), . . . , qn(−1) через переменные

qn(0), qn(1), . . . , qn(r)

и их сдвиги по n. Однако, на самом деле этот набор переменных не является независимым,
поскольку соотношение

qn,x(0)− qn+1,x(0) = exp(qn+1(1)− qn(0))− exp(qn+2(2)− qn(1))

позволяет выразить qn(0) через переменные qn(1), qn(2), . . . , qn(r) с точностью до констант ин-
тегрирования κn, которые без ограничения общности можно считать нулевыми ввиду того, что
замена qn(j) → qn(j) + κn−j переводит решения цепочки Тоды в решения.

3.2 Нелокальные переменные и построение n-интегралов

Нахождение симметрий двумеризованной цепочки Тоды в полудискретном случае, точно
также, как и в непрерывном, требует введения нелокальных переменных. Следуя работе [13],
сформулируем основные утверждения и приведем формулы, аналогичные утверждениям и
формулам раздела 2.2. Введем следующие обозначения: ∂n = I − T , где I — тождественный
оператор, и bn(j) = qn,x(j). Тогда цепочка (28) запишется в следующем виде:

∂nbn(j) = hn(j)− hn(j − 1). (33)

Определим нелокальные переменные b
(1)
n (j) равенствами

∂xbn(j) = b(1)
n (j)− b(1)

n (j − 1), ∂nb
(1)
n (j) = ∂xhn(j),

совместность которых гарантируется цепочкой Тоды (33):

∂n∂xbn(j) = ∂n

(
b(1)
n (j)− b(1)

n (j − 1)
)

= ∂x (hn(j)− hn(j − 1)) = ∂x∂nbn(j).

Далее, необходимо определить производные ∂xb
(1)
n (j), однако это потребует введения нелокаль-

ностей b
(2)
n (j) следующего порядка. Положим

∂xb
(1)
n (j) = b(1)

n (j) (bn+1(j + 1)− bn(j)) + hn(j)
(
b(1)
n (j − 1)− b(1)

n (j)
)

+ b(2)
n (j)− b(2)

n (j − 1);

тогда условие совместности ∂n∂xb
(1)
n (j) = ∂x∂nb

(1)
n (j), как нетрудно проверить, приведет к сле-

дующему соотношению:

∂nb(2)
n (j) = hn(j)b

(1)
n+1(j + 1)− hn+1(j + 1)b

(1)
n+1(j).

Непосредственное индуктивное рассуждение показывает, что справедливо следующее

Предложение 3. Нелокальные переменные b
(k)
n (j), где k = 2, 3, . . . , связаны соотношениями





∂nb
(k)
n (j) = hn(j)b

(k−1)
n+1 (j + 1)− hn+k−1(j + k − 1)b

(k−1)
n+1 (j)

∂xb
(k)
n (j) = b

(k)
n (j) (bn+k(j + k)− bn(j)) +

+ hn+k−1(j + k − 1)
(
b
(k)
n (j − 1)− b

(k)
n (j)

)
+ b

(k+1)
n (j)− b

(k+1)
n (j − 1)

, (34)

причем совместность этих равенств для каждого k обеспечивается первым из равенств (34)
для k + 1.
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В этой работе мы не будем обсуждать симметрии полудискретной цепочки Тоды и ее ре-
дукций (см. [13]), а сосредоточимся на изучении n- и x-интегралов этой системы. Будем назы-
вать функцию I, зависящую от динамических переменных, n-интегралом дифференциально-
разностной системы, если ее разностная производная в силу системы раны нулю: ∂nI = 0.
Мы покажем, как с помощью нелокальных переменных построить полный набор n-интегралов
для полудискретных цепочек серий A и C, а затем в следующем разделе предъявим явную
формулу для x-интегралов этих цепочек.

Определение 2. Порядком n-интеграла дифференциально-разностной системы будем назы-
вать максимальный из порядков производных динамических переменных un(j), где j = 1, 2, . . . , r,
по переменной x, от которой этот интеграл зависит. Набор n-интегралов I1, I2, . . . , Ik порядков
d1, d2, . . . dk соответственно будем называть независимым в главном, если соответствующая
матрица (21) из частных производных имеет ранг k. Порядком x-интеграла дифференциально-
разностной системы будем называть максимальный из сдвигов d динамических переменных
un+d(j), где j = 1, 2, . . . , r, по переменной n, от которой этот интеграл зависит (при этом предпо-
лагается, что этот интеграл зависит от переменных un(j), но не зависит от un−1(j), un−2(j), . . . ).
Набор x-интегралов I1, I2, . . . , Ik порядков d1, d2, . . . dk соответственно будем называть незави-
симым в главном, если матрица

∂(I1, I2, . . . , Ik)

∂(un+d1 ,un+d2 , . . . ,un+dk
)

=




∂I1
∂un+d1

(1)
∂I1

∂un+d1
(2)

. . . ∂I1
∂un+d1

(r)
∂I2

∂un+d2
(1)

∂I2
∂un+d2

(2)
. . . ∂I2

∂un+d2
(r)

... . . .
∂Ik

∂un+dk
(1)

∂Ik

∂un+dk
(2)

. . . ∂Ik

∂un+dk
(r)




(35)

имеет ранг k. При этом дифференциально-разностную систему будем называть интегрируемой
по Дарбу, если она обладает полными наборами

I1, I2, . . . , Ir и J1, J2, . . . , Jr

независимых в главном n- и x-интегралов соответственно.

Совершенно аналогично непрерывному случаю доказываются следующие утверждения.

Теорема 5. При обрыве бесконечной полудискретной цепочки Тоды (28) с помощью триви-
альных граничных условий, соответствующих серии A, все нелокальные переменные выра-
жаются через динамические переменные bn(j) и их производные по переменной x.

Поскольку полудискретная цепочка серии C длины r является редукцией цепочки серии A
длины 2r + 1, имеет место

Следствие 2. В случае полудискретной цепочки серии C все нелокальные переменные выра-
жаются через динамические переменные bn(j) и их производные по переменной x.

Теорема 6. Функции b
(k)
n (r), соответствующие любой обобщенной цепочке серий A или C,

является n-интегралами этой цепочки.

Приведем явные выражения для двух простейших n-интегралов цепочки серии A произ-
вольной длины r:

b(1)
n (r) =

r∑
j=0

bn,x(j), b(2)
n (r) =

r∑
j=0

((r − j + 1)bn,xx(j) + bn,x(j)bn(j))) . (36)
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Замечание 6. Легко заметить, что явные формулы (36) для n-интегралов цепочек серии A
совпадают с формулами (22) для y-интегралов в непрерывном случае, и это обстоятельство не
является случайностью. При построении дискретных аналогов уже известных интегрируемых
систем обычно ищут такие дискретизации, при которых сохраняются какие-нибудь атрибуты
интегрируемости, такие, как, например, симметрии или интегралы. Именно этот эмпирический
принцип был использован в работе [14] при построении полудискретных систем экспоненциаль-
ного вида: искались такие полудискретные системы (при малых r), для которых y-интегралы
соответствующих непрерывных аналогов являются n-интегралами.

Замечание 7. В работах [14, 28] вводится понятие характеристической алгебры для полу-
дискретных систем экспоненциального типа. Как и в непрерывном случае, конечномерность
характеристической алгебры по какому-то из направлений эквивалентна существованию ин-
тегралов по этому направлению. В работе [14] явно описаны характеристические алгебры для
полудискретных систем экспоненциального типа некоторых малых размерностей. Из теоре-
мы 5, в частности, следует конечномерность характеристической алгебры по направлению n
для цепочек любой длины, соответствующих сериям A и C.

Замечание 8. Естественно было бы ожидать, что для полудискретной цепочки Тоды можно
построить второй набор нелокалькых переменных, “зеркальный” относительно замены дискрет-
ной переменной n на непрерывную переменную x, который бы аналогичным образом позволил
построить x-интегралы для цепочек серии A. Однако, на самом деле все оказывается не так
просто: если такая конструкция и возможна, она далеко не очевидна — рассуждения, парал-
лельные приведенным выше, наталкиваются на препятствия при попытке построения второго
набора нелокальностей.

3.3 Явные формулы для интегралов

Совершенно аналогично непрерывному случаю, в полудискретноим случае тоже можно по-
строить производящие функции для n- и x-интегралов цепочки серии A и ее редукций, наличие
которых является непосредственным следствием структуры цепочки Тоды, связанной с пре-
образованиями Дарбу–Лапласа. Однако, поскольку переменные n и x не совсем симметрич-
но входят в уравнения полудискретной цепочки, необходимо рассматривать преобразования
Дарбу–Лапласа двух типов. Нетрудно проверить, что операторное соотношение L̂D = D̂L, где
D = αn∂x+βnT +γn и D̂ = α̂n∂x+β̂nT +γ̂n, эквивалентно следующей системе дифференциально-
разностных уравнений:





αn+1 − α̂n = 0

βn+1 − β̂n = 0
αnân − α̂nan = 0

βn+1,x + βn+1b̂n − β̂nbn+1 = 0

αn+1,x + αn+1b̂n − α̂nbn + βnân − β̂nan+1 + γn+1 − γ̂n = 0
ânαn,x + ĉnαn − α̂(cn + an,x) + ânγn − γ̂nan = 0

ânβn,x + ĉnβn − β̂ncn − α̂nbn,x + γn+1,x + b̂nγn+1 − γ̂nbn = 0
ânγn,x + ĉnγn − α̂ncn,x − γ̂ncn = 0

. (37)

Выбор αn ≡ 1, βn ≡ 0, соответствующий преобразованиям Дарбу–Лапласа первого типа (по
непрерывной переменной), приводит к условию γn = bn−1. Как мы уже отмечали выше, для по-
следовательности преобразований Дарбу–Лапласа из этой системы уравнений вытекают урав-
нения полудискретной цепочки Тоды (31) на переменную h, являющуюся одним из инвариан-
тов Лапласа. При этом оказывается, что при всех j выполнены равенства kn(j + 1) = hn(j) и
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an(j+1) = an(j); последнее из этих равенств позволяет считать все коэффициенты an(j) равны-
ми некоторой константе κn

4. Тогда, аналогично непрерывному случаю, операторы B = DrDr−1 . . .D0

и T + κnI, где I — тождественный оператор, будут коммутировать, откуда, в свою очередь,
следует, что коммутируют операторы B и T . Кроме того, из уравнений (37) вытекает, что

b̂n = bn−1 − (ln hn)′x ,

откуда нетрудно получить, что bn(j) = −qn+1,x(j). Из этих соображений, как и в непрерывном
случае, вытекает следующая

Теорема 7. Коэффициенты дифференциального оператора

B = (∂x − qn,x(r))(∂x − qn,x(r − 1)) . . . (∂x − qn,x(0))

дают полный набор независимых в главном n-интегралов для полудискретной цепочки Тоды
серии A, задаваемой условием hn(−1) = hn(r) = 0.

Рассмотрим теперь другой тип преобразований Дарбу–Лапласа, соответствующий выбору
αn ≡ 0, βn ≡ 1, при котором из системы (37) немедленно вытекает условие γn = an; кроме
того, как и раньше, без ограничения общности можно считать все коэффициенты bn нуле-
выми. Разница с уже рассмотренным случаем состоит в том, что соответствующая система
дифференциально-разностных уравнений в данном случае сводится к следующему соотноше-
нию на инварианты Лапласа:

(
ln

kn(j)

kn+1(j)

)′

x

= kn+1(j − 1)− kn+1(j)− kn(j) + kn(j + 1), (38)

причем hn(j + 1) = kn(j) для всех j. Легко заметить, что система (38) сводится к цепочке
Тоды (31) заменой j ↔ −j, так что второй тип преобразований Дарбу–Лапласа также приводит
к полудискретной цепочке Тоды. Введем новые переменные pn(j) условием

kn(j) = exp(pn+1(j)− pn(j + 1)),

тогда система (38) перепишется в виде

pn,x(j)− pn+1,x(j) = kn(j − 1)− kn(j).

Полученное уравнение, как нетрудно проверить, заменой qn(j) = pn(−j) сводится к уравне-
нию (28). Отметим также, что в рассматриваемом нами случае из системы (37) вытекает соот-
ношение

ân =
an+1kn+1

kn

,

откуда следует, что an(j) = exp(pn(j) − pn+1(j)). Все это вместе означает, что и в данном
случае преобразования Дарбу–Лапласа приводят к производящей функции для x-интегралов
полудискретной цепочки Тоды серии A с той лишь разницей, что порядок сомножителей в
соответствующем операторе будет обратным из-за замены j ↔ −j. Таким образом, доказана

Теорема 8. Коэффициенты разностного оператора

A = (T + exp(qn(0)− qn+1(0)))(T + exp(qn(1)− qn+1(1))) . . . (T + exp(qn(r)− qn+1(r))) (39)

дают полный набор независимых в главном x-интегралов для полудискретной цепочки Тоды
серии A, задаваемой условием hn(−1) = hn(r) = 0.

4Считать эти коэффициенты нулевыми, как мы делали в непрерывном случае, здесь нельзя, поскольку в
определении инвариантов Лапласа для полудискретного оператора есть деление на an.
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Замечание 9. Интегралы, даваемые формулой (39), нетрудно записать в явном виде. В самом
деле, если A = T r+1 + JrT

r + · · ·+ J1T + J0, то для коэффициентов Jk имеет место следующая
формула:

Jk =
∑

06i1<i2<···<ik6r

exp(cn(0) + · · ·+ cn(i1 − 1) + cn+1(i1 + 1) + · · ·+ cn+1(i2 − 1)+

+ cn+2(i2 + 1) + · · ·+ cn+k−1(ir − 1) + cn+k(ik + 1) + · · ·+ cn+k(r)),

где cn(j) = qn(j) − qn+1(j). Простейшие из этих интегралов (при r = 2) были найдены в ста-
тье [14].

Предложение 4. Полудискретные цепочки Тоды, соответствующие серии C, интегрируе-
мы по Дарбу.

Доказательство.
Поскольку цепочка серии C является редукцией цепочки серии A удвоенной длины, нам

достаточно показать, что при этой редукции полные наборы n- и x-интегралов не теряют неза-
висимость в главном (точнее, что из этих наборов можно выбрать такие поднаборы, кото-
рые будут независимыми для редуцированной цепочки). Рассмотрим сперва полный набор
n-интегралов для цепочки серии A и соответствующую матрицу размера 2r×2r, составленную
из их частных производных. Нам необходимо понять, что произойдет с ее правыми r столбца-
ми после редукции. Легко заметить, что производные старших порядков входят в выражения
для n-интегралов линейно, причем соответствующие коэффициенты постоянны. Кроме того,
формулы, позволяющие выразить переменные qn(−r), qn(−r + 1), . . . , qn(−1) и их сдвиги по n
через динамические переменные qn(1), qn(2), . . . , qn(r) и их сдвиги, линейны. При дифференци-
ровании этих формул будет появляться нелинейность, вызванная необходимостью выражать
производные “сдвинутых” переменных в силу системы, однако на уровне старших производ-
ных формулы все равно будут оставаться линейными, поскольку выражение в силу цепочки
Тоды понижает порядок производных на единицу. Все это означает, что при редукции к каждо-
му из правых r интересующих нас столбцов рассматриваемой матрицы прибавится некоторая
линейная комбинация других ее столбцов. Опишем явно это преобразование столбцов.

Легко видеть, что в силу условий замыкания для всех j = 1, 2 . . . , r−1 выполнены равенства

bn(−j) = bn+1(−j + 1) + bn+j(j)− bn+j+1(j + 1) = bn(−j + 1) + bn(j)− bn(j + 1) + · · · =
= · · · = bn(0) + bn(1)− bn(j + 1) + . . . , (40)

где троеточие обозначает зависимость от производных qn(j) нулевого порядка. Учитывая те-
перь очевидное соотношение

∂n

(
r∑

j=−r+1

bn(j)

)
= 0, (41)

получаем, что сумма, стоящая в скобках в формуле (41), не зависит от n, т.е. является функцией
от x. Поскольку одновременное прибавление ко всем динамическим переменным некоторой
функции ϕ(x) переводит решения в решения, без ограничения общности можно считать, что

r∑
j=−r+1

bn(j) = 0.

Подставляя теперь сюда выражения (40), на уровне старших по порядку производных слагае-
мых получаем следующее равенство:

0 = (r − 1)(bn(0) + bn(1))− (bn(2) + bn(3) + · · ·+ bn(r)) +
r∑

j=0

bn(j) + . . .
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Таким образом, bn(0) = −bn(1) + . . . . Подставляя теперь полученное равенство в (40), оконча-
тельно получаем, что bn(−j) = −bn(j + 1) + . . . , откуда следует, что искомое преобразование
столбцов матрицы из частных производных n-интегралов, состоит в вычитании из столбца с
номером r + j столбца с номером j для всех j = 1, 2, . . . , r. А это означает, что полученные r
столбцов будут линейно независимыми, т.е. из соответствующей матрицы размера 2r×r можно
выбрать ненулевой минор размера r. Значит, после редукции к серии C из набора n-интегралов
можно выбрать r независимых в главном.

Покажем теперь, что при редукции не теряет независимость и построенный выше полный
набор x-интегралов. Нетрудно видеть, что порядок x-интеграла Jk равен k, где k = 0, 1, . . . 2r,
причем максимальный сдвиг d, с которым входит в явное выражение для Jk переменная cn+d(j),
определяется формулой

d =

{
j + r − 1, если j < k − r + 1
k, если j > k − r + 1

,

где j = −r + 1, . . . , r. Покажем, что после редукции к серии C интегралы Jr+1, Jr+2, . . . J2r

останутся независимыми. В самом деле, условие замыкания (32) приводит к соотношению

cn(−j) =

j∑
i=0

cn+j(i)−
j+1∑
i=2

cn+j+1(i),

где j = 1, 2, . . . , r− 1. Это означает, что после редукции в выражения для интегралов Jk доба-
вятся переменные cn+d(j) с максимальным сдвигом d = n+r при j = 2, 3, . . . r и с максимальным
сдвигом d = n + r − 1 при j = 0, 1. Но переменная cn(0) выражается из соотношения

cn,x(0) = hn(0)− hn+1(1),

причем эта подстановка не увеличивает порядок интегралов. Таким образом, редукция никак
не повлияет на старшие сдвиги в выражениях для x-интегралов Jr+1, Jr+2, . . . J2r. А поскольку
исходная матрица (35) из частных производных была треугольной, соответствующая матрица,
полученная после редукции, также будет треугольной и потому невырожденной. Значит, x-
интегралы Jr+1, Jr+2, . . . J2r после редукции к серии C оказываются независимыми в главном.
Предложение доказано.

4 Чисто дискретный случай
По аналогии с полудискретным случаем, в чисто дискретном случае, у гиперболических

операторов второго порядка тоже определяются инварианты Лапласа и последовательность
таких операторов, связанных преобразованиями Дарбу–Лапласа, сводится к чисто дискрет-
ной двумеризованной цепочке Тоды. Точнее, получаемая система уравнений на коэффициенты
этих операторов после исключения некоторых неизвестных приводится к системе разностных
уравнений на инварианты Лапласа, которая и называется чисто дискретной цепочкой Тоды.
Следуя работе [10], выпишем основные формулы.

Рассмотрим последовательность гиперболических разностных операторов

Lj = T1T2 + a(j)T1 + b(j)T2 + c(j),

где a(j), b(j) и c(j) — функции, зависящие от двух дискретных переменных n,m ∈ Z, а T1 и T2

— операторы сдвига:
T1ψn,m = ψn+1,m T2ψn,m = ψn,m+1.

18



Легко видеть, что оператор Lj можно представить в следующих видах:

Lj = (T1 + bn,m(j))(T2 + an−1,m(j)) + an−1,m(j)bn,m(j)kn,m(j) =

= (T2 + an,m(j))(T1 + bn,m−1(j)) + an,m(j)bn,m−1(j)hn,m(j),

где kn,m(j) = cn,m(j)

an−1,m(j)bn,m(j)
−1 и hn,m(j) = cn,m(j)

an,m(j)bn,m−1(j)
−1 — инварианты Лапласа разностного

оператора Lj.
Предположим, что любые два соседних оператора Lj и Lj+1 связаны преобразованием

Дарбу–Лапласа, т.е. удовлетворяют соотношению

Lj+1Dj = Dj+1Lj,

где Dj = T1 + bn,m−1(j). Тогда, записав последнее уравнение в терминах коэффициентов опера-
торов, после преобразований получаем следующую систему уравнений на инварианты Лапласа:

hn,m+1(j)hn−1,m(j)

hn,m(j)hn−1,m+1(j)
=

(1 + hn,m(j + 1))(1 + hn−1,m+1(j − 1))

(1 + hn,m(j))(1 + hn−1,m+1(j))
. (42)

Вводя теперь новые переменные равенством hn,m(j) = exp(qn+1,m−1(j + 1)− qn,m(j)), приходим
к уравнениям

exp(qn+1,m+1(j) + qn,m(j)− qn+1,m(j)− qn,m+1(j)) =
1 + exp(qn+1,m(j + 1)− qn,m+1(j))

1 + exp(qn+1,m(j)− qn,m+1(j − 1))
. (43)

Замена qn,m(j) = un,m(j)− un,m(j − 1) приводит последнюю цепочку к виду

exp(un+1,m+1(j) + un,m(j)− un+1,m(j)− un,m+1(j)) =

= 1 + exp(un,m+1(j − 1)− un,m+1(j)− un+1,m(j) + un+1,m(j + 1)). (44)

Уравнения (42)–(44) представляют собой различные формы записи бесконечной чисто дис-
кретной двумеризованной цепочки Тоды. Цепочка (44) является частным случаем введенных
в работе [15] дискретных экспоненциальных систем, являющихся чисто дискретным аналогом
систем (2),(30):

exp(un+1,m+1(j) + un,m(j)− un+1,m(j)− un,m+1(j)) =

= 1 + exp

(
j−1∑

k=1

ajkun,m+1(k) +
ajj

2
(un,m+1(j) + un+1,m(j)) +

r∑

k=j+1

ajkun+1,m(k)

)
,

где j = 1, 2, . . . , r.

Замечание 10. Чисто дискретная двумеризованная цепочка Тоды (44) является частным
случаем известного уравнения Хироты, см. [29].

Чисто дискретный аналог цепочки, соответствующей серии A, получается наложением три-
виальных граничных условий hn,m(−1) = hn,m(r) = 0, которые в терминах переменной qn,m

переписываются следующим образом:

qn,m(−1) = ∞, qn,m(r + 1) = −∞. (45)

В чисто дискретном случае, как и в полудискретном, цепочка (42) допускает отражение лишь
относительно целой точки. На языке инвариантов Лапласа эта инволюция при j = 0 имеет вид

hn,m(−j) = hn+j,m−j(j)
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(здесь мы рассматриваем отражение относительно нуля); переписывая ее в терминах перемен-
ной qn,m, приходим к следующему условию (при j = 1):

qn+1,m−1(0)− qn,m(−1) = qn+2,m−2(2)− qn+1,m−1(1). (46)

Дискретная цепочка, оборванная на левом конце этим условием, а на правом — тривиальным,
является чисто дискретным аналогом цепочки Тоды, соответствующей серии C, сходится к ней
в континуальном пределе и является редукцией цепочки серии A удвоенной длины. Граничное
условие (46) было найдено в работе [12].

Замечание 11. Естественно было бы ожидать, что как и в непрерывном и полудискретном
случаях, в данном случае для нахождения симметрий и интегралов вдоль характеристик мож-
но было бы использовать нелокальные переменные. Однако, построение нелокальных перемен-
ных наталкивается на определенные препятствия. Другой метод для построения симметрий
дискретных экспоненциальных систем небольшого порядка, соответствующих простым алгеб-
рам Ли, был использован в работе [15].

Структура двумеризованной цепочки Тоды, связанная с последовательностью преобразо-
ваний Дарбу–Лапласа, позволяет построить полный набор независимых в главном m- и n-
интегралов и в чисто дискретном случае. Совершенно аналогично уже разобранным случаям
доказывается следующая

Теорема 9. Цепочка (43) с тривиальными граничными условиями (45) интегрируема по
Дарбу. Коэффициенты разностного оператора

A = (T1 +exp(qn,m(0)− qn+1,m(0)))(T1 +exp(qn,m(1)− qn+1,m(1))) . . . (T1 +exp(qn,m(r)− qn+1,m(r)))

дают полный набор независимых в главном m-интегралов этой системы. Явный вид этих
m-интегралов определяется формулой

Jk =
∑

06i1<i2<···<ik6r

exp(cn,m(0) + · · ·+ cn,m(i1 − 1) + cn+1,m(i1 + 1) + · · ·+ cn+1,m(i2 − 1)+

+ cn+2,m(i2 + 1) + · · ·+ cn+k−1,m(ir − 1) + cn+k,m(ik + 1) + · · ·+ cn+k,m(r)), (47)

где cn,m(j) = qn,m(j)− qn+1,m(j).

Замечание 12. В отличии от непрерывного случая, в чисто дискретном случае переменные n
и m входят в уравнение (43) не совсем симметрично. Поэтому для получения явных выражений
для n-интегралов в формуле (47) необходимо не только поменять ролями переменные n и m,
но и сделать дополнительную замену qn,m(j) → −qn,m(−j).

Пример 4. Приведем в явном виде полный набор независимых в главном интегралов по обоим
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направлениям для чисто дискретной цепочки серии A при r = 3:

J0 = exp(cn,m(0) + cn,m(1) + cn,m(2) + cn,m(3)),

J1 = exp(cn,m(0) + cn,m(1) + cn,m(2)) + exp(cn,m(0) + cn,m(1) + cn+1,m(3)) +

+ exp(cn,m(0) + cn+1,m(2) + cn+1,m(3)) + exp(cn+1,m(1) + cn+1,m(2) + cn+1,m(3)),

J2 = exp(cn,m(0) + cn,m(1)) + exp(cn,m(0) + cn+1,m(2)) + exp(cn,m(0) + cn+2,m(3)) +

+ exp(cn+1,m(1) + cn+1,m(2)) + exp(cn+1,m(1) + cn+2,m(3)) + exp(cn+2,m(2) + cn+2,m(3)),

J3 = exp(cn,m(0)) + exp(cn+1,m(1)) + exp(cn+2,m(2)) + exp(cn+3,m(3)),

I0 = exp(−bn,m(3) + bn,m(2) + bn,m(1) + bn,m(0)),

I1 = exp(−bn,m(3)− bn,m(2)− bn,m(1)) + exp(−bn,m(3)− bn,m(2)− bn,m+1(0)) +

+ exp(−bn,m(3)− bn,m+1(1)− bn,m+1(0)) + exp(−bn,m+1(2)− bn,m+1(1)− bn,m(0)),

I2 = exp(−bn,m(3)− bn,m(2)) + exp(−bn,m(3)− bn,m+1(1)) + exp(−bn,m(3)− bn,m+2(0)) +

+ exp(−bn,m+1(2)− bn,m+1(1)) + exp(−bn,m+1(2)− bn,m+2(0)) + exp(−bn,m+2(1)− bn,m+2(0)),

I3 = exp(−bn,m(3)) + exp(−bn,m+1(2)) + exp(−bn,m+2(1)) + exp(−bn,m+3(0)),

где bn,m(j) = qn,m(j)− qn,m+1(j).

Следствие 3. Чисто дискретная двумеризованная цепочка Тоды серии C интегрируема по
Дарбу.

Замечание 13. Как и в двух предыдущих случаях, доказательство последнего утверждения
вытекает из того факта, что цепочки серии C являются редукциями цепочек серии A. Однако,
использовать эту идею для доказательства интегрируемости по Дарбу чисто дискретным экс-
поненциальных систем, соответствующих алгебрам Ли серий B и D не получается, поскольку
вопрос о том, являются ли они редукциями цепочки серии A в дискретном случае, является
открытым.

Замечание 14. Полученные результаты полностью соответствуют общей идеологии работ [14,
15], которая, грубо говорят, состоит в том, что правильной дискретизацией является такая, ко-
торая сохраняет, например, интегралы вдоль характеристик и симметрии. Легко видеть, что в
данном случае один и то же метод построения интегралов, основанный на использовании пре-
образований Дарбу–Лапласа, работает в непрерывном, полудискретном и дискретном случаях
и что явные формулы для x-интегралов полудискретной системы (28) дают m-интегралы для
ее полной дискретизации (43).
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