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1. Ïðåäâàðèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ.
1.1. Ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿ ZP .
Ïóñòü ìíîãîãðàííèê P çàäàí ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ â Rn:

(x, ai) + bi > 0, x, ai ∈ Rn, i = 1 . . . m

Â òàêîì ñëó÷àå P îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïåðåñå÷åíèåì ïîëîæèòåëüíîãî îðòàíòà Rm
> è îáðàçà âëîæåíèÿ

iP : Rn ↪→ Rm, iP (x) = AP (x) + bP , ãäå AP � ìàòðèöà ðàçìåðà m× n, ïî ñòðîêàì êîòîðîé çàïèñàíû
âåêòîðà ai, à bP � âåêòîð-ñòîëáåö èç bi.

Îòìåòèì, ÷òî ìîæåò ñëó÷èòñÿ òàê, ÷òî íåêîòîðûå èç íåðàâåíñòâ, çàäàþùèõ ìíîãîãðàííèê P , ÿâëÿ-
þòñÿ ¾ëèøíèìè¿, òî åñòü íå îïðåäåëÿþò íàñòîÿùèõ ãèïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà, â òàêîì ñëó÷àå ìû
âñå-ðàâíî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîãðàííèê P èìååò m ãèïåðãðàíåé, òå æå èç íèõ, êîòîðûå îòâå÷àþò
¾ëèøíèì¿ íåðàâåíñòâàì, ìû áóäåì íàçûâàòü ¾ïðèçðà÷íûìè¿.
Îïðåäåëåíèå 1.1. Ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèåì ZP , àññîöèèðîâàííûì ñ ïðîñòûì ìíîãîãðàííèêîì P ,
íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåìîå èç ñëåäóþùåé êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû:

ZP −−−−→ Cm

yπ

yµ

P
iP−−−−→ Rm

>

(1)

ãäå µ : Cm → Rm
> � îòîáðàæåíèå ìîìåíòîâ: µ(z1, . . . , zm) = (|z1|2, . . . , |zm|2).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ZP åñòü ïðîîáðàç ìíîãîãðàííèêà P ⊂ Rm
> ïðè ïðîåêöèè Cm íà ïðîñòðàíñòâî

îðáèò ñòàíäàðòíîãî ïîêîîðäèíàòíîãî äåéñòâèÿ m-ìåðíîãî òîðà Tm. Òàêèì îáðàçîì, íà ZP èìååòñÿ
åñòåñòâåííîå äåéñòâèå Tm, ïðîñòðàíñòâî îðáèò êîòîðîãî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîãîãðàííèêîì P .

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ZP ìîæåò áûòü çàäàíî êàê ïåðåñå÷åíèå
âåùåñòâåííûõ êâàäðèê â Cm: 




m∑

i=1

c1,i(|zi|2 − bi) = 0 ,

. . .
m∑

i=1

cm−n,i(|zi|2 − bi) = 0.

(2)

Ãäå CP = {ci,j} � ìàòðèöà ðàçìåðà (m − n)×m, ñòðîêè êîòîðîé ñîñòàâëÿþò áàçèñ ëèíåéíûõ ñîîòíî-
øåíèé ñòðîê ìàòðèöû AP , â ÷àñòíîñòè C ·AP = 0.

Õîòÿ âèä óðàâíåíèé, çàäàþùèõ ZP , çàâèñèò îò ÿâíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ìíîãîãðàííèêà
P , òîïîëîãè÷åñêèé òèï ïðîñòðàíñòâà ZP îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü êîìáèíàòîðíûì òèïîì P . Äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî ôàêòà ìîæíî íàéòè â [Á-Ï].

Óòâåðæäåíèå 1.1. Ïóñòü P è Q � äâà ìíîãîãðàííèêà. Òîãäà ZP×Q = ZP ×ZQ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ìàòðèöû CP×Q, ñòðîêè êîòîðîé îáðàçóþò áàçèñ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé
ìàòðèöû AP×Q, ìîæåò áûòü âûáðàíà áëî÷íàÿ ìàòðèöà

(
CP 0
0 CQ

)

Òîãäà ñèñòåìà (2), çàäàþùàÿ ZP×Q, ðàñïàäåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ñèñòåìû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
îïðåäåëÿåò ZP è ZQ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîïûòàåìñÿ çà ñ÷åò óäà÷íîãî âûáîðà ìàòðèöû C ïðèâåñòè ñèñòåìó (2) ê íàèáîëåå óäîáíîìó âèäó.
Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1.2. Íàéäóòñÿ òàêèå λi > 0, i = 1 . . .m, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
m∑

i=1

λiai = 0.
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Â ñèëó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî òàê ïåðåíîðìèðîâàòü ai, ÷òî íîâûå íîðìàëüíûå âåêòîðà ãèïåð-
ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà P áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

m∑
i=1

ai = 0. Ýòî ñîîòíîøåíèå ìû è âûáåðåì
â êà÷åñòâå m− n-îé ñòðî÷êè ìàòðèöû C. Òîãäà ñèñòåìà (2) ïðèìåò âèä:





m∑

i=1

c1,i(|zi|2 − bi) = 0 ,

. . .
m∑

i=1

cm−n−1,i(|zi|2 − bi) = 0,

m∑

i=1

|zi|2 = q.

Çàìåòèì, ÷òî q > 0, òàê êàê èíà÷å ìíîæåñòâî, çàäàâàåìîå ñèñòåìîé (2), ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîñòîèò èç
îäíîé òî÷êè. Ïîýòîìó âû÷èòàÿ (m−n)-îå óðàâíåíèå èç îñòàëüíûõ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî ñâîáîäíûå
÷ëåíû ïåðâûõ m− n− 1-îãî îáíóëÿòñÿ. Îêîí÷àòåëüíî ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè ñèñòåìà ïðèìåò âèä:





m∑

i=1

Λi|zi|2 = 0 , Λi ∈ Rm−n−1

m∑

i=1

|zi|2 = 1.

(3)

Õîòÿ ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ZP ïî ëþ-
áîìó ìíîãîãðàííèêó P , îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïðîñòðàíñòâà, îòâå÷àþùèå ïðîñòûì ìíîãîãðàí-
íèêàì. Ýòî âûçâàíî òåì, ÷òî, êàê ìû ïîêàæåì äàëüøå, ïðîñòîòà P âëå÷åò íåâûðîæäåííîñòü ñèñòåìû
óðàâíåíèé (3), à çíà÷èò è íàëè÷èå íà ZP ñòðóêòóðû ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

1.2. Äèàãðàììû Ãåéëà.
Îáúåêòû, çàäàâàåìûå ñèñòåìàìè âèäà (3), è áóäóò ïðåäìåòîì íàøåãî èçó÷åíèÿ. Äëÿ äàëüíåéøåãî ïî-
ëåçíî áóäåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó êîìáèíàòîðíûì óñòðîéñòâîì ìíîãîãðàííèêà P è êîìáèíàòîðèêîé
ðàñïîëîæåíèÿ âåêòîðîâ Λi â Rm−n−1.
Îïðåäåëåíèå 1.2. Äèàãðàììîé Ãåéëà n-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà P ñ íàáîðîì ãèïåðãðàíåé F1, . . . , Fm

íàçûâàåòñÿ íàáîð (âîçìîæíî ñîâïàäàþùèõ) âåêòîðîâ Λi ∈ Rm−n−1, i = 1, . . . ,m óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó:

⋂

i∈I
Fi 6= ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà 0 ∈ Conv

i 6∈I
(Λi),

ãäå I ⊂ [m]�íàáîð èíäåêñîâ, Conv�âûïóêëàÿ îáîëî÷êà â Rm−n−1.

Ëåììà 1.3. Íàáîð âåêòîðîâ Λi ∈ Rm−n−1 èç ñèñòåìû (3) îáðàçóåò äèàãðàììó Ãåéëà ìíîãîãðàííèêà
P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîæäåñòâèì P ñî ñâîèì îáðàçîì ïðè îòîáðàæåíèè iP : Rn → Rm. Ïóñòü I ⊂ [m]
òàêîé íàáîð èíäåêñîâ, ÷òî

⋂
i∈I

Fi 6= ∅. Òîãäà P ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì R(I) = {~x ∈ Rm | xi =

0 êàê òîëüêî i ∈ I}, îòêóäà (3) èìååò ðåøåíèå ~z òàêîå, ÷òî zi = 0 ïðè i ∈ I, ïîñëåäíåå, â ñâîþ î÷åðåäü,
â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî 0 ∈ Conv

i 6∈I
(Λi). Îáðàòíîå ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå 1.4. Ó ëþáîãî ìíîãîãðàííèêà P ñóùåñòâóåò äèàãðàììà Ãåéëà.

Âûÿñíèì òåïåðü êàêèå îãðàíè÷åíèÿ íàêëàäûâàþò óñëîâèÿ ïðîñòîòû ìíîãîãðàííèêà P íà âåêòîðà
Λi.
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Óòâåðæäåíèå 1.5. Íàáîð âåêòîðîâ Λi ∈ Rm−n−1, i = 1, . . . , m ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììîé Ãåéëà íåïóñòîãî
n-ìåðíîãî ïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà P , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Λi óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì íåâûðîæäåííîñòè:

(i) 0 ∈ Conv
i=1,...,m

(Λi)

(ii) Åñëè 0 ∈ Conv
i∈I

(Λi), òî |I| > m− n

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðèìåíåíèåì ëåììû 1.3.

Óòâåðæäåíèå 1.6. Åñëè íàáîð âåêòîðîâ Λi óäîâëåòâîðÿò äâóì óñëîâèÿì íåâûðîæäåííîñòè, òî
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (3) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â Cm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîæäåñòâèì Cm ñ R2m, çàôèêñèðîâàâ â êà÷åñòâå êîîðäèíàò âåùåñòâåííóþ è ìíè-
ìóþ ÷àñòè: zj = xj + iyj . Íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî â òî÷êàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå (3),
ìàòðèöà J , ñîñòîÿùàÿ èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã m− n.

J = 2




Λ1x1 Λ1y1 Λ2x2 Λ2y2 · · · Λmxm Λmym

x1 y1 x2 y2 · · · xm ym




Ïóñòü òî÷êà ~z = (z1, . . . , zm) �óäîâëåòâîðÿåò íàøåé ñèñòåìå, I = {i |zi = 0}. Èç ëåììû 1.3 èìååì: 0 ∈
Conv

i 6∈I
(Λi). Çàìåòèì, ÷òî àôôèííàÿ îáîëî÷êà L = 〈Λi |i 6∈ I〉, ñîâïàäàåò ñî âñåì Rm−n−1. Äåéñòâèòåëüíî,

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 0 ∈ L ( Rm−n−1 ñîäåðæèòñÿ â âûïóêëîé îáîëî÷êå íå áîëåå ÷åì dim L+1 âåêòîðîâ
äèàãðàììû Ãåéëà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà J èìååò m − n ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
àôôèííîìó áàçèñó â Rm−n−1 èç âåêòîðîâ Λi îòâå÷àþùèõ íåíóëåâûì êîîðäèíàòàì âåêòîðà ~z.

Èòàê, òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ZP , ïîñòðîåííîå ïî ïðîñòîìó ìíîãîãðàííèêó P , äîïóñêàåò
ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

2. Ìíîãîãðàííîå ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèé ZP .
2.1. Âåùåñòâåííûå àíàëîãè ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèé.
Ïàðàëëåëüíî ñ èçó÷åíèåì ìíîãîîáðàçèé ZP ìîæíî ðàññìîòðåòü âåùåñòâåííûé àíàëîã ïðèâåä¼ííîé
êîíñòðóêöèè.
Îïðåäåëåíèå 2.1. Âåùåñòâåííûì ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèåì RP , àññîöèèðîâàííûì ñ ïðîñòûì
ìíîãîãðàííèêîì P , íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå îïðåäåëÿåìîå èç ñëåäóþùåé êîììóòàòèâíîé äèàãðàì-
ìû:

RP −−−−→ Rm

yπ

yµ

P
iP−−−−→ Rm

>

(4)

ãäå µ : Rm → Rm
> � îòîáðàæåíèå ìîìåíòîâ: µ(x1, . . . , xm) = (|x1|2, . . . , |xm|2).

Àíàëîãè÷íî äåéñòâèþ Tm íà ZP , íà RP èìååòñÿ äåéñòâèå ãðóïïû Zm
2 , ïðîñòðàíñòâî îðáèò êîòîðîãî

îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîãîãðàííèêîì P .
Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïåðâîé ÷àñòè, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî RP ìîæåò áûòü çàäàíî ñèñòåìîé

â Rm 



m∑

i=1

Λix
2
i = 0 , Λi ∈ Rm−n−1

m∑

i=1

x2
i = 1,

(5)

â êîòîðîé âåêòîðà Λi ñîñòàâëÿþò äèàãðàììó Ãåéëà ìíîãîãðàííèêà P , ïðèòîì ïðîñòîòà P ñíîâà îáåñ-
ïå÷èâàåò íåâûðîæäåííîñòü ýòîé ñèñòåìû.
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Èç äèàãðàììû (4) ìû âèäèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî RP ïîëó÷àåòñÿ èç iP (P ) ⊂ Rm
> ïîñëå-

äîâàòåëüíûì îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Òåì ñàìûì, RP ñêëåèâàåòñÿ
èç 2m êîïèé ìíîãîãðàííèêà P .
Ïðèìåð. Ïóñòü P = ∆n � n-ìåðíûé ñèìïëåêñ. Òîãäà ∆n çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì â Rn+1

> :

x1 + · · ·+ xn+1 = 1

Ñèñòåìà (5) â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä

x2
1 + · · ·+ x2

n+1 = 1

Òàêèì îáðàçîì, R∆n = Sn � n-ìåðíàÿ ñôåðà, ïîëó÷àþùàÿñÿ ñêëåéêîé 2n+1 n-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ.

2.2. Ñâÿçü âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèé.
Ðàññìîòðèì ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèå, àññîöèèðîâàííîå ñ ïðîñòûì ìíîãîãðàííèêîì P . Òîãäà, êàê íàì
èçâåñòíî, ZP çàäàåòñÿ ñèñòåìîé â Cm





m∑

i=1

Λi|zi|2 = 0 , Λi ∈ Rm−n−1

m∑

i=1

|zi|2 = 1.

Îòîæäåñòâèì Cm ñ R2m, ôèêñèðîâàâ â êà÷åñòâå êîîðäèíàò äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè zj =
xj + iyj . Òîãäà ñèñòåìà, çàäàþùàÿ ZP , ïðèìåò âèä





m∑

i=1

Λi(x2
i + y2

i ) = 0 , Λi ∈ Rm−n−1

m∑

i=1

(x2
i + y2

i ) = 1,

êîòîðàÿ î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé âèäà (5).
Èòàê âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå ZP ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è âåùåñòâåííûì ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèåì

RQ.
Îïèøåì ñâÿçü ìåæäó ìíîãîãðàííèêàìè P è Q áîëåå ïîäðîáíî. Â ñèëó ëåììû 1.3 íàáîð âåêòî-

ðîâ {Λ1, Λ2, . . . , Λm} ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììîé Ãåéëà ìíîãîãðàííèêà P . Àíàëîãè÷íî äèàãðàììîé ìíîãî-
ãðàííèêà Q ÿâëÿåòñÿ íàáîð {Λ1,Λ1,Λ2,Λ2 . . . , Λm,Λm}. Òåì ñàìûì, ìíîãîãðàííèê Q ïîëó÷àåòñÿ èç
ìíîãîãðàííèêà P îïåðàöèåé ¾óäâîåíèÿ¿ äèàãðàììû Ãåéëà. Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòîòà P àâòîìàòè÷åñêè
îáåñïå÷èâàåò ïðîñòîòó ìíîãîãðàííèêà Q.

Êîìáèíèðóÿ ýòî ðàññóæäåíèå ñ ôàêòîì íàëè÷èÿ ìíîãîãðàííîãî ðàçáèåíèÿ ìíîãîîáðàçèé RP , ìû
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèå ZP , àññîöèèðîâàííîå ñ ïðîñòûì ìíîãîãðàííèêîì P
(dim P = n, ÷èñëî ãèïåðãðàíåé P � m), äîïóñêàåò ðàçáèåíèå íà 22m êîïèé ìíîãîãðàííèêà Q, êîòî-
ðûé ïîëó÷àåòñÿ èç P îïåðàöèåé ¾óäâîåíèÿ¿ äèàãðàììû Ãåéëà, â ÷àñòíîñòè èìååò 2m ãèïåðãðàíåé,
dim Q = m + n.

3. Ãèïîòåçà î òîðè÷åñêîì ðàíãå.
3.1. Ôîðìóëèðîâêà.
Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: hi(X) = dim Hi(X,Q)
� i-îå ÷èñëî Áåòòè, h(X) =

∑
hi(X). Ãèïîòåçà Ãàëüïåðèíà-Êàðëññîíà î òîðè÷åñêîì ðàíãå óòâåðæäàåò

Ãèïîòåçà. Åñëè òîð T r ñâîáîäíî äåéñòâóåò íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå X, òî h(X) > 2r.

4



Ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿ ZP ïðåäîñòàâëÿþò áîëüøóþ ñåðèþ ìíîãîîáðàçèé ñ äåéñòâèåì (íå ñâî-
áîäíûì) m-ìåðíîãî òîðà Tm, ïðè ýòîì ðàíã ñâîáîäíî äåéñòâóþùåãî ïîäòîðà â Tm íå ïðåâîñõîäèò m−n,
òàê êàê ëþáîé èç ïðîîáðàçîâ âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà P ïðè ïðîåêöèè ZP íà ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåé-
ñòâèÿ Tm èìååò ñòàáèëèçàòîð Tn (çäåñü, êàê âñåãäà, dim P = n, m �÷èñëî ãèïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà
P ). Íà ñàìîì äåëå âåðíî ñëåäóþùåå: íà ZP âñåãäà èìååòñÿ ïî÷òè ñâîáîäíîå äåéñòâèå m − n-ìåðíîãî
òîðà, ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â [Á-Ï] (ãëàâà 8, ïàðàãðàô 5).

Ìû ïîêàæåì, ÷òî h(ZP ) > 2m−n, òåì ñàìûì, ãèïîòåçà î òîðè÷åñêîì ðàíãå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìîìåíò-
óãîë ìíîãîîáðàçèé. Íà ñàìîì äåëå ìû äîêàæåì áîëüøåå, à èìåííî h(RP ) > 2m−n. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ
â êîíöå ðàçäåëà 2, âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå ZP ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è âåùåñòâåííûì ìîìåíò-óãîë ìíî-
ãîîáðàçèåì RQ, ïðè ýòîì (÷èñëî ãðàíåé P )− dim P = (÷èñëî ãðàíåé Q)− dim Q, ïîýòîìó íåðàâåíñòâî
äëÿ ìíîãîîáðàçèé RP âëå÷åò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî äëÿ ìíîãîîáðàçèé ZP .

3.2. Äîêàçàòåëüñòâî.
Ëåììà 3.1. Ïóñòü M �ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì,à ìíîãîîáðàçèå X ïîëó÷àåòñÿ ñêëåéêîé äâóõ êîïèé M
âäîëü îáùåé ãðàíèöû. Òîãäà h(X) > h(∂M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì âåðõíþþ è íèæíþþ ïîëîâèíû X ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç M1 è M2. Ãðàíèöà
ëþáîãî ìíîãîîáðàçèÿ èìååò òðèâèàëüíîå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U
ïîäìíîãîîáðàçèÿ ∂M ⊂ X, äèôôåîìîðôíàÿ (−ε; ε)×∂M . Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå X äâóìÿ îòêðûòûìè
ìíîæåñòâàìè U1 = U ∪ M1, U2 = U ∪ M2. Íàïèøåì äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-
Âüåòîðèñà, îòâå÷àþùóþ ýòîìó ïîêðûòèþ, çàìåíèâ ãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâ U1 ∩ U2 = U , U1, U2 íà
ãîìîëîãèè ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ èì ïðîñòðàíñòâ ∂M , M1 è M2 ñîîòâåòñòâåííî:

. . .
δ(k+1)
∗−−−−→ Hk(∂M)

p(k)
∗−−−−→ Hk(M1)⊕Hk(M2)

g(k)
∗−−−−→ Hk(X)

δ(k)
∗−−−−→ Hk−1(∂M)

p(k−1)
∗−−−−→ . . .

Îòîáðàæåíèå p∗ äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó p∗(c) = (i∗(c), −j∗(c)), ãäå i∗, j∗ èíäóöèðîâàíû âëîæåíèÿìè
êðàÿ ∂M â ïðîñòðàíñòâà M1 è M2 ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ìíîãîîáðàçèÿ M1 è M2 äèôôåîìîðôíû
M , à ïðè îòîæäåñòâëåíèè ãîìîëîãèé M1 è M2 ñ ãîìîëîãèÿìè M îòîáðàæåíèÿ i∗ è j∗ ñîâïàäàþò, òî
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî dim(im p

(k)
∗ ) 6 hk(M). Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, îöåíèì ñíèçó k-îå ÷èñëî Áåòòè

ïðîñòðàíñòâà X:

hk(X) = dim(im δ
(k)
∗ ) + dim(ker δ

(k)
∗ ) = dim(ker p

(k−1)
∗ ) + dim(im g

(k)
∗ ) = hk−1(∂M)−

− dim(im p
(k−1)
∗ ) + 2hk(M)− dim(im p

(k)
∗ ) > hk−1(∂M) + hk(M)− hk−1(M).

Ñóììèðóÿ hk(X), ïîëó÷àåì:

h(X) =
∑

hk(X) >
∑

(hk−1(∂M) + hk(M)− hk−1(M)) =
∑

hk(∂M) = h(∂M)

×òî è òðåáîâàëîñü.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îñíîâíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.2. Ãîìîëîãèè âñÿêîãî âåùåñòâåííîãî ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿ RP óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâó h(RP ) > 2m−n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè n ìíîãîãðàííèêà P .
Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå âåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, åäèíñòâåííûé íàñòîÿùèé ìíîãîãðàííèê â ýòîé ðàç-

ìåðíîñòè ýòî îòðåçîê, à ñîîòâåòñòâóþùèå âåùåñòâåííîå ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèå, ñîãëàñíî ïðèìåðó,
ðàçîáðàííîìó âûøå, åñòü îêðóæíîñòü S1, åñëè æå äîïóñòèòü â çàäàíèè îòðåçêà íåðàâåíñòâàìè k ¾ïðè-
çðà÷íûõ¿ ãðàíåé, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãîîáðàçèå áóäåò ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå
2k êîïèé îêðóæíîñòè S1, è åãî ãîìîëîãèè òîæå áóäóò óäîâëåòâîðÿòü òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ ðàçìåðíîñòè n − 1, à P � íåêîòîðûé n-ìåðíûé
ìíîãîãðàííèê ñ m ãðàíÿìè F1, . . . , Fm. Íàïîìíèì, ÷òî RP âêëþ÷àåòñÿ â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

RP −−−−→ Rm

yπ

yµ

P
iP−−−−→ Rm

>

(6)
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Çäåñü âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1) Âñå ãèïåðãðàíè ìíîãîãðàííèêà P ¾ïðèçðà÷íûå¿. Òîãäà ìíîãîãðàííèê, îïðåäåëÿåìûé ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè óðàâíåíèÿìè â Rm
> , 0-ìåðåí, à çíà÷èò ìíîãîîáðàçèå RP åñòü ïðîñòî îáúåäèíåíèå 2m òî÷åê

� óäîâëåòâîðÿò óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.
2) Ó ìíîãîãðàííèêà P åñòü õîòÿ áû îäíà ¾íàñòîÿùàÿ¿ ãèïåðãðàíü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî F1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rm
+ = {~x ∈ Rm| x1 > 0} ïîëóïðîñòðàíñòâî â Rm, à ÷åðåç M

ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì M = RP ∩Rm
+ . Òîãäà, èç äèàãðàììû (6) è âèäà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòîâ µ, ñëåäóåò,

÷òî âåùåñòâåííîå ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèå RP ïîëó÷àåòñÿ ñêëåéêîé äâóõ ýêçåìïëÿðîâ ìíîãîîáðàçèÿ
M âäîëü ãðàíèöû RP = M ∪∂M M . Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ëåììû 3.1 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:

h(RP ) > h(∂M). (7)

Îïèøåì ïîäðîáíåå óñòðîéñòâî ∂M . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ M , åãî ãðàíèöà ∂M åñòü RP ∩ {~x ∈
Rm| x1 = 0} èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, π−1(F1) �ïðîîáðàç ãèïåðãðàíè F1 ïðè ïðîåêöèè RP íà ïðîñòðàíñòâî
îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû Zm

2 . Äàëåå n− 1-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê F1 çàäàåòñÿ â Rn−1 m−1 íåðàâåíñòâîì,
à çíà÷èò èìååò m − 1 ãèïåðãðàíü (âîçìîæíî íåêîòîðûå èç íèõ ¾ïðèçðà÷íûå¿). Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî
íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî π−1(F1) = RF1 ïîýòîìó, ïðèìåíèâ ê ýòîìó ìíîãîîáðàçèþ
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, çàêëþ÷àåì:

h(∂M) = h(RF1) > 2(m−1)−(n−1)

Îòêóäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (7) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

h(RP ) > h(∂M) > 2m−n.

Ïåðåõîä èíäóêöèè äîêàçàí.

4. Òîïîëîãè÷åñêèé òèï íåêîòîðûõ ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèé.
4.1. Ôîðìóëèðîâêà. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ áîëüøîãî ñåìåéñòâà ìíîãîãðàííèêîâ ìíîãîîáðàçèÿ ZP èìåþò äîâîëüíî ïðîñòîå
òîïîëîãè÷åñêîå óñòðîéñòâî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ZP èìååò òèï ñâÿçíîé ñóììû ïðîèçâåäåíèé ñôåð,
åñëè ZP ãîìåîìîðôíî #k

i=1S
ni × Sm+n−ni (çäåñü # îçíà÷àåò âçÿòèå ñâÿçíîé ñóììû). Òàê, â ñòàòüå

[LdM] (Therorem 2) ïîêàçàíî, ÷òî ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèå ZP , îòâå÷àþùåå n-ìåðíîìó ïðîñòîìó
ìíîãîãðàííèêó P ñ n + 3 ãèïåðãðàíÿìè, ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðîèçâåäåíèåì òðåõ ñôåð (â ñëó÷àå, êîãäà
P = ∆n1×∆n2×∆n3), ëèáî èìååò òèï ñâÿçíîé ñóììû ïðîèçâåäåíèé ñôåð (âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ).
Îñíîâíîé öåëüþ ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.1. Åñëè ZP ãîìåîìîðôíî #k
i=1S

ni × Sm+n−ni , è ìíîãîãðàííèê P ′ ïîëó÷àåòñÿ èç P ñðåçà-
íèåì âåðøèíû, òî ìíîãîîáðàçèå ZP ′ ãîìåîìîðôíî

(#k
i=1S

ni+1 × Sm+n−ni)#(#k
i=1S

ni × Sm+n−ni+1)#(#m−n
j=1 Cj

m−nSj+2 × Sm+n−j−1)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû â ñëó÷àå, êîãäà P�ìíîãîóãîëüíèê, ïðèâåäåíî â [MG] (Theorem 3.4).
Êðîìå òîãî, â ñòàòüå [B-M] (Theorem 6.3) îòìå÷åíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ZP èìååò òèï ñâÿçíîé ñóììû
ïðîèçâåäåíèé ñôåð äëÿ âñåõ ìíîãîãðàííèêîâ P , ïîëó÷àþùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ñðåçàíèåì âåðøèí
ñèìïëåêñà. Ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç íàøåé òåîðåìû, òàê êàê ïîñëå ïåðâîãî ñðå-
çàíèÿ âåðøèíû ìû ïîëó÷èì ìíîãîãðàííèê Q = I ×∆n−1, òàêèì îáðàçîì, ZQ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû, êîíñòðóêöèþ èç êîòîðîé î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîæíî èòåðèðîâàòü.

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãîãðàííèêîâ P , çàäàþùèõ ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿ ZP ,
èìåþùèå òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñâÿçíîé ñóììû ïðîèçâåäåíèé ñôåð, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
ñðåçàíèÿ âåðøèíû. Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò ñòðîèòü öåëûå íàáîðû ñåìåéñòâ òàêèõ ìíîãîãðàííèêîâ. Òàê,
ñòàðòîâàâ, íàïðèìåð, ñ ïðîèçâåäåíèÿ ñèìïëåêñîâ ∆a×∆b èëè ñ ìíîãîãðàííèêà P ðàçìåðíîñòè n ñ n+3
ãèïåðãðàíÿìè, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïðîèçâåäåíèåì òðåõ ñèìïëåêñîâ, è íà÷àâ ïîñëåäîâàòåëüíî ñðåçàòü ó íèõ
ðàçëè÷íûå âåðøèíû, ìû ïîëó÷èì ìíîãî íîâûõ ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèé, èìåþùèõ òîïîëîãè÷åñêèé
òèï ñâÿçíîé ñóììû ïðîèçâåäåíèé ñôåð.

Â íåäàâíåé ñòàòüå [G-M] ïðåäúÿâëåíà åùå îäíà îïåðàöèÿ íàä ìíîãîãðàííèêàìè, ñîõðàíÿþùàÿ óêà-
çàííîå âûøå ñâîéñòâî. À èìåííî, òàì äîêàçàíî, ÷òî, åñëè ìíîãîãðàííèê P îïðåäåëÿåò ìîìåíò-óãîë
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ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿþùååñÿ ñâÿçíîé ñóììîé ïðîèçâåäåíèé ñôåð, è ìíîãîãðàííèê Q ïîëó÷àåòñÿ èç P
îïåðàöèåé óäâîåíèÿ ëþáîé èç âåðøèí åãî äèàãðàììû Ãåéëà, òî Q òîæå óäîâëåòâîðÿò ýòîìó ñâîéñòâó.

Õîòÿ ìíîãîãðàííèêè P çàäàþùèå ìíîãîîáðàçèÿ ZP , ÿâëÿþùèåñÿ ñâÿçíûìè ñóììàìè ïðîèçâåäåíèé
ñôåð, îáðàçóþò äîâîëüíî áîëüøîé êëàññ, èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ, êîãäà ýòî íå òàê. Ïðîñòåéøèì
èç íèõ ìîæåò ñëóæèòü òðåõìåðíûé êóá ñî ñðåçàííîé âåðøèíîé (ñì. [B-M] Example 11.5).

Ìû ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîóãîëüíèêà â ñòàòüå [MG]
â îáùåì ñëó÷àå è ïîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.1 âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíî-
ãîãðàííèêà P , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ. Äëÿ ýòîãî ìû ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûå óòâåðæäåíèÿ
î ñâÿçíûõ ñóììàõ ìíîãîîáðàçèé è îïèøåì ýêâèâàðèàíòíûå ïåðåñòðîéêè, ïðîèñõîäÿùèå ñ ìîìåíò-óãîë
ìíîãîîáðàçèåì ZP ïðè ñðåçàíèè âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà P .

4.2. Ñâÿçíûå ñóììû âäîëü ïîäìíîãîîáðàçèé.
Âñþäó â ýòîé ÷àñòè ìû ñëåäóåì ðàáîòå [MG]. Âñå ìíîãîîáðàçèÿ è âëîæåíèÿ íèæå ïðåäïîëàãàþòñÿ
êóñî÷íî-ëèíåéíûìè.
Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü M è N çàìêíóòûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè m, à X çàìêíóòîå ìíîãîîá-
ðàçèå ðàçìåðíîñòè n < m ñ ôèêñèðîâàííûìè âëîæåíèÿìè X ×Dm−n â M è N . Óäàëèì âíóòðåííîñòü
X × Dm−n èç ìíîãîîáðàçèé M è N ñêëåèì ïîëó÷åííûå ìíîãîîáðàçèÿ ïðè ïîìîùè ãîìåîìîðôèçìà
f : X × Sm−n−1 → X × Sm−n−1 âèäà f(x, t) = (x, F (x)t), ãäå F : X → SO(m− n). Ïîëó÷åííîå ìíîãîîá-
ðàçèå ìû áóäåì íàçûâàòü ñâÿçíîé ñóììîé ìíîãîîáðàçèé M è N âäîëü ïîäìíîãîîáðàçèÿ X. Îáîçíà÷åíèå
M#XN .

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëàãàòü F : X → SO(m− n) îòîáðàæåíèåì â òî÷êó id ∈ SO(m− n).
Àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå ìîæíî äàòü äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ ãðàíèöåé, ñ òåì ëèøü èçìåíåíèåì, ÷òî

ôèêñèðîâàíû âëîæåíèÿ X×Dm−n−1 â ∂M è ∂N . Îòìåòèì, ÷òî åñëè M è N � ìíîãîîáðàçèÿ ñ ãðàíèöåé,
òî ∂(M#XN) = ∂M#X∂N .
Ïðèìåð. Sn#SpSn ∼= Sp+1 × Sn−p−1, 0 6 p 6 n− 1.

Äåéñòâèòåëüíî, íàì íåîáõîäèìî íàéòè ∂(Dn+1#SpDn+1). Ñôåðà Sp, âëîæåííàÿ â êàæäîå èç ñëàãà-
åìûõ, îãðàíè÷èâàåò òàì äèñê Dp+1. Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî ñîåäèíèòü Dp+1×Dn−p c Dp+1×Dn−p

âäîëü Sp×Dn−p, ãäå âëîæåíèå ïî ïåðâîìó ñîìíîæèòåëþ ïðîèñõîäèò â êà÷åñòâå ãðàíèöû, à ïî âòîðîìó
òîæäåñòâåííî. Îòêóäà Dp+1 × Dn−p ∪Sp×Dn−p Dp+1 × Dn−p ∼= Sp+1 × Dn−p. Òåì ñàìûì, Sn#SpSn ∼=
∂(Dn+1#SpDn+1) ∼= Sp+1 × Sn−p−1.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûå ôàêòû î ñâÿçíûõ ñóììàõ.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü N = #r
i=0S

pi × Dn−pi−1, r > 0, n − pi > 3. Ïóñòü M � n-ìåðíîå ìíîãîîá-
ðàçèå ñ ãðàíèöåé. Ïóñòü, êðîìå òîãî, èìåþòñÿ âëîæåíèÿ N â ∂M è â ∂Dn. Òîãäà M ∪N Dn ∼=
(. . . (M#Sp0 Dn)#Sp1 . . . )#Spr Dn.

Ñëåäñòâèå 4.3. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû

Dn ∪N Dn ∼= #r
i=0S

pi+1 ×Dn−pi−1.

Ëåììà 4.4. Ïóñòü p 6 n− 5 è äàíû âëîæåíèÿ
1) Sp×Dn−p−2×T 1 → ∂(Dn−1×T 1), êîòîðîå åñòü ïðîèçâåäåíèå âëîæåíèÿ Sp×Dn−p−2 → ∂Dn−1

è ãîìåîìîðôèçìà T 1 → T 1.
2) Sp ×Dn−p−2 × T 1 → Dn, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âëîæåíèé Sp → ∂Dp+1 è Dn−p−2 ×

T 1 → Dn−p−1.
Òîãäà

Dn#Sp×T 1Dn−1 × T 1 ∼= Sp+1 ×Dn−p−1#Sp+2 ×Dn−p−2.

Ñëåäñòâèå 4.5. Äëÿ âëîæåíèé èç ïðåäûäóùåé ëåììû èìååì:

Sn−1#Sp×T 1Sn−2 × T 1 ∼= Sp+1 × Sn−p−2#Sp+2 × Sn−p−3.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ïîñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, íåîáõîäèìî îïèñàòü âëîæåíèå k-ìåðíîãî òîðà
T k â IntDk+1, êîòîðîå ìû áóäåì ñ÷èòàòü ñòàíäàðòíûì. T 1 ìîæíî âëîæèòü â IntD2, èíäóêòèâíî îïðå-
äåëèì ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå T k êàê ãðàíèöó çàìêíóòîé òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè V (T k−1) ñòàíäàðòíî
âëîæåííîãî k− 1-ìåðíîãî òîðà T k−1 ⊂ IntDk ⊂ IntDk+1. ×òîáû èçáåæàòü ïðîèçâîëà â ýòîé êîíñòðóê-
öèè, ìîæíî îòîæäåñòâèòü âñå IntDn ñî ñòàíäàðòíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì è âñå òðóá÷àòûå
îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàòü êàê ìåòðè÷åñêèå îêðåñòíîñòè óêàçàííûõ ìíîæåñòâ.
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Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü p 6 n− k − 4 è äàíû âëîæåíèÿ
1) Sp × Dn−p−k−1 × T k → Dn−k × T k, ÿâëÿþùèåñÿ ïðîèçâåäåíèåì âëîæåíèÿ Sp × Dn−p−k−1 →

∂Dp+1 ×Dn−p−k−1 è ãîìåîìîðôèçìà T k → T k.
2) Sp × Dn−p−k−1 × T k → Dn, êîòîðîå åñòü ïðîèçâåäåíèå âëîæåíèÿ Sp × Dn−p−k−2 → ∂Dp+1 ×

Dn−p−k−2 è âëîæåíèÿ òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè ñòàíäàðòíîãî òîðà T k ⊂ Dk+1.
Òîãäà

(Dn−k × T k)#Sp×T kDn ∼= #k
j=0C

j
k Sp+1+j ×Dn−p−j−1.

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü äàíî ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå T k ⊂ Dk+1 ⊂ Dn, n− k > 4. Òîãäà

Dn#T kDn ∼= #k
j=1C

j
k Sj+1 ×Dn−j−1.

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü äàíû âëîæåíèÿ
1) Tm−n×D2n×T 1 → Dm−n+1×D2n×T 1, ÿâëÿþùèåñÿ ñòàíäàðòíûì âëîæåíèåì òîðà ïî ïåðâîìó

èç ñîìíîæèòåëåé è òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ïî îñòàëüíûì.
2) Tm−n × D2n × T 1 → Tm−n × D2n × D2, ãäå îòîáðàæåíèå ïî ïåðâûì äâóì èç ñîìíîæèòåëåé

òîæäåñòâåííî, à ïî ïîñëåäíåìó ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì T 1 → ∂D2.
Òîãäà

Dm+n+1 × T 1#T m−n×T 1Tm−n ×D2n+2 ∼= #m−n
j=1 Cj

m−n Sj+2 ×Dm+n−j .

4.3. Ýêâèâàðèàíòíûå ïåðåñòðîéêè ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèé.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì ïåðåñòðîéêè, ïðîèñõîäÿùèå ñ ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèåì ZP ïðè ñðåçàíèè
âåðøèíû ïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà P .

Ïóñòü P � n-ìåðíûé ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê ñ m ãèïåðãðàíÿìè, P ′ � ìíîãîãðàííèê, ïîëó÷àþ-
ùèéñÿ èç P ñðåçàíèåì âåðøèíû v. Òàêèì îáðàçîì, P ′ èìååò îäíó äîïîëíèòåëüíóþ ãèïåðãðàíü ∆v,
ÿâëÿþùóþñÿ n− 1-ìåðíûì ñèìïëåêñîì. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå, êðîìå òîãî, ìíîãîãðàííèê P̃ , ïîëó÷à-
þùèéñÿ èç P äîáàâëåíèåì îäíîé ¾ïðèçðà÷íîé¿ ãèïåðãðàíè âáëèçè ñðåçàåìîé âåðøèíû v. Î÷åâèäíî,
÷òî ZP̃ = ZP × T 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç πQ ïðîåêöèþ ZQ íà ïðîñòðàíñòâî îáðèò äåéñòâèÿ òîðà � ìíîãîãðàííèê Q. Íåïî-
ñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ íàõîäèì, ÷òî π−1

P̃
(v) = Tm−n+1 � ïðîîáðàç âåðøèíû â ZP̃ . Àíàëîãè÷íî äëÿ

ãèïåðãðàíè ∆v ìíîãîãðàííèêà P ′ èìååì: π−1
P ′ (∆v) = S2n−1×Tm−n. Ðàññìîòðèì îòêðûòûå îêðåñòíîñòè

âåðøèíû v ∈ P̃ è ãèïåðãðàíè ∆v ⊂ P ′: U(v) ∼= Rn
> è U(∆v) ∼= ∆v × R> ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì

÷åðåç V (P̃ ) = P̃\U(v) è V (P ′) = P ′\U(∆v) äîïîëíåíèÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì îòêðûòûì ìíîæåñòâàì.

Óòâåðæäåíèå 4.9. Ïðîîáðàçû π−1

P̃
(V (P̃ )) è π−1

P ′ (V (P ′)) ìíîæåñòâ V (P̃ ) è V (P ′) ãîìåîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîæäåñòâèì V (P̃ ) è V (P ′) ñî ñâîèìè îáðàçàìè ïðè âëîæåíèè â Rm
> .

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå R> × T → C, (ρ, ϕ) 7→ ρeiϕ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå òàêèõ îòîáðàæå-
íèé:

s : Rm
> × Tm → Cm.

Ïî êàæäîìó íàáîðó èíäåêñîâ I ⊂ [m] îïðåäåëèì òîðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ðàíãà |I|:

T I = {t = (ϕ1, . . . , ϕm) ∈ Tm| ϕi = 0 ïðè i ∈ I} ⊂ Tm.

Ïóñòü r ∈ Rm
> , ÷åðåç r ∈ Rm

> , ÷åðåç I(r) ⊂ [m] îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ êîîðäèíàò âåêòîðà r.
Ñêàæåì, ÷òî (r1, t1) ∼ (r2, t2), åñëè r1 = r2 è t−1

1 · t2 ∈ T I(r1). Çàìåòèì, ÷òî ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ
(r1, t1) ∼ (r2, t2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s(r1, t1) = s(r2, t2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç π : Cm → Rm
> ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå ìîìåíòîâ. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëå-

íèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊂ Rm
> åãî ïðîîáðàç π−1(X) ãîìåîìîðôåí ôàêòîðïðî-

ñòðàíñòâó X × Tm/∼ ïî ââåäåííîìó âûøå îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè, îãðàíè÷åííîìó íà X × Tm.
Îñòàëîñü ïðèìåíèòü îïèñàííóþ êîíñòðóêöèþ ê ïîäìíîæåñòâàì V (P̃ ), V (P ′) ⊂ Rm

> è çàìåòèòü, ÷òî
ìíîæåñòâà V (P̃ ) è V (P ′) ãîìåîìîðôíû, à îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè èíäóöèðóåìûå íà V (P̃ )× Tm è
V (P ′)× Tm ñîâïàäàþò.
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Â ñèëó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìíîãîîáðàçèå ZP ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ZP̃
∼= ZP × T 1 óäàëåíèåì ¾ýêâèâàðè-

àíòíîãî¿ äèñêà π−1

P̃
(U(v)) ∼= Tm−n+1 × IntD2n è ïðèêëåéêîé ¾ýêâèâàðèàíòíîé¿ ðó÷êè π−1

P ′ (U(∆v)) ∼=
Tm−n × S2n−1 × IntD2.

ZP ′ ∼= (ZP × T 1)\(Tm−n × IntD2n × T 1) ∪T m−n×S2n−1×T 1 (Tm−n × S2n−1 ×D2)

Òàê êàê D2n×T 1∪S2n−1×T 1S2n−1×D2 ∼= S2n+1, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â òåðìèíîëîãèè èç ïðåäûäóùåãî
ðàçäåëà ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ZP ′ ∼= (ZP × T 1)#T m−n×T 1(Tm−n × S2n+1). (8)

Îòìåòèì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè âåðíî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå. À èìåííî, ýêâèâàðèàíòíûå
ïîäìíîæåñòâà Tm−n+1 × IntD2n è Tm−n × S2n−1 × IntD2 ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî îïèñàí-
íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü áóäåò èìåòü ìåñòî â êàòåãîðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé, ïîäðîáíîñòè ñì. â [B-M]
(Theorem 4.1).

4.4. Äîêàçàòåëüñòâî.
Â ýòîé ÷àñòè ìû ïðèâåäåì îñíîâíûå øàãè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1, çà òåõíè÷åñêèìè äåòàëÿìè
îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê äîêàçàòåëüñòâó, ïðîâåäåííîìó â [MG] äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîóãîëüíèêà.

Èòàê, ïóñòü ZP
∼= #k

i=1S
ni × Sm+n−ni . Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî â çàäàíèè ìíîãîãðàííèêà P

íåðàâåíñòâàìè îòñóòñòâóþò ¾ïðèçðà÷íûå¿ ãðàíè, òàê êàê èíà÷å ìíîãîîáðàçèå ZP ðàñïàäàëîñü áû â
ïðîèçâåäåíèå îêðóæíîñòè S1 è íåêîòîðîãî äðóãîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò (ñì. [B-M] Lemma
0.10), ÷òî ZP 2-ñâÿçíî.

Ñîãëàñíî (8) íàñ èíòåðåñóåò

((#k
i=1S

ni × Sm+n−ni)× T 1)#T m−n×T 1(Tm−n × S2n+1),

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
∂((V × T 1)#T m−n×T 1(Tm−n ×D2n+2)),

ãäå V = #k
i=1D

ni+1 × Sm+n−ni .
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.5, V ∼= (Dm+n+1)1#X(Dm+n+1)2, ãäå X = #k

i=1D
ni+1 × Sm+n−ni−1. Ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî D2n × Tm−n ⊂ (Dn+m)1 ⊂ (Dn+m+1)1 ⊂ V , ãäå âñå âêëþ÷åíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûå. ×òîáû
íàéòè (V × T 1)#T m−n×T 1(Tm−n ×D2n+2), âû÷èñëèì ñíà÷àëà

((Dm+n+1)1 × T 1)#T m−n×T 1(Tm−n ×D2n+2).

Ïîñëåäíåå ñîãëàñíî òåîðåìå 4.8 åñòü N1
∼= #m−n

j=1 Cj
m−n Sj+2 × Dm+n−j . Èòàê, òåïåðü èíòåðåñóþùóþ

íàñ ñâÿçíóþ ñóììó ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

((Dm+n+1)2 × T 1) ∪Y N1,

ãäå Y = X × T 1. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âëîæåíèå Y ⊂ N1 ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî Y =
X × T 1 ⊂ Dm+n ×D2, ïîýòîìó

((Dm+n+1)2 × T 1) ∪Y N1 = N1#N2,

ãäå N2 = ((Dm+n+1)2 × T 1) ∪Y (Dm+n × D2). ×òîáû íàéòè N2, äîñòàòî÷íî ðàçáèòü (Dn+m+1)2 íà
êëåòêè Ck, ïî îäíîé äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî âèäà Dk×Sm+n−k ⊂ X, òàê, ÷òî X ∩Ck = Dk×Sm+n−k,
è âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 4.4.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì:

N2 = (#k
i=1D

ni+2 × Sm+n−ni)#(#k
i=1D

ni+1 × Sm+n−ni+1),

îòêóäà

ZP ′ ∼= ∂(N1#N2) ∼= (#k
i=1S

ni+1 × Sm+n−ni)#(#k
i=1S

ni × Sm+n−ni+1)#(#m−n
j=1 Cj

m−nSj+2 × Sm+n−j−1).

Òåîðåìà 4.1 äîêàçàíà.
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