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1. Ââåäåíèå

Áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè β−i,2j(P ) ïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà P
� ýòî ðàçìåðíîñòè áèãðàäóèðîâàííûõ êîìïîíåíò Tor-ãðóïï åãî êîëüöà
ãðàíåé k[P ]. ×èñëà β−i,2j(P ) îòðàæàþò êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó P , à
òàêæå, òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîìåíò-óãîë ìíî-
ãîîáðàçèÿ ZP è ïîýòîìó íàõîäÿò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â êîì-
áèíàòîðíîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðå è òîðè÷åñêîé òîïîëîãèè. Â ðàáîòå
âû÷èñëÿþòñÿ íåêîòîðûå áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè òèïà β−i,2(i+1)

äëÿ àññîöèýäðîâ è äà¼òñÿ ïðèëîæåíèå âû÷èñëåíèÿ áèãðàäóèðîâàííûõ
÷èñåë Áåòòè äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ óñå÷åíèÿ ê èññëåäîâàíèþ òîïîëîãèè èõ
ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèé. Ýòè äâå ñåðèè ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ äî-
ñòàâëÿþò, ïðåäïîëîæèòåëüíî, ìèíèìóì è ìàêñèìóì çíà÷åíèé β−i,2j(P )
ñðåäè âñåõ ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ P ñ ôèêñèðîâàííûìè ðàçìåðíîñòüþ
è ÷èñëîì ãèïåðãðàíåé.
Ñòðóêòóðà äèïëîìíîé ðàáîòû òàêîâà.

Â Ðàçäåëå 2 äàíû âû÷èñëåíèÿ äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ Ñòàøåôà, èçâåñò-
íûõ åù¼ êàê àññîöèýäðû.
Â Ðàçäåëå 3 ìû âû÷èñëÿåì áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè äëÿ ìíî-
ãîãðàííèêîâ óñå÷åíèÿ (ïîëó÷àþùèõñÿ èç ñèìïëåêñîâ ïîñëåäîâàòåëüíûì
ñðåçàíèåì âåðøèí) ïîëíîñòüþ. Ýòî âû÷èñëåíèå áûëî âïåðâûå ïðîäåëàíî
â [10] ñ ïîìîùüþ ïîõîæåé, íî íåñêîëüêî îòëè÷àþùåéñÿ îò íàøåé òåõíèêè;
êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè÷íîãî ðåçóëüòàòà â ýòîì íàïðàâëå-
íèè áûëî ïîëó÷åíî â [4]. Íàêîíåö, ìû ïðèìåíÿåì íàøè âû÷èñëåíèÿ ê
èçâåñòíîìó îïèñàíèþ ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà ìíîãîîáðàçèé
ZP äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ óñå÷åíèÿ, ñì. [1].

Àâòîð áëàãîäàðåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ò.Å.Ïàíîâó çà ïðî-

äîëæèòåëüíûå îáñóæäåíèÿ è ïîëåçíûå ñîâåòû, ñòîëü íåîáõîäèìûå âî

âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé ðàáîòû.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòûå âûïóêëûå n-ìåðíûå ìíîãîãðàííèêè P â
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈 , 〉. Òàêîé
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ìíîãîãðàííèê P ìîæåò áûòü çàäàí êàê ïåðåñå÷åíèå m ïîëóïðîñòðàíñòâ:

(2.1) P =
{
x ∈ Rn : 〈a i, x 〉+ bi > 0 äëÿ i = 1, . . . ,m

}
,

ãäå a i ∈ Rn, bi ∈ R. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ãèïåðãðàíè, îïðåäåëÿåìûå
ðàâåíñòâàìè 〈a i, x 〉+ bi = 0, íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, ò.å. íå áîëåå
n èç íèõ èìåþò ïåðåñå÷åíèåì òî÷êó. Áóäåì, òàêæå, ñ÷èòàòü, ÷òî â (2.1)
íåò ëèøíèõ óñëîâèé, ò.å. íè îäíî íåðàâåíñòâî íå ìîæåò áûòü âû÷åðêíó-
òî â (2.1) áåç èçìåíåíèÿ P . Òîãäà P èìååò â òî÷íîñòè m ãèïåðãðàíåé,
êîòîðûå äàþòñÿ ôîðìóëàìè

Fi =
{
x ∈ P : 〈a i, x 〉+ bi = 0

}
, äëÿ i = 1, . . . ,m.

ÏóñòüAP åñòüm×n ìàòðèöà âåêòîðîâ-ñòðîê a i, è ïóñòü bP åñòü âåêòîð-
ñòîëáåö ñêàëÿðîâ bi ∈ R. Òîãäà ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü (2.1) êàê

P =
{
x ∈ Rn : APx + bP > 0},

è áóäåì èìåòü àôôèííîå îòîáðàæåíèå

iP : Rn → Rm, iP (x ) = APx + bP .

Ñ åãî ïîìîùüþ P âêëàäûâàåòñÿ â

Rm
> = {y ∈ Rm : yi > 0 äëÿ i = 1, . . . ,m}.

Ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ (ñì. [3, Êîíñòðóêöèÿ 7.8]) ïîçâîëÿåò îïðåäå-
ëèòü ïðîñòðàíñòâî ZP èç êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

(2.2)

ZP
iZ−−→ Cmy yµ

P
iP−−→ Rm

>

ãäå µ(z1, . . . , zm) = (|z1|2, . . . , |zm|2). Ïîñëåäíåå îòîáðàæåíèå ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü ñåáå, êàê îðáèòíîå îòîáðàæåíèå ïîêîîðäèíàòíîãî äåéñòâèÿ ñòàí-
äàðòíîãî òîðà

Tm = {z ∈ Cm : |zi| = 1 äëÿ i = 1, . . . ,m}

íà Cm. Òàêèì îáðàçîì, Tm äåéñòâóåò íà ZP ñ ïðîñòðàíñòâîì îðáèò P , è
iZ åñòü Tm-ýêâèâàðèàíòíîå âëîæåíèå.
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Â ñèëó [3, Ëåììà 7.2], ZP ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíî-
ñòè m+ n, íàçûâàåìûì ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì
ìíîãîãðàííèêó P .
Îáîçíà÷èì ÷åðåçKP ãðàíèöó ∂P ∗ äâîéñòâåííîãî ñèìïëèöèàëüíîãî ìíî-

ãîãðàííèêà. Îíà ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì íà ìíîæåñòâå
[m] = {1, . . . ,m}, ñèìïëåêñû êîòîðîãî ñóòü òàêèå {i1, . . . , ik} ⊂ [m], ÷òî
Fi1 ∩ . . . ∩ Fik 6= ∅ â P .
Ïóñòü k � îñíîâíîå ïîëå, k[v1, . . . , vm] åñòü ãðàäóèðîâàííàÿ ïîëèíîìè-

àëüíàÿ àëãåáðà îò m ïåðåìåííûõ, deg(vi) = 2, è ïóñòü Λ[u1, . . . , um] �
âíåøíÿÿ àëãåáðà, deg(ui) = 1. Êîëüöîì ãðàíåé (èëè êîëüöîì Ñòåíëè�
Ðàéñíåðà) ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K íà ìíîæåñòâå [m] íàçûâàåòñÿ
ôàêòîð-êîëüöî

k[K] = k[v1, . . . , vm]/IK ,

ãäå IK åñòü èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ìîíîìàìè vi1 · · · vik , ñâîáîäíûìè îò
êâàäðàòîâ, ïðè÷¼ì {i1, . . . , ik} íå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì â K. Ìû áóäåì
íàçûâàòü IK èäåàëîì Ñòåíëè�Ðàéñíåðà ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K.
Çàìåòèì, ÷òî k[K] îêàçûâàåòñÿ ìîäóëåì íàä k[v1, . . . , vm] áëàãîäàðÿ

îòîáðàæåíèþ êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè. Ðàçìåðíîñòè áèãðàäóèðîâàííûõ
êîìïîíåíò Tor-ãðóïï,

β
(
k[K]

)−i,2j
= dimk Tor−i,2jk[v1,...,vm]

(
k[K],k

)
, 0 6 i, j 6 m.

íàçûâàþòñÿ áèãðàäóèðîâàííûìè ÷èñëàìè Áåòòè êîëüöà ãðàíåé k[K],
ñì. [8] è [3, �3.3]. Ýòè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè èíâàðèàíòàìè êîìáèíà-
òîðíîé ñòðóêòóðû K. Îáîçíà÷èì, äëÿ óäîáñòâà,

β−i,2j(P ) = β−i,2j(KP ).

Tor-ãðóïïû è áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè äîïóñêàþò òîïîëîãè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ áëàãîäàðÿ ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó î êîãîìîëîãèÿõ ZP :
Òåîðåìà 2.1 ([3, Òåîðåìà 8.6] èëè [6, Theorem 4.7]). Àëãåáðà êîãîìîëîãèé
ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿ ZP èçîìîðôíà ñëåäóþùèì àëãåáðàì:

H∗(ZP ;k) ∼= Tork[v1,...,vm](k[KP ],k)

∼= H
[
Λ[u1, . . . , um]⊗ k[KP ], d

]
,
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ãäå ïîñëåäíÿÿ àëãåáðà åñòü àëãåáðà êîãîìîëîãèé äèôôåðåíöèàëüíîé áè-
ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû, ïðè÷¼ì áèãðàäóèðîâêà è äèôôåðåíöèàë îïðåäå-
ëÿþòñÿ êàê

bideg ui = (−1, 2), bideg vi = (0, 2); dui = vi, dvi = 0.

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà êîãîìîëîãèé ZP äîïóñêàåò áèãðàäóèðîâêó, è
òîïîëîãè÷åñêèå ÷èñëà Áåòòè bq(ZP ) = dimkH

q(ZP ;k) óäîâëåòâîðÿþò

(2.3) bq(ZP ) =
∑

−i+2j=q

β−i,2j(P ).

Äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå â êîãîìîëîãèÿõ ZP óâàæàåò áèãðàäóèðîâêó:

Òåîðåìà 2.2 ([3, Òåîðåìà 8.18]). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

β−i,2j(P ) = β−(m−n)+i,2(m−j)(P ).

Â äàëüíåéøåì, ìû îïóñêàåì ïîëå êîýôôèöèåíòîâ k â çàïèñè ãðóïï
(êî)ãîìîëîãèé. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà I ⊂ [m] ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç KI

ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K
(îãðàíè÷åíèå K íà I). Ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü
ïîëó÷åí â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ Òåîðåìû 2.1:

Òåîðåìà 2.3 (Õîõñòåð, ñì. [3, Ñëåä. 8.8]). Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì:

β−i,2j(ZP ) =
∑

J⊂[m],|J |=j

dim H̃j−i−1(KJ).

Ââåä¼ì, òàêæå, ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî ãðàíèöû P :

(2.4) PI =
⋃
i∈I

Fi ⊂ P.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè K = KP , òî KI ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèîííûì ðåòðàê-
òîì PI äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà I. Ñëåäóþùèé ôàêò íåïîñðåäñòâåííî ñëå-
äóåò èç Òåîðåìû 2.3.

Ñëåäñòâèå 2.4. Èìååì:

β−i,2(i+1)(P ) =
∑

I⊂[m],|I|=i+1

(
cc(PI)− 1

)
,

ãäå ÷åðåç cc(PI) îáîçíà÷åíî ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà PI .
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3. Ìíîãîãðàííèêè Ñòàøåôà

Ìíîãîãðàííèêè Ñòàøåôà, òàêæå èçâåñòíûå êàê àññîöèýäðû, áûëè ââå-
äåíû êàê êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû â ðàáîòå Ñòàøåôà ïî âûñøåé àññîöèà-
òèâíîñòè [9]. Ðàçëè÷íûå âûïóêëûå ðåàëèçàöèè ìíîãîãðàííèêîâ Ñòàøåôà
áûëè íàéäåíû Ìèëíîðîì è äðóãèìè, ñì. [2].
Ìû îáîçíà÷àåì n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê Ñòàøåôà ÷åðåç Asn. Òîãäà i-

ìåðíûå ãðàíè Asn (0 6 i 6 n− 1) âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò
ìíîæåñòâàì èç n − i ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ äèàãîíàëåé â (n + 3)-
óãîëüíèêå Gn+3 (ìû ñ÷èòàåì çäåñü, ÷òî äèàãîíàëè, èñõîäÿùèå èç îäíîé
âåðøèíû, íå ïåðåñåêàþòñÿ). Ãðàíü H ñîäåðæèòñÿ â ãðàíè H ′ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî äèàãîíàëåé, ñîîòâåòñòâóþùåå H, ñîäåð-
æèò ìíîæåñòâî äèàãîíàëåé, ñîîòâåòñòâóþùåå H ′.
Òàê, âåðøèíû Asn ñîîòâåòñòâóþò ïîëíûì òðèàíãóëÿöèÿì Gn+3 äèàãî-

íàëÿìè, à ãèïåðãðàíè Asn ñîîòâåòñòâóþò äèàãîíàëÿì Gn+3. Òàêèì îáðà-
çîì, ìû îòîæäåñòâëÿåì ìíîæåñòâî äèàãîíàëåé Gn+3 ñ ìíîæåñòâîì ãè-
ïåðãðàíåé {F1, . . . , Fm} ìíîãîãðàííèêà Asn è îòîæäåñòâëÿåì îáà ýòèõ
ìíîæåñòâà ñ [m], êîãäà ýòî óäîáíî. Íàì ïîíàäîáèòñÿ âûïóêëàÿ ðåàëèçà-
öèÿ Asn èç [2, Lecture II, Th. 5.1]:
Òåîðåìà 3.1. Ìíîãîãðàííèê Asn ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ïåðå-
ñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà{

y ∈ Rn : 0 6 yj 6 j(n+ 1− j) äëÿ 1 6 j 6 n
}

ñ ïîëóïðîñòðàíñòâàìè{
y ∈ Rn : yj − yk + (j − k)k > 0

}
äëÿ 1 6 k < j 6 n.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Èìååì:

b3(ZAsn) = β−1,4(Asn) =

(
n+ 3

4

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî β−1,4(P ) ðàâíî êîëè÷åñòâó ìîíîìîâ vivj â èäåà-
ëå Ñòåíëè�Ðàéñíåðà ìíîãîãðàííèêà P , ñì. [3, �3.3], à òàêæå, êîëè÷åñòâó
ïàð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãèïåðãðàíåé P . Â ñëó÷àå P = Asn, ïîñëåäíåå ðàâ-
íî êîëè÷åñòâó ïàð ïåðåñåêàþùèõñÿ äèàãîíàëåé (n + 3)-óãîëüíèêà Gn+3,
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ñì. [2, Lecture II, Cor 6.2]. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ÷åòâ¼ðêè
âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà Gn+3 ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíà ïàðà ïåðåñå-
êàþùèõñÿ äèàãîíàëåé, êîíöàìè êîòîðûõ áóäóò ýòè 4 âåðøèíû. �

Çàìå÷àíèå. Âû÷èñëåíèå, ïðîâåä¼ííîå âûøå, ìîæåò áûòü ïðîäåëàíî, òàê-
æå, ïðè ïîìîùè îáùåé ôîðìóëû β−1,4(P ) =

(
f0
2

)
−f1, ñì. [3, Ëåììà 8.13],

ãäå fi åñòü ÷èñëî (n− i− 1)-ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà P . ×èñëà fi äëÿ Asn

õîðîøî èçâåñòíû, ñì. [2, Lecture II].

Â äàëüíåéøåì, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íèêàêèå 3 äèàãîíàëè ìíîãîóãîëü-
íèêà Gn+3 íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó, ÷òî ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ìà-
ëûì øåâåëåíèåì åãî âåðøèí. Âûáåðåì è ôèêñèðóåì öèêëè÷åñêèé ïîðÿ-
äîê íà âåðøèíàõ Gn+3 òàê, ÷òî 2 ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû ñîåäèíåíû
ðåáðîì ìíîãîóãîëüíèêà. Áóäåì íàçûâàòü äèàãîíàëè Gn+3, ñîåäèíÿþùèå
i-óþ è (i+2)-óþ âåðøèíû (modulo n+3) äëÿ i = 1, . . . , n+3 êîðîòêèìè;
îñòàëüíûå äèàãîíàëè � äëèííûìè.
Íàçîâ¼ì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, íàõîäÿùèåñÿ âíóòðèGn+3, îò-

ìå÷åííûìè òî÷êàìè, à âñÿêèé îòðåçîê äèàãîíàëè, ñîåäèíÿþùèé 2 îòìå-
÷åííûå òî÷êè, ëåæàùèå íà ýòîé äèàãîíàëè, íàçîâ¼ì îòìå÷åííûì îòðåç-
êîì. Íàêîíåö, áóäåì íàçûâàòü îòìå÷åííûì òðåóãîëüíèêîì òðåóãîëü-
íèê, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ 3 îòìå÷åííûõ òî÷êè, à ñòîðîíàìè �
3 îòìå÷åííûõ îòðåçêà.

Òåîðåìà 3.3. Èìååì:

b4(ZAsn) = β−2,6(Asn) = 5

(
n+ 4

6

)
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî íàéòè ÷èñëî ïîðîæäàþùèõ 4-îé ãðóïïû
êîãîìîëîãèé H

[
Λ[u1, . . . , um] ⊗ k[KP ], d

]
, ñì. Òåîðåìó 2.1 (çàìåòèì, ÷òî

çäåñü m = (n+3)n
2 � ÷èñëî äèàãîíàëåé Gn+3). Ýòà ãðóïïà ïîðîæäåíà êî-

ãîìîëîãè÷åñêèìè êëàññàìè êîöèêëîâ âèäà uiujvk, ãäå âñå 3 èíäåêñà ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íû, è uivk, ujvk ñóòü 3-êîöèêëû. Ýòè 3-êîöèêëû ñîîòâåò-
ñòâóþò ïàðàì {i, k} è {j, k} ïåðåñåêàþùèõñÿ äèàãîíàëåé ìíîãîóãîëüíè-
êà Gn+3, à òàêæå, ïàðå îòìå÷åííûõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà k-îé äèàãîíàëè.
Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé êîöèêë uiujvk ïðåäñòàâëÿåòñÿ îòìå÷åííûì îò-
ðåçêîì. Ðàâåíñòâî d(uiujuk) = uiujvk − uivjuk + viujuk ïîêàçûâàåò, ÷òî
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êîãîìîëîãè÷åñêèå êëàññû, ïðåäñòàâëåííûå êîöèêëàìè, ñòîÿùèìè â åãî
ïðàâîé ÷àñòè, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Êàæäîå òàêîå ðàâåíñòâî
âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò îòìå÷åííîìó òðåóãîëüíèêó.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî β−2,6(Asn) = Sn+3 − Tn+3, ãäå Sn+3

åñòü ÷èñëî îòìå÷åííûõ îòðåçêîâ, à Tn+3 åñòü ÷èñëî îòìå÷åííûõ òðåóãîëü-
íèêîâ âíóòðè Gn+3. Ýòè äâà ÷èñëà íàõîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ
òð¼õ ëåìì.

Ëåììà 3.4. ×èñëî îòìå÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ âíóòðè Gn+3 åñòü

Tn+3 =

(
n+ 3

6

)
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ 6-óãîëüíèêà ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí
îòìå÷åííûé òðåóãîëüíèê (ñì. Ðèñ. 1); òàêèì îáðàçîì, âñÿêèå 6 âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà Gn+3 äàþò íàì ðîâíî îäèí îòìå÷åííûé òðåóãîëüíèê.
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Ðèñ. 1

Ïóñòü d åñòü äèàãîíàëü Gn+3; îáîçíà÷èì ÷åðåç p(d) ÷èñëî îòìå÷åííûõ
òî÷åê, ëåæàùèõ íà d. Îïðåäåëèì äëèíó äèàãîíàëè d êàê íàèìåíüøåå èç
äâóõ ÷èñåë, ðàâíûõ êîëè÷åñòâó âåðøèí Gn+3, ëåæàùèõ â îäíîé èç äâóõ
îòêðûòûõ ïîëóïëîñêîñòåé, îïðåäåëÿåìûõ äèàãîíàëüþ d, ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òàêèì îáðàçîì, êîðîòêèå äèàãîíàëè èìåþò äëèíó 1, è âñå äèàãîíàëè
èìåþò äëèíû 6 n+1

2 . Áóäåì íàçûâàòü äèàãîíàëè ìàêñèìàëüíîé äëèíû
ìàêñèìàëüíûìè. Î÷åâèäíî, ÷òî p(d) çàâèñèò òîëüêî îò äëèíû äèàãî-
íàëè d, ïîýòîìó ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç p(j) ÷èñëî îòìå÷åííûõ òî÷åê íà
äèàãîíàëè äëèíû j.
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Ëåììà 3.5. Åñëè n = 2k − 1 � íå÷¼òíîå ÷èñëî, òî

Sn+3 =
n+ 3

2

k−1∑
l=1

(
4l2k2 − 2k(2l3 + l)

)
+
n+ 3

4
k2(k2 − 1).

Åñëè n = 2k − 2 � ÷¼òíîå ÷èñëî, òî

Sn+3 =
n+ 3

2

k−1∑
l=1

(
4l2k2 − 2k(2l3 + 2l2 + l) + (l4 + 2l3 + 2l2 + l)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ñíà÷àëà, ÷òî n = 2k − 1. Òîãäà:

Sn+3 =
∑
d

p(d)(p(d)− 1)

2
=

= (n+ 3)

( n+1
2∑

j=1

p(j)(p(j)− 1)

2

)
−
(
n+ 3

2

)
p(n+1

2 )(p(n+1
2 )− 1)

2
,

ïîñêîëüêó ÷èñëî îòìå÷åííûõ îòðåçêîâ íà ìàêñèìàëüíûõ äèàãîíàëÿõ ïî-
ñ÷èòàíî â ñóììå äâàæäû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç v (n + 3)-þ (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè) âåðøèíó ìíîãî-

óãîëüíèêà Gn+3 è çàíóìåðóåì äèàãîíàëè, èñõîäÿùèå èç v, èõ äëèíàìè.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç c(i, j) ñóììàðíîå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ j-îé
äèàãîíàëè, èñõîäÿùåé èç v, ñ äèàãîíàëÿìè, èñõîäÿùèìè èç i-îé âåðøèíû
äëÿ 1 6 i 6 j 6 n+1

2 . Ïîëîæèì,òàêæå, c(i, j) = 0 ïðè i > j. Òîãäà áóäåì
èìåòü:

(3.1) p(j) =

n+1
2∑
i=1

c(i, j),

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü c(i, j), çàìåòèì, ÷òî:

c(1, 1) = n;

c(i, j − 1) = c(i, j) + 1 äëÿ 1 6 i < j 6
n+ 1

2
;

c(i+ 1, j + 1) = c(i, j)− 1 äëÿ 1 6 i 6 j 6
n− 1

2
.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî:

(3.2) c(i, j) = c(1, j− i+1)−(i−1) = c(1, 1)−(j− i)−(i−1) = n−j+1,

ïðè i 6 j. Çàìåòèì, ÷òî c(i, j) íå çàâèñèò îò i. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (3.1),
à çàòåì, ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå äëÿ p(j) â ñóììó äëÿ
Sn+3 âûøå, ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ ôîðìóëó â ýòîì ñëó÷àå.
Ñëó÷àé n = 2k − 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Åäèíñòâåííîå ðàç-

ëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òåïåðü èç êàæäîé âåðøèíû èñõîäÿò äâå
ìàêñèìàëüíûå äèàãîíàëè Gn+3, òàê ÷òî âû÷èòàíèå â ñóììå äëÿ Sn+3 íå
òðåáóåòñÿ. �

Ëåììà 3.6. ×èñëî îòìå÷åííûõ îòðåçêîâ âíóòðè Gn+3 åñòü

Sn+3 = (n+ 3)

(
n+ 3

5

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç Ëåììû 3.5 ñóììèðîâàíè-
åì, åñëè èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ôîðìóëû äëÿ ñóìì Σn n-ûõ ñòåïåíåé
ïåðâûõ (k − 1) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

Σ1 =
k(k − 1)

2
, Σ2 =

k(k − 1)(2k − 1)

6
,

Σ3 =
k2(k − 1)2

4
, Σ4 =

k(k − 1)(2k − 1)(3k2 − 3k − 1)

30
.

�

Òåïåðü óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 3.3 ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Ëåììû 3.5 è
Ëåììû 3.6. �

Îòìåòèì ñëåäóþùèé âàæíûé äëÿ äàëüíåéøåãî ôàêò (ñì. [2, Lecture
II, Cor. 6.2]):

Ïðåäëîæåíèå 3.7. Äâå ãèïåðãðàíè F1 è F2 ìíîãîãðàííèêà Asn íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãîíàëè
d1 è d2 ìíîãîóãîëüíèêà Gn+3 ïåðåñåêàþòñÿ (â îòìå÷åííîé òî÷êå).
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Ëåììà 3.8. ×èñëî îòìå÷åííûõ òî÷åê íà ìàêñèìàëüíîé äèàãîíàëè ìíî-
ãîóãîëüíèêà Gn+3 ðàâíî

q = q(n) =

{
n(n+2)

4 , åñëè n ÷¼òíî;
(n+1)2

4 , åñëè n íå÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå n = 2 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Åñëè n íå÷¼ò-
íî, ïîëàãàÿ j = n+1

2 â (3.1) è èñïîëüçóÿ (3.2), ïîëó÷èì

p(j) =

n+1
2∑
i=1

c
(
i,
n+ 1

2

)
=

(n+ 1)2

4
.

Åñëè n ÷¼òíî, òî ìàêñèìàëüíàÿ äèàãîíàëü èìååò äëèíó j = n
2 . Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå p(j) =
∑n/2

i=1 c(i, j) âìåñòî (3.1), à ñîîòíîøå-
íèå (3.2) ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîýòîìó,

p(j) =

n
2∑
i=1

c
(
i,
n

2

)
=
n(n+ 2)

4
.

�

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü P = Asn åñòü n-ìåðíûé àññîöèýäð, n > 3. Áè-
ãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè ìíîãîãðàííèêà P óäîâëåòâîðÿþò ñîîò-
íîøåíèÿì

β−q,2(q+1)(P ) =

{
n+ 3, åñëè n ÷¼òíî;
n+3
2 , åñëè n íå÷¼òíî;

β−i,2(i+1)(P ) = 0 äëÿ i > q + 1,

ãäå q = q(n) îïðåäåëåíî â Ëåììå 3.8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó èíäóêöèåé ïî n. Áàçà èí-
äóêöèè n = 3 ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì, ñì. òàáëè÷êè
áèãðàäóèðîâàííûõ ÷èñåë Áåòòè íèæå. Ïî Ñëåäñòâèþ 2.4, äëÿ òîãî, ÷òî-
áû âû÷èñëèòü β−i,2(i+1)(P ), ìû äîëæíû íàéòè âñå ïîäìíîæåñòâà I ⊂ [m],
|I| = i+ 1, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå PI èìåþò áîëåå îäíîé ñâÿçíîé
êîìïîíåíòû. Â ñëó÷àå i = q, ìû äîêàæåì, ÷òî cc(PI) 6 2 äëÿ |I| = q+ 1,
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è îïèøåì ÿâíî âñå I, äëÿ êîòîðûõ cc(PI) = 2. Â ñëó÷àå i > q, ìû äîêà-
æåì, ÷òî cc(PI) = 1 äëÿ |I| = i + 1. Ýòè óòâåðæäåíèÿ áóäóò äîêàçàíû
êàê îòäåëüíûå ëåììû; ïåðåõîä èíäóêöèè áóäåò ñëåäîâàòü èç íèõ â êîíöå
ðàññóæäåíèÿ.
Áóäåì íóìåðîâàòü âåðøèíû Gn+3 öåëûìè ÷èñëàìè îò 1 äî n+3. Òîãäà

âñÿêàÿ äèàãîíàëü d ñîîòâåòñòâóåò óïîðÿäî÷åííîé ïî âîçðàñòàíèþ ïàðå
(i, j) öåëûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî i < j − 1. Íàì áóäåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü
äèàãîíàëü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðå (i, j), êàê öåëî÷èñëåííûé îòðåçîê [i, j]
âíóòðè îòðåçêà [1, n+3] íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Òîãäà Ïðåäëîæåíèå 3.7
ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïðåäëîæåíèå 3.10. Ãèïåðãðàíè F1 è F2 ìíîãîãðàííèêà P = Asn íå
ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå îòðåçêè
[i1, j1] è [i2, j2] ïåðåêðûâàþòñÿ, ò.å

F1 ∩ F2 = ∅ ⇐⇒ i1 < i2 < j1 < j2 èëè i2 < i1 < j2 < j1.

Ïóñòü I åñòü ìíîæåñòâî äèàãîíàëåé ìíîãîóãîëüíèêà Gn+3 (èëè öå-
ëî÷èñëåííûõ îòðåçêîâ íà [1, n + 3]), à PI � ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæå-
ñòâî (2.4). Ìû áóäåì ïèñàòü I = I1 t I2, êàê òîëüêî PI èìååò â òî÷íîñòè
äâå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå I1 è I2. Îáîçíà÷èì, òàêæå,
÷åðåç e(I) ìíîæåñòâî êîíöîâ îòðåçêîâ èç íàáîðà I; ýòî åñòü ïîäìíîæå-
ñòâî öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî n+ 3.

Ïðåäëîæåíèå 3.11. Åñëè I = I1 t I2, òî ïîäìíîæåñòâà e(I1) è e(I2)
íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå Ïðåäëîæåíèÿ 3.10. �

Äëÿ äàííîãî öåëîãî ÷èñëàm ∈ [1, n+3] è íàáîðà îòðåçêîâ I, îáîçíà÷èì
÷åðåç cI(m) ÷èñëî îòðåçêîâ èç I, èñõîäÿùèõ èç m (ýêâèâàëåíòíî, ÷èñëî
äèàãîíàëåé èç I, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû m). Òîãäà 0 6 cI(m) 6 n.

Ïðåäëîæåíèå 3.12. Åñëè I = I1 t I2, òî ñóùåñòâóåò m òàêîå, ÷òî
cI(m) 6 n+1

2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Âûáåðåì öåëûå òî÷êè m1 ∈
e(I1) è m2 ∈ e(I2). Ïîñêîëüêó cI(m1) >

n+1
2 , cI(m2) >

n+1
2 è e(I1), e(I2)

íå ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îáùåå
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÷èñëî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå e(I) áîëüøå, ÷åì 2 + n+1
2 + n+1

2 = n + 3.
Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ëåììà 3.13. Èìååì cc(PI) 6 2 ïðè |I| > l(n) = n(n+2)
4 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòó ëåììó èíäóêöèåé ïî n.
Ïîëîæèì n = 3 è äîêàæåì íàøå óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî, ò.å ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî I = I1 t I2 t I3 t . . . äèàãîíàëåé
G6, |I| > 4, òàêîå, ÷òî cc(PI) > 3. Ïîñêîëüêó ìíîãîóãîëüíèê G6 èìååò
ëèøü 3 ìàêñèìàëüíûõ äèàãîíàëè, íàéä¼òñÿ êîðîòêàÿ äèàãîíàëü d ∈ I;
ïóñòü d ∈ I1. Òàê êàê cc(PI) > 3, ëþáûå äèàãîíàëè e ∈ I2 è f ∈ I3
ïåðåñåêàþò d. Ïîýòîìó, e è f èñõîäÿò èç îáùåé âåðøèíû A ìíîãîóãîëü-
íèêà G6. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî e(I2) è e(I3) íå ïåðåñå-
êàþòñÿ (ñì. Ïðåäëîæåíèå 3.11).
Ïóñòü òåïåðü n > 3 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî I =

I1 t I2 t I3 t . . . äèàãîíàëåé Gn+3, |I| > n(n+2)
4 , òàêîå, ÷òî cc(PI) > 3.

Åñëè íàéä¼òñÿ öåëàÿ òî÷êà m ∈ [1, n + 3] òàêàÿ, ÷òî cI(m) = 0, òî ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî m åñòü ïåðâàÿ âåðøèíà è ðàññìàòðèâàòü I êàê ìíî-
æåñòâî äèàãîíàëåé Gn+2 (îòðåçîê [2, n + 3] íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü I,
ïîñêîëüêó èíà÷å cc(PI) = 1). Òàê êàê l(n) > l(n − 1), ïðèìåíåíèå ïðåä-
ïîëîæåíèÿ èíäóêöèè çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû â ýòîì ñëó÷àå.
Ïóñòü cI(m) > 1 äëÿ âñÿêîé öåëîé òî÷êè m ∈ [1, n+ 3]. Òîãäà ðàññóæ-

äåíèå, àíàëîãè÷íîå ïðèâåä¼ííîìó â äîêàçàòåëüñòâå Ïðåäëîæåíèÿ 3.12,
ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà m òàêàÿ, ÷òî cI(m) 6 n

3 . Ðàññìîòðèì
2 ñëó÷àÿ:
1. Íàéä¼òñÿ òî÷êà m0 ∈ e(Ik), äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 k 6 cc(PI), ñ ìèíè-
ìàëüíûì çíà÷åíèåì cI(m) 6 n

3 , òàêàÿ, ÷òî |Ik| > cI(m0).
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäíà èç òàêèõ m0 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé âåðøèíîé. Âû-

áðàñûâàÿ èç I âñå îòðåçêè, èñõîäÿùèå èç 1, ìû ïîëó÷àåì íîâîå ìíîæåñòâî
Ĩ îòðåçêîâ âíóòðè [2, n+ 3] (îòðåçîê [2, n+ 3] íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü I,
ò.ê èíà÷å cc(PI) 6 2). Èìååì:

|Ĩ| = |I| − cI(1) >
n(n+ 2)

4
− n

3
>

(n− 1)(n+ 1)

4
= l(n− 1).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, 2 > cc(PĨ) > cc(PI) > 3. Ïðîòèâîðå÷èå.
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2. Äëÿ âñÿêîé âåðøèíû m0 ñ ìèíèìàëüíîé âåëè÷èíîé cI(m) > 1 èìååì
|Ik| = cI(m0), ãäå m0 ∈ e(Ik).
Ñíîâà ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îäíà èç òàêèõ m0 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé âåð-

øèíîé 1 ∈ Ik. Òîãäà cI(1) = 1, ò.ê èíà÷å íàéä¼òñÿ > 2 öåëûõ òî÷åê m
âíóòðè [2, n+ 3], êîòîðûå ïðèíàäëåæàò e(Ik) è èìåþò cI(m) = 1 (íàïîì-
íèì, ÷òî |Ik| = cI(m0)).
Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k = 1. Òîãäà

|I| = 1 + |I2|+ |I3|+ . . . 6 1 + (1 + q(n− 1)) 6 2 +
n2

4
6
n(n+ 2)

4
.

Ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ âûøå èìååò ìåñòî, ò.ê Ĩ = I2 t I3 t . . . åñòü íàáîð
äèàãîíàëåé Gn+2 (îòðåçîê [2, n+3] íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü I, ïîñêîëüêó
cc(PI) > 3), è ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ê íàáîðó Ĩ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè
â äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé Òåîðåìû 3.9, ÷òî äà¼ò íàì |Ĩ| 6 1 + q(n− 1).

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì |I| > n(n+2)
4 . �

Ëåììà 3.14. Ïóñòü I = I1 t I2, |I| > q + 1, |I1| > 2 è |I2| > 2. Òîãäà
íàéä¼òñÿ äðóãîé íàáîð I ′ òàêîé, ÷òî I ′ = I ′1 t I ′2, |I ′1| = 1 è |I ′| > |I|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî n. Ñëó÷àè
n = 3, 4, 5 ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì (ñì. òàáëè÷êè â
êîíöå ýòîãî ðàçäåëà).
Èçìåíÿÿ, åñëè íåîáõîäèìî, íóìåðàöèþ âåðøèí Gn+3, ìû ìîæåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî ïåðâàÿ âåðøèíà èìååò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå cI(m). Òîãäà
cI(1) 6 n+1

2 ïî Ïðåäëîæåíèþ 3.12. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî 1 /∈ e(I1).
Äîêàæåì, ÷òî îòðåçîê [2, n + 3] íå ïðèíàäëåæèò I. Â ñàìîì äåëå, â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå cI(1) > 0 (èíà÷å cc(PI) = 1), 1 ∈ e(I2), [2, n + 3] ∈ I1.
Åñëè cI(1) > 2, òî íàéä¼òñÿ öåëàÿ òî÷êàm ∈ e(I2) âíóòðè [2, n+3] òàêàÿ,
÷òî cI(m) = 1 < cI(1), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ïåðâîé âåðøèíû. Òîãäà
cI(1) = 1 è [2, n + 3] ∈ I1 äàþò íàì |I2| = cI(1) = 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ |I2| > 2 â óòâåðæäåíèè ëåììû.
Âûáðàñûâàÿ èç I âñå îòðåçêè, èñõîäÿùèå èç 1, ìû ïîëó÷èì íîâûé íàáîð

Ĩ öåëî÷èñëåííûõ îòðåçêîâ âíóòðè [2, n+ 3]. Çàìåòèì, ÷òî

(3.3) |Ĩ| = |I| − cI(1) > |I| −
[
n+1
2

]
.
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Ìû õîòèì ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê íàáîðó Ĩ öåëî÷èñëåí-
íûõ îòðåçêîâ âíóòðè [2, n+ 3], ðàññìàòðèâàåìûõ êàê äèàãîíàëè (n+ 2)-
óãîëüíèêà Gn+2. ×òîáû ñäåëàòü ýòî, ìû äîëæíû ïðîâåðèòü ïðåäïîëîæå-
íèÿ ëåììû äëÿ íàáîðà Ĩ.
Âî-ïåðâûõ, ìû óòâåðæäàåì, ÷òî Ĩ = Ĩ1 t Ĩ2, ò.å PĨ èìååò â òî÷íîñòè

äâå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû. Â ñàìîì äåëå, ýòî ìíîæåñòâî, î÷åâèäíî, èìååò
íå ìåíåå äâóõ êîìïîíåíò, è ÷èñëî êîìïîíåíò íå ìîæåò áûòü áîëüøå äâóõ
ïî Ëåììå 3.13, ïîñêîëüêó

|Ĩ| > |I| − n+ 1

2
> q + 1− n+ 1

2
>

(n+ 1)2

4
− n+ 1

2
= l(n− 1).

Âî-âòîðûõ, |Ĩ1| = |I1| > 2 è |I2| > |Ĩ2| > 1. Åñëè |Ĩ2| = 1, òî ìû
èìååì ëèáî cI(1) = 1, ëèáî cI(1) = 2. (Â ñàìîì äåëå, åñëè cI(1) = 0,
òî |I2| = |Ĩ2| = 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèÿì ëåììû, à cI(1)
íå ìîæåò áûòü áîëüøå 2, ò.ê èíà÷å cI(1) íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.)
Òàêèì îáðàçîì, |I2| 6 3. Ìû, òàêæå, èìååì |I1| = |Ĩ1| 6 p(d), ãäå
d ∈ Ĩ2 = {d}, ò.ê d ïåðåñåêàåò âñÿêóþ äèàãîíàëü èç I1. Â ñèëó Ëåì-

ìû 3.8, p(d) 6 q(n− 1) 6 n2

4 . Ïîýòîìó,

|I| = |I1|+ |I2| 6 p(d) + 3 6
n2

4
+ 3 6

(n+ 1)2

4
< q(n) + 1 6 |I|

ïðè n > 6. Ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, |Ĩ2| > 2.
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî |Ĩ| > q(n− 1) + 1. Åñëè n íå÷¼òíî, òî

|Ĩ| > |I| − n+ 1

2
>

(n+ 1)2

4
+ 1− n+ 1

2
=

(n− 1)(n+ 1)

4
+1 = q(n−1)+1.

Åñëè n ÷¼òíî, òî

|Ĩ| > |I| − n

2
>
n(n+ 2)

4
+ 1− n

2
=
n2

4
+ 1 = q(n− 1) + 1.

Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê íàáîðó Ĩ, íàõîäèì íîâûé
íàáîð öåëî÷èñëåííûõ îòðåçêîâ J̃ âíóòðè [2, n + 3] ñ |J̃ | > |Ĩ| è |J̃1| =
1. Òîãäà J̃1 = {d}, ãäå d åñòü äèàãîíàëü ìíîãîóãîëüíèêà Gn+2. Òàêèì
îáðàçîì, |J̃ | = |J̃1|+ |J̃2| 6 1 + p(d). Èìååì p(d) 6 q(n− 1), è ðàâåíñòâî
èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d = dmax åñòü ìàêñèìàëüíàÿ
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äèàãîíàëü â Gn+2. Ïîýòîìó, ìû ìîæåì çàìåíèòü J̃ íàáîðîì J ′ = J ′1 t J ′2,
ãäå J ′1 = {dmax} è J ′2 åñòü ìíîæåñòâî âñåõ äèàãîíàëåé Gn+2, êîòîðûå
ïåðåñåêàþò dmax â å¼ îòìå÷åííûõ òî÷êàõ. Äåéñòâèòåëüíî, ìû èìååì

(3.4) |J ′| = 1 + q(n− 1) > 1 + p(d) > |J̃ | > |Ĩ|.
Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå dmax â Gn+2 äèàãîíàëü, ñîîòâåòñòâóþùóþ îòðåçêó

[2, k], ãäå k =
[
n+7
2

]
, ìû çàìå÷àåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ, òàêæå, è ìàêñè-

ìàëüíîé äèàãîíàëüþ äëÿ Gn+3. Òåïåðü ïîëîæèì I ′1 = {dmax} è áåð¼ì â
êà÷åñòâå I ′2 îáúåäèíåíèå J ′2 è âñåõ äèàãîíàëåé, èñõîäÿùèõ èç 1 è ïåðå-
ñåêàþùèõ dmax. Ïîñêîëüêó ÷èñëî âíóòðåííèõ öåëûõ òî÷åê íà dmax åñòü[
n+1
2

]
, ìû ïîëó÷àåì èç (3.4) è (3.3)

|I ′| = 1 + |I ′2| = 1 + |J ′2|+
[
n+1
2

]
= |J ′|+

[
n+1
2

]
> |Ĩ|+

[
n+1
2

]
> |I|,

÷òî çàâåðøàåò ïåðåõîä èíäóêöèè. �

Ëåììà 3.15. Ïóñòü cc(PI) = 2, I = I1 t I2 è |I| > q + 1. Òîãäà ëèáî
|I1| = 1, ëèáî |I2| = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å |I1| > 2 è |I2| > 2. Ïî
Ëåììå 3.14, ìû ìîæåì íàéòè äðóãîé íàáîð I ′ = I ′1 t I ′2 òàêîé, ÷òî |I ′1| =
1 è |I ′| > |I| > q + 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |I ′1| = 1 äà¼ò I ′1 = {d} è
|I ′| 6 1 + p(d) 6 1 + q. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ëåììà 3.16. Ïóñòü cc(PI) = 2, I = I1 t I2 è |I| = q + 1. Òîãäà I1
ñîñòîèò èç îäíîé ìàêñèìàëüíîé äèàãîíàëè dmax, à I2 ñîñòîèò èç âñåõ
äèàãîíàëåé Gn+3, ïåðåñåêàþùèõ dmax.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî Ëåììå 3.15, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî I1 ñîñòî-
èò èç îäíîé äèàãîíàëè d. Òîãäà

1 + q = |I| = |I1|+ |I2| 6 1 + p(d) 6 1 + q,

÷òî äà¼ò íàì p(d) = q è |I2| = p(d). �

Ëåììà 3.17. Ïóñòü |I| > q + 1. Òîãäà cc(PI) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì |I| > q + 1 > l(n). Ïîýòîìó, cc(PI) 6 2, â ñèëó
Ëåììû 3.13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî cc(PI) = 2 è I = I1 t I2. Òîãäà |I1| = 1,
ïî Ëåììå 3.15, ò.å I1 = {d} è |I| 6 1 +p(d) 6 1 + q. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ |I| > q + 1. �

15



Òåïåðü ìû ìîæåì çàêîí÷èòü ïåðåõîä èíäóêöèè â äîêàçàòåëüñòâå Òåî-
ðåìû 3.9. Â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 2.4 è Ëåììû 3.16, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî
β−q,2(q+1)(P ) ðàâíî êîëè÷åñòâó ìàêñèìàëüíûõ äèàãîíàëåé ìíîãîóãîëü-
íèêà Gn+3. Ïîñëåäíåå ðàâíî n + 3, åñëè n ÷¼òíî, è n+3

2 , åñëè n íå÷¼òíî.

Òîò ôàêò, ÷òî β−i,2(i+1)(P ) ðàâíî íóëþ ïðè i > q + 1, âûòåêàåò èç Ñëåä-
ñòâèÿ 2.4 è Ëåììû 3.17. �

Ïðèâåä¼ì, òàêæå, ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ áèãðàäóèðîâàííûõ ÷èñåë Áåò-
òè äëÿ àññîöèýäðîâ Asn ïðè n 6 5, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì êîì-
ïüþòåðíîé ïðîãðàììû Macaulay 2, ñì. [5].
Òàáëè÷êè íèæå èìåþò n− 1 ñòðîê è m− n− 1 ñòîëáöîâ. ×èñëî, ñòîÿ-

ùåå íà ïåðåñå÷åíèè k-îé ñòðîêè è l-ãî ñòîëáöà ðàâíî β−l,2(l+k)(Asn), ãäå
1 6 l 6 m− n− 1 è 2 6 l + k 6 m− 2. Îñòàëüíûå áèãðàäóèðîâàííûå
÷èñëà Áåòòè ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì β0,0(Asn) = β−(m−n),2m(Asn) =
1, ñì. [3, Ch.8]. Áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè, êîòîðûå äàþòñÿ Òåîðå-
ìîé 3.9, îòìå÷åíû æèðíûì øðèôòîì.
1. n = 2, m = 5.

5 5

2. n = 3, m = 9.
15 35 24 3 0

0 3 24 35 15

3. n = 4, m = 14.
35 140 217 154 49 7 0 0 0

0 28 266 784 1094 784 266 28 0

0 0 0 7 49 154 217 140 35

4. n = 5, m = 20.
70 420 1089 1544 1300 680 226 44 4 0 0

0 144 1796 8332 20924 32309 32184 20798 8480 2053 264

0 0 12 264 2053 8480 20798 32184 32309 20924 8332

0 0 0 0 0 4 44 226 680 1300 1544

.

.

.

Òîïîëîãèÿ ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèé ZP , ñîîòâåòñòâóþùèõ àññîöèýä-
ðàì, ïîêà åù¼ ñëàáî èçó÷åíà äàæå äëÿ 3-ìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ P . Â ïî-
ñëåäíåì ñëó÷àå, êîëüöî êîãîìîëîãèé H∗(ZP ) îáëàäàåò íåòðèâèàëüíûìè
òðîéíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè Ìàññè, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Áàñêàêîâà (ñì. [3,
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�8.4] èëè [6, �5.3] ), îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ZP íå ÿâëÿåòñÿ
ôîðìàëüíûì â ñìûñëå ðàöèîíàëüíîé òåîðèè ãîìîòîïèé.

4. Ìíîãîãðàííèêè óñå÷åíèÿ

Ïóñòü P � ïðîñòîé n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê, è v ∈ P � åãî âåðøèíà.
Âûáåðåì ãèïåðãðàíü H òàêóþ, ÷òî H îòäåëÿåò v îò îñòàëüíûõ âåðøèí
è v ïðèíàäëåæèò ïîëîæèòåëüíîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó H>, îïðåäåëÿåìî-
ìó H. Òîãäà P ∩ H> áóäåò n-ìåðíûì ñèìïëåêñîì, à P ∩ H6 � ïðî-
ñòûì ìíîãîãðàííèêîì, êîòîðûé ìû íàçîâ¼ì óñå÷åíèåì P . Â òîì ñëó÷àå,
åñëè âûáîð ñðåçàåìîé âåðøèíû ÿñåí èç êîíòåêñòà èëè íåâàæåí, ìû áó-
äåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå vc(P ). Ìû, òàêæå, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
vck(P ) ìíîãîãðàííèê, ïîëó÷àþùèéñÿ èç P ïîñëåäîâàòåëüíûì óñå÷åíèåì,
ïðèìåí¼ííûì k ðàç.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðû ðàññìîòðèì ìíîãî-

ãðàííèê vck(∆n), ãäå ∆n åñòü n-ìåðíûé ñèìïëåêñ, n > 2. Áóäåì íàçûâàòü
vck(∆n) ìíîãîãðàííèêîì óñå÷åíèÿ; ó íåãî, î÷åâèäíî, m = n + k + 1 ãè-
ïåðãðàíåé. Çàìåòèì, ÷òî êîìáèíàòîðíûé òèï vck(∆n) çàâèñèò îò âûáîðà
ñðåçàåìûõ âåðøèí ïðè k > 3, îäíàêî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå îòðàçèòñÿ íà
íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ.
Ðàññìîòðèì, òàêæå, ñèìïëèöèàëüíûé ìíîãîãðàííèê Q, äâîéñòâåííûé

ê vck(∆n). Îí èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì ìíîãîãðàííèêà ïèðàìèäàëüíîé
íàäñòðîéêè è ïîëó÷àåòñÿ èç ∆n ïîñëåäîâàòåëüíûì äîáàâëåíèåì ïèðà-
ìèä íàä ãèïåðãðàíÿìè.
×èñëà Áåòòè äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ óñå÷åíèÿ áûëè âû÷èñëåíû â [10], íî

ãðàäóèðîâêà, èñïîëüçîâàííàÿ òàì, îòëè÷íà îò íàøåé. Ìû ôîðìóëèðóåì
ýòîò ðåçóëüòàò íèæå è äà¼ì åãî äîêàçàòåëüñòâî ñ íåñêîëüêî îòëè÷àþùåé-
ñÿ îò [10] àðãóìåíòàöèåé, èñïîëüçóÿ íàøó 'òîïîëîãè÷åñêóþ' ãðàäóèðîâêó
è îáîçíà÷åíèÿ.
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Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü P = vck(∆n) � ìíîãîãðàííèê óñå÷åíèÿ. Òîãäà äëÿ
n > 3 áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè äàþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

β−i,2(i+1)(P ) = i

(
k + 1

i+ 1

)
,

β−i,2(i+n−1)(P ) = (k + 1− i)
(

k + 1

k + 2− i

)
,

β−i,2j(P ) = 0, äëÿ i+ 1 < j < i+ n− 1.

Îñòàëüíûå áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè � íóëåâûå, êðîìå

β0,0(P ) = β−(m−n),2m(P ) = 1.

Çàìå÷àíèå. Ïåðâàÿ èç ôîðìóë âûøå áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå [4] êîìáè-
íàòîðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷í¼ì ñ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ áèãðàäóèðîâàííûõ ÷èñåë
Áåòòè ïðè îäíîì óñå÷åíèè. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíûé ïðîñòîé ìíîãî-
ãðàííèê è P ′ = vc(P ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q è Q′ äâîéñòâåííûå ñèìïëèöè-
àëüíûå ìíîãîãðàííèêè, ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç K è K ′ � èõ ãðàíè÷íûå
ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû. Òîãäà Q′ ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ äîáàâëå-
íèÿ ïèðàìèäû ñ âåðøèíîé v íàä ãèïåðãðàíüþ F ìíîãîãðàííèêà Q. Ìû,
òàêæå, ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ V , V ′ è V (F ) äëÿ ìíîæåñòâà âåðøèí Q, Q′

è F , ñîîòâåòñòâåííî, òàê ÷òî V ′ = V ∪ v.
Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ôîðìóëû îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé ëåììå:

Ëåììà 4.2. Ïóñòü P � ïðîñòîé n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê ñ m ãèïåð-
ãðàíÿìè, è P ′ = vc(P ). Òîãäà:

β−i,2(i+1)(P ′) =

(
m− n
i

)
+ β−(i−1),2i(P ) + β−i,2(i+1)(P ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 2.3 ïðè j = i+ 1, ìû ïîëó÷àåì:

β−i,2(i+1)(P ′) =
∑

W⊂V ′, |W |=i+1

dim H̃0(K
′
W )

=
∑

W⊂V ′, v∈W, |W |=i+1

dim H̃0(K
′
W )(4.1)

+
∑

W⊂V ′, v /∈W, |W |=i+1

dim H̃0(K
′
W ).(4.2)

Ñóììà (4.2) ðàâíà β−i,2(i+1)(P ) ïî òîé æå Òåîðåìå 2.3.
Äëÿ ñóììû (4.1) ïîëó÷èì: âî ìíîæåñòâå W èìååòñÿ i 'ñòàðûõ' âåðøèí

è îäíà 'íîâàÿ' v. Ïîýòîìó, ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò K ′W (íà åäèíèöó

áîëüøåå ðàçìåðíîñòè H̃0(K
′
W )) ëèáî îñòà¼òñÿ òåì æå (åñëè W ∩ F 6=

∅), ëèáî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 (åñëè W ∩ F = ∅, è, â ýòîì ñëó÷àå, íîâàÿ
ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åñòü íîâàÿ âåðøèíà v). Êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ W
ïîñëåäíåãî òèïà ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ âûáðàòü i âåðøèí èçm−n 'ñòàðûõ'
âåðøèí, íå ëåæàùèõ â F . Ñóììà (4.1), òàêèì îáðàçîì, äà¼òñÿ ôîðìóëîé∑

W⊂V,|W |=i

dim H̃0(KW ) +

(
m− n
i

)
= β−(i−1),2i(P ) +

(
m− n
i

)
,

â êîòîðîé ìû ñíîâà èñïîëüçîâàëè Òåîðåìó 2.3. �

Òåïåðü ïåðâàÿ èç ôîðìóë Òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò ïî èíäóêöèè ïî ÷èñëó
óñå÷åíèé, åñëè èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî, î÷åâèäíî, β−i,2(i+1)(∆n) = 0
äëÿ âñåõ i è Ëåììó 4.2.

Âòîðàÿ ôîðìóëà â óòâåðæäåíèè îñíîâíîé òåîðåìû âûòåêàåò èç áèãðà-
äóèðîâàííîé äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå, ñì. Òåîðåìó 2.2.

Äîêàçàòåëüñòâî òðåòüåé ôîðìóëû îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåé ëåììå:

Ëåììà 4.3. Ïóñòü P � ìíîãîãðàííèê óñå÷åíèÿ, K � ñèìïëèöèàëüíûé
êîìïëåêñ äâîéñòâåííîãî ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà, V � ìíîæå-
ñòâî âåðøèí K, è W � íåïóñòîå, ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî V . Òî-
ãäà:

H̃i(KW ) = 0 äëÿ i 6= 0, n− 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó m =
|V | âåðøèí êîìïëåêñà K. Åñëè m = n+ 1, òî P � n-ìåðíûé ñèìïëåêñ, è
KW ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàåìûì äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî, ñîáñòâåííîãî ïîäìíî-
æåñòâà W ⊂ V .
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü øàã èíäóêöèè, ðàññìîòðèì V ′ = V ∪ v, è

V (F ) � òî æå, ÷òî è â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé Òåîðåìû 4.1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ V , è ïóñòü W � íåïóñòîå,
ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî V ′.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå 5 âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ.

Case 1: v ∈ W, W ∩ V (F ) 6= ∅.
Åñëè V (F ) ⊂ W , òî K ′W ïîäðàçáèåíèå KW−{v}.
Åñëè æå W ∩ V (F ) 6= V (F ), òî èìååì:

K ′W = KW−{v} ∪K ′W∩V (F )∪{v}, KW−{v} ∩K ′W∩V (F )∪{v} = KW∩V (F ),

à òîãäà è KW∩V (F ), è K
′
W∩V (F )∪{v} ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, ñòÿãèâàåìûìè. Ñ

ïîìîùüþ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà�Âüåòîðèñà, ïîëó÷àåì:

H̃i(K
′
W ) ∼= H̃i(KW−{v}).

Case 2: v ∈ W, W ∩ V (F ) = ∅.
Â ýòîì ñëó÷àå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî: K ′W = KW−{v} t {v}. Îòñþäà èìååì:

H̃i(K
′
W ) ∼=

{
H̃i(KW−{v})⊕ k, ïðè i = 0;

H̃i(KW−{v}), ïðè i > 0.

Case 3: W = V ′ − {v} = V.
Â ýòîì ñëó÷àå, K ′W � ñèìïëèöèàëüíûé (n− 1)-äèñê è, ïîòîìó, ñòÿãè-

âàåì.
Case 4: v 6∈ W, V (F ) ⊂ W, W 6= V.
Ìû èìååì:

KW = K ′W ∪ F, K ′W ∩ F = ∂F,

ãäå ∂F îáîçíà÷àåò ãðàíèöó ãèïåðãðàíè F . Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, ∂F åñòü
ñèìïëèöèàëüíàÿ (n− 2)-ñôåðà, à F åñòü ñèìïëèöèàëüíûé (n− 1)-äèñê,
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òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà�Âüåòîðèñà äà¼ò:

H̃i(K
′
W ) ∼=

{
H̃i(KW ), ïðè i < n− 2;

H̃i(KW )⊕ k, ïðè i = n− 2.

Case 5: v 6∈ W, V (F ) 6⊂ W. Â ýòîì ñëó÷àå, ìû ïîëó÷àåì ñðàçó, ÷òî
K ′W
∼= KW .

Èòàê, âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ, ìû ïîëó÷èëè:

H̃i(K
′
W ) ∼= H̃i(KW−{v}) = 0 äëÿ 0 < i < n− 2,

÷åì è çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî íàøåé ëåììû ïî ïðèíöèïó ìàòåìà-
òè÷åñêîé èíäóêöèè. �

Òåïåðü òðåòüÿ èç ôîðìóë Òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò èç Òåîðåìû 2.3 è Ëåì-
ìû 4.3.
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò èç [3, Ñëåä. 8.19]. �

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû âêëþ÷èëè â ýòîò ðàçäåë âû÷èñëåíèå áè-
ãðàäóèðîâàííûõ ÷èñåë Áåòòè â ñëó÷àå n = 2, ò.å., êîãäà P åñòü ìíîãî-
óãîëüíèê.

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Åñëè P = vck(∆2) åñòü (k + 3)-óãîëüíèê, òî

β−i,2(i+1)(P ) = i

(
k + 1

i+ 1

)
+ (k + 1− i)

(
k + 1

k + 2− i

)
,

β0,0(P ) = β−(k+1),2(k+3)(P ) = 1,

β−i,2j(P ) = 0, èíà÷å.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî âû÷èñëåíèå áûëî ïðîäåëàíî â [3, Ïðèìåð 8.21].
Ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí, òàêæå, èç ðàññìîòðåíèÿ òî÷íîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè Ìàéåðà�Âüåòîðèñà, êàê â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 4.1. �

Ñëåäñòâèå 4.5. Áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè ìíîãîãðàííèêîâ óñå-
÷åíèÿ P = vck(∆n) çàâèñÿò òîëüêî îò èõ ðàçìåðíîñòè è ÷èñëà ãèïåð-
ãðàíåé P è íå çàâèñÿò îò êîìáèíàòîðíîãî òèïà P . Áîëåå òîãî, ÷èñëà
β−i,2(i+1) íå çàâèñÿò è îò ðàçìåðíîñòè n.

Òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèé ZP
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Òåîðåìà 4.6 (ñì.[1, Theorem 6.3]). Ïóñòü P = vck(∆n) åñòü ìíîãîãðàí-
íèê óñå÷åíèÿ. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèå ZP
äèôôåîìîðôíî ñâÿçíîé ñóììå ïðîèçâåäåíèé ñôåð:

k

#
j=1

(
Sj+2 × S2n+k−j−1)#j(k+1

j+1),

ãäå ÷åðåç X#k îáîçíà÷åíà ñâÿçíàÿ ñóììà k êîïèé X.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷èñëà Áåòòè ñâÿçíîé ñóììû, ñì. âûøå, ñîãëàñîâàíû
ñ áèãðàäóèðîâàííûìè ÷èñëàìè Áåòòè ìíîãîãðàííèêà P , ñì. (2.3).
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