
1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Â ðàáîòå âû÷èñëåíû áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîãðàííèêàì ÑòàøåôôàKn+2 ïðè n ≤ 5 è ìíîãîãðàííèêàì
óñå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñðåçàåìûõ âåðøèí.
Áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè â ïðèìåðàõ íàéäåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàì�
ìíîé ñðåäû Macaulay2.

2 Áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè ìîìåíò-óãîë-

ìíîãîîáðàçèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîãðàííè�

êàì Kn+2.

Â äàëüíåéøåì, ïóñòü n îáîçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü, à m - ÷èñëî ãèïåðãðàíåé (âåðøèí)
ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòûõ (ñèìïëèöèàëüíûõ) ìíîãîãðàííèêîâ. Åñòü íåñêîëüêî
ñïîñîáîâ êîìáèíàòîðíîãî îïðåäåëåíèÿ ìíîãîãðàííèêà Ñòàøåôôà Kn+2. Äåòàëè
ìîæíî íàéòè â [3, Lecture II]. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì:

Òåîðåìà 2.1 (ñì. [3, Lecture II, Theorem 5.1]). Ñóùåñòâóåò âëîæåíèå

J : Kn+1 → Rn−1

ñ îáðàçîì

y = (y1, · · · , yn−1) : 0 ≤ yl ≤ l · (n− l), yi − yi+l ≤ i · l,

ãäå l = 1, · · · , n− 1, i = 1, · · · , n− l − 1.

Îáîçíà÷èì

Li,l = {y ∈ Rn−1 : yi − yi+l ≤ i · l, 1 ≤ l ≤ n− 1, 0 ≤ i ≤ n− l, y0 = yn = 0}.

Òîãäà íàøå îïèñàíèå çàäà¸ò îáðàç ìíîãîãðàííèêà Kn+1 êàê ïåðåñå÷åíèå (n−1)-
ìåðíîãî êóáà ñî âñåìè ìíîæåñòâàìè Li,l. Óòâåðæäåíèå [3, Lecture II, Cor 6.2]
ñâîäèò ïîëó÷åíèå áèãðàäóèðîâàííûõ ÷èñåë Áåòòè ê êîìáèíàòîðíîé çàäà÷å î
íàõîæäåíèè ÷èñëà âñåõ ïàð íåïåðåñåêàþùèõñÿ äèàãîíàëåé ñîîòâåòñòâóþùåãî
ìíîãîóãîëüíèêà. Â ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå ïðèìåðàõ áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà
Áåòòè ïîëó÷àþòñÿ íà âûõîäå ïðîãðàììû, ñîñòîÿùåé èç ñëåäóþùèõ êîìàíä â
ïðîãðàììíîé ñðåäå Macaulay2:

kk = ZZ/32749,
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ringP = kk[v1, · · · , vm],

I = ideal(· · · ),

bettires(ringP 1/I).

Â 1-îé ñòðîêå ìû ãåíåðèðóåì îñíîâíîå ïîëå, â 3-åé ñòðîêå, â ñêîáêàõ, ñòîÿò
ìîíîìû âèäà vi · vj, ïîðîæäàþùèå ñîîòâåòñòâóþùèé èäåàë Ñòåíëè-Ðàéñíåðà,
êîìàíäà res â ïîñëåäíåé ñòðîêå ñòðîèò ìèíèìàëüíóþ ðåçîëüâåíòó, à êîìàíäà
betti âûäàåò ìîùíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèíèìàëüíûõ áàçèñîâ. Ïðèâåäåì ðåçó�
ëüòàò ðàáîòû îïèñàííîé âûøå ïðîãðàììû ïðè n ≤ 5. Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ
ðàññìîòðåíèé, ìû áóäåì çàïèñûâàòü ïîëó÷àþùèåñÿ ÷èñëà êàê ìíîæåñòâà èç
(n− 1) âåêòîðà, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ β−i,2·j, i = 1, · · · ,m− n− 1, ãäå
j − i = 1, · · · , n− 1.Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, β0,0 = β−(m−n),2·m = 0.
ïðèìåðû:

1. n = 2,m = 5
(5, 5)

2. n = 3,m = 9
(15, 35, 24, 3, 0)

(0, 3, 24, 35, 15)

3. n = 4,m = 14
(35, 140, 217, 154, 49, 7, 0, 0, 0)

(0, 28, 266, 784, 1094, 784, 266, 28, 0)

(0, 0, 0, 7, 49, 154, 217, 140, 35)

4. n = 5,m = 20

(70, 420, 1089, 1544, 1300, 680, 226, 44, 4, 0, 0, 0, 0, 0)

(0, 144, 1796, 8332, 20924, 32309, 32184, 20798, 8480, 2053, 264, 12, 0, 0)

(0, 0, 12, 264, 2053, 8480, 20798, 32184, 32309, 20924, 8332, 1796, 144, 0)

(0, 0, 0, 0, 0, 4, 44, 226, 680, 1300, 1544, 1089, 420, 70)

Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðîâ ìîæíî âûñêàçàòü ñëåäóþùåå ïðåäïî�
ëîæåíèå:
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Òåîðåìà 2.2 Äëÿ ìíîãîãðàííèêà Ñòàøåôôà Kn+2, âëîæåííîãî â Rn :
ïðè n ≥ 2 âûïîëíÿåòñÿ

β−i,2·(n+i−1) = 0, i = 1, · · · , 2 · n− 5,

β−(2·n−4),2·(3·n−5) =

{
n+ 3, åñëè n - ÷¸òíî;
n+3

2
, åñëè n - íå÷¸òíî.

Ïî-âèäèìîìó, òàêîãî æå òèïà "ìèíèìàëüíûå"ñâîéñòâà åñòü è ó äðóãèõ íåñòîýäð�
îâ (ñòåëëîýäðîâ, ïåðìóòîýäðîâ, öèêëîýäðîâ), òî÷íî ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü
ïîäîáíûå óòâåðæäåíèÿ ïîêà íå óäàëîñü.

3 Áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè ìîìåíò-óãîë-

ìíîãîîáðàçèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîãðàííè�

êàì óñå÷åíèÿ.

Äàäèì ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå.Íàçîâåììíîãîãðàííèêîì óñå÷åíèÿ P (n, k) ïðîñòîé ìíîãîãðà�
ííèê, ïîëó÷àþùèéñÿ èç ñèìïëåêñà ðàçìåðíîñòè n ïîñëåäîâàòåëüíîé ñðåçêîé k
âåðøèí.
Èñïîëüçóÿ ââåä¸ííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî k = m− n− 1.
Äâîéñòâåííûé ê P (n, k) ñèìïëèöèàëüíûé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿìíîãîãðàí�
íèêîì ïèðàìèäàëüíîé íàäñòðîéêè Q(n, k). Îí ïîëó÷àåòñÿ èç ñèìïëåêñà
ðàçìåðíîñòè n ïîñëåäîâàòåëüíîé íàäñòðîéêîé êîíóñîâ íàä ãèïåðãðàíÿìè. Î÷åâè�
äíî, äàëåå, ÷òî äëÿ k = 1 è k = 2 êîìáèíàòîðíûé òèï ïîëó÷åííîãî ìíîãîãðàííè�
êà íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèå èìåííî âåðøèíû ñðåçàþòñÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè
k ≥ 3 ýòî óæå íå òàê.

ÏóñòüQ ≡ Q(n, k),V - ìíîæåñòâî åãî âåðøèí, è ñèìïëèöèàëüíûé ìíîãîãðàí�
íèê Q

′
ïîëó÷àåòñÿ èç Q îäíîé íàäñòðîéêîé êîíóñà ñ âåðøèíîé v íàä íåêîòîðîé

ãèïåðãðàíüþ σ, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîé îáîçíà÷èì ÷åðåç V (σ). Ïóñòü òàêæå
V

′
- ìíîæåñòâî âåðøèí Q

′
,W ⊂ V

′
è KW - ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå

âåðøèí èç W â ñìûñëå [1, ñòð. 44].
Èñõîäÿ èç ôîðìóëû Õîõñòåðà (ñì. [1, Òåîðåìà 3.17]) çàäàäèìñÿ ñëåäóþùèì

âîïðîñîì: ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ïðèâåäåííûìè ãîìîëîãèÿìè ïîëíûõ ïîäêîìïëåêñîâ
KW íàä íåêîòîðûì îñíîâíûì ïîëåì k ïðè ïåðåõîäå îò Q ê Q

′
? Ðàññìîòðèì

4 ëîãè÷åñêè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ (ïðè ýòîì ó íàñ âñþäó W åñòü ñîáñòâåííîå
ïîäìíîæåñòâî V

′
)
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1. v ∈ W,W ∩ V (σ) 6= ∅
Åñëè V (σ) ⊂ W, òî ‖K ′

W‖ ∼= ‖KW−{v}‖. Åñëè W ∩ V (σ) 6= V (σ), òî ìû
èìååì:

KW−{v} ∪KW∩V (σ)∪{v}′ = K
′

W , KW−{v} ∩KW∩V (σ)∪{v}′ = KW∩v(σ).

ÍîKW∩V (σ) èK
′

W∩V (σ)∪{v} - â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ñòÿãèâàåìû. Ïðèìåíÿÿ,
ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì âûøå, òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-Âüåòîðè�
ñà, ïîëó÷àåì:

H̃i(K
′

W , k) ∼= H̃i(kW−{v}, k).

2. v ∈ W,W ∩ V (σ) = ∅
Â ýòîì ñëó÷àå ÿñíî, ÷òî K

′
W = KW−{v} t {v}. Îòñþäà èìååì:

dimkH̃i(K
′

W , k) =

{
dimkH̃i(KW−{v}, k) + 1, ïðè i = 0;

dimkH̃i(KW−{v}, k), ïðè i > 0.

3. v 6∈ W,V (σ) ⊂ W,W 6= V

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ∆σ âñåõ ïîäìíîæåñòâ V (σ). Òîãäà ãðàíèöåé ýòîãî
ìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü δ = ∆σ − V (σ). Î÷åâèäíî, â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå áóäåì èìåòü:

K
′

W ∪∆σ = KW , K
′

W ∩∆σ = δ,

(óíè÷òîæàåòñÿ ëèøü ñàìà áûâøàÿ ãèïåðãðàíü F.) Íî ÿñíî, ÷òî δ - ñèìïëè�
öèàëüíàÿ (n − 2)−ñôåðà, à ∆σ - ñèìïëèöèàëüíûé (n − 1)−øàð. Òîãäà
çàïèñûâàÿ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-Âüåòîðèñà è îòäåëüíî ðàññ�
ìàòðèâàÿ çíà÷åíèå i = (n− 1), ïîëó÷èì:

dimkH̃i(K
′

W , k) =

{
dimkH̃i(KW , k), ïðè i < (n− 2);

dimkH̃i(KW , k) + 1, ïðè i = (n− 2).

4. v 6∈ W,V (σ) 6⊂ W

Â ýòîì ñëó÷àå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî K
′
W ≡ KW . Ïîýòîìó:

dimkH̃i(K
′

W , k) = dimkH̃i(KW , k),∀i.
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Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü íàøå
Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå.

Ïðè n ≥ 3 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ áèãðàäóèðîâàííûõ ÷èñåë
Áåòòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòûì ìíîãîãðàííèêàì P (n, k):

β−i,2·(i+1) = i ·
(
k + 1

i+ 1

)
,

β−i,2·(i+n−1) = (k + 1− i) ·
(

k + 1

k + 2− i

)
,

β−i,2·j = 0, j 6= i+ 1, i+ n− 1;

ïðè n = 2 èìåþò ìåñòî ôîðìóëû:

β−i,2·(i+1) = i ·
(
k + 1

i+ 1

)
+ (k + 1− i) ·

(
k + 1

k + 2− i

)
,

β−i,2·j = 0, j 6= i+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïåðâàÿ ôîðìóëà äîêàçàíà â ðàáîòå [4]; âòîðàÿ - î÷åâèäíîå
åå ñëåäñòâèå, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ äâîéñòâåííîñòüþ Ïóàíêàðå. Ôîðìóëû èç
ñëó÷àÿ n = 2 - î÷åâèäíû ïîëó÷àþòñÿ èç àíàëîãè÷íûõ ôîðìóë äëÿ áîëüøèõ n èç
ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè (íàïðèìåð, íåíóëåâîé ýëåìåíò òàáëè÷êè ÷èñåë Áåòòè
- ñóììà äâóõ åìó ñîîòâåòñòâóùèõ íåíóëåâûõ æå ýëåìåíòîâ èç ñëó÷àÿ áîëåå
âûñîêîé ðàçìåðíîñòè). Äîêàæåì òåïåðü îñòàâøååñÿ óòâåðæäåíèÿ î íóëåâûõ
÷èñëàõ Áåòòè, òî÷íåå:

Òåîðåìà 3.1 Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

H̃i(KW , k) = 0,∀i 6= 0, n− 2,∀∅6= W ( V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëèm = n+1, òî P (n, k) - n-ìåðíûé ñèìïëåêñ, à çíà÷èò,KW -
ñòÿãèâàåì. Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: ïóñòü òåîðåìà âåðíà äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ
ïîäìíîæåñòâ W èç V ïðè âñåõ i 6= 0, n− 2 è ïóñòü, òàêæå, W - ñîáñòâåííîå
ïîäìíîæåñòâî V

′
. ÅñëèW = v

′−{v} = V, òîK
′
W - ñèìïëèöèàëüíûé (n−1)−øàð

è ïîòîìó óòâåæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî. ÅñëèW = {v}, òî óòâåðæäåíèå òàê
æå âåðíî. Â îáùåì æå ñëó÷àå ìû, ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå ïðè ðàññìîòðåíèè
ñëó÷àåâ, áóäåì èìåòü:

dimkH̃i(K
′

W , k) = dimkH̃i(KW−{v}, k) = 0;
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Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Èç íàøèõ ðàññìîòðåíèé ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå.

Áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãîãðàííèêó P (n, k) è
äâîéñòâåííîìó ê íåìó ìíîãîãðàííèêó Q(n, k), íå çàâèñÿò îò êîìáèíàòîðíîãî
òèïà ïîñëåäíèõ, à ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå j = i + 1 íå çàâèñÿò, òàêæå, è
îò ðàçìåðíîñòè îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

Â çàêëþ÷åíèå, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé èíòåðåñíûé
Ïðèìåð.

Â [2, Theorem 6.3] ñôîðìóëèðîâàí òàêîé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3.2 Ïóñòü X - ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãî�
ãðàííèêó P (n, k). Òîãäà X äèôôåîìîðôíî ñâÿçíîé ñóììå ïðîèçâåäåíèé ñôåð:

]kj=1j ·
(
k + 1

j + 1

)
S2+j × S2·n+k−j−1.

Â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì îñíîâíûì óòâåðæäåíèåì, êîýôôèöèåíòû â ýòîé
ôîðìóëå äàþò âîçìîæíîñòü íàéòè ïîëíûå ÷èñëà Áåòòè äëÿ X, äëÿ ÷åãî ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

dimkH
k(ZP ) =

∑
−i+2·j=k

β−i,2·j(P ).

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ:

b3 = β−1,4 =

(
k + 1

2

)
=

(
m− n

2

)
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè k = m − n − 1, i = 1, j = 2 â íàøå
îñíîâíîå óòâåðæäåíèå.
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