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2 ÄÈÏËÎÌÍÀß ÐÀÁÎÒÀ

1. Ââåäåíèå

Ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñû âïåðâûå áûëè ââåäåíû â ðàáîòàõ [2] è [3]. Ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñ ZK ñî-
ïîñòàâëÿåòñÿ êîíå÷íîìó àáñòðàêòíîìó ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñóK íà ìíîæåñòâå [m] = {1, 2, . . . ,m}
è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå îáúåäèíåíèå äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé äèñêîâ è îêðóæíîñòåé. Êîí-
êðåòíåå,

ZK =
⋃
I∈K

BI ⊂ Dm,

ãäå Dm � åäèíè÷íûé ïîëèäèñê â ïðîñòðàíñòâå Cm, îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ñèì-
ïëåêñàì I = {i1, . . . ik} ∈ K, à

BI = {(z1, ..., zn) ∈ Dm : |zi|2 = 1, i /∈ I}.
Ïî-äðóãîìó, ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå (D2, S1)K.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äîïîëíåíèå ê ïîñòðîåííîìó ïî ýòîìó æå ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó K íà-
áîðó êîîðäèíàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Cm äåôîðìàöèîííî ðåòðàãèðóåòñÿ íà ZK è ïîýòîìó èìååò
òå æå ãðóïïû ãîìîòîïèé è ãîìîëîãèé. Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîâ, íàïðèìåð,
óäîáíî èçó÷àòü äîïîëíåíèÿ ê êîîðäèíàòíûì ïîäðîñòðàíñòâàì â Cm. Êðîìå òîãî, ãîìîëîãè÷åñêèå
èíâàðèàíòû êîëåö ãðàíåé ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû ãåîìåòðè÷åñêè â òåðìèíàõ êîãîìîëîãèé
ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîâ.

Ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìïëèöèàëüíûì âååðàì è, â ÷àñòíîñòè, ñèìïëèöè-
àëüíûì ìíîãîãðàííèêàì, ìîãóò áûòü íàäåëåíû ãëàäêîé ñòðóêòóðîé. Îíè è íàçûâàþòñÿ ìîìåíò-óãîë
ìíîãîîáðàçèÿìè. Ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿ ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè òàêæå äîïóñêàþò êîìïëåêñíî-
àíàëèòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó è îáðàçóþò âàæíîå è èíòåðåñíîå ñåìåéñòâî íåêýëåðîâûõ êîìïëåêñíûõ
ìíîãîîáðàçèé. Îäíèì èç îñíîâíûõ èíâàðèàíòîâ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ
êîãîìîëîãèè Äîëüáî è èõ ðàçìåðíîñòè - ÷èñëà Õîäæà. Êîãîìîãîëîãèè Äîëüáî êîìïëåêñíîãî ìîìåíò-
óãîë ìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî îïèñûâàòü â òåðìèíàõ êîìáèíàòîðíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ, çàäàþùèõ
êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ êîãîìîëîãèè Äîëüáî ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿ ZK
ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè êîãîìîëîãèé ñîîòâåòñòâóþùåãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå âû÷èñëÿþòñÿ êîãîìîëîãèè Äîëüáî äâóõ ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ÷åòûðåõ- è ïÿòèóãîëüíèêó ñ íåêîòîðîé çàäàííîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé.
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2. Òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòðåõ- è ïÿòèóãîëüíèêó è èõ

êîãîìîëîãèè

Òåîðåìà 1. (Äàíèëîâ-Þðêåâè÷)
Ïóñòü VΣ � íåîñîáîå êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîë-

íîìó ðåãóëÿðíîìó âååðó Σ â NR ∼= Rn. Òîãäà êîëüöî êîãîìîëîãèé VΣ çàäàåòñÿ êàê

H∗(VΣ;Z) ∼= Z[v1, ..., vm]/I,
ãäå v1, ..., vm ∈ H2(VΣ) - êëàññû êîãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûå èíâàðèàíòíûì äèâèçîðàì, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì îäíîìåðíûì êîíóñàì Σ, è I - èäåàë, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàìè äâóõ òèïîâ:

(a) vi1 , ..., vik ïðè {i1, ..., ik} /∈ KΣ (îòíîøåíèÿ Ñòåíëè-Ðàéñíåðà)
(b)

∑m
j=1〈aj , u〉vj äëÿ ëþáîãî ∀u ∈ N∗.

Âû÷èñëåíèå êîãîìîëîãèé òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïî ìíîãîóãîëüíèêó. Â ÷àñòíîì ñëó-
÷àå n = 2 ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïèñàíèå òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî-
óãîëüíèêàì. Ïóñòü äàí m-óãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ïðîíóìåðîâàíû ïîñëåäîâàòåëüíî îò 1 äî m.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò ìíîãîóãîëüíèê îïðåäåëÿåò íåîñîáûé âååð.

Ïóñòü ai = (a1i, a2i) � ïðèìèòèâíûé íîðìàëüíûé âåêòîð ê i-é ñòîðîíå ìíîãîóãîëüíèêà, íàïðàâ-
ëåííûé âíóòðü. Çàïèøåì ýòè âåêòîðû â âèäå ìàòðèöû:

A =

(
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

)
.

Òîãäà êîãîìîëîãèè ñîîòâåòñòâóþùåãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ñîãëàñíî òåîðåìå Äàíèëîâà-
Þðêåâè÷à, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ôàêòîð-àëãåáðó àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ Z[v1, ..., vm] ïî ñîîòíîøå-
íèÿì ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ:

(a) vivj = 0, ãäå i, j � ïàðà íåñìåæíûõ ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà.
(b) AV = 0, ãäå V = (v1, ...vm)T .

Êîãîìîëîãèè òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ñëó÷àå ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Â ñëó÷àå ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêà ñ ìàòðèöåé íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ A =

(
1 0 −1 −1
0 1 0 −1

)
ýòè ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

v1 − v3 − v4 = 0, v2 − v4 = 0, v1v3 = 0, v2v4 = 0.

Èç âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì v2
4 = 0.

Âîçâåäÿ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå v1 − v3 = v4 â êâàäðàò, ïîëó÷àåì v2
1 − 2v1v3 + v2

3 = v2
4 = 0. Ñ ó÷åòîì

òîãî, ÷òî v1v3 = 0, ïîëó÷àåì v2
1 = v2

3 . Òàê êàê ó íàñ åñòü ÷åòûðå îáðàçóþùèõ è äâà ëèíåéíûõ
îáðàçóþùèõ ñîîòíîøåíèÿ, âñå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äâå ïåðåìåííûå.

Íàïðèìåð, ïîñëå çàìåíû u1 = v1, u2 = v3 ïîëó÷àåì:

H∗(V ) ∼= Z[u1, u2]/u2
1 = −u2

2, u1u2 = 0.

Êîãîìîëîãèè òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ñëó÷àå ïÿòèóãîëüíèêà. Â ñëó÷àå ïÿòèóãîëüíèêà
ñ ìàòðèöåé íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ

(2.1) A =

(
1 0 −1 −1 0
0 1 −1 0 −1

)
îáðàçóþùèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä
v1 − v3 − v4 = 0, v2 − v3 − v5 = 0, v1v4 = 0, v2v3 = 0, v1v3 = 0, v2v3 = 0, v4v5 = 0.
Ðàññìîòðèì çàìåíó v1 + v5 = u1, v4 = u2, v5 = u3.
Ïîñëå çàìåíû àëãåáðà ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä: C[u1, u2, u3]/u2

1 = −u2
2 = −u2

3, u1u2 = u1u3 =
u2u3 = 0.

Ýòî êîëüöî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöî êîãîìîëîãèé ñâÿçíîé ñóììû CP2#CP2#CP2. Ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî íàøå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíî ýòîé ñâÿçíîé ñóììå.
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3. Êîãîìîëîãèè Äîëüáî ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷åòûðåõ- è

ïÿòèóãîëüíèêó

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü Ωp,q(M) � ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì òèïà (p, q)
íà êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè M . Ãðóïïà êîãîìîëîãèé Äîëüáî îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Hp,q

∂̄
(M) = Zp,q

∂̄
(M)/∂̄(Ωp,q−1(M)),

ãäå Zp,q
∂̄

(M) � ïðîñòðàíñòâî ∂̄-çàìêíóòûõ ôîðì òèïà (p, q). Èç ñîîòíîøåíèÿ ∂2/∂z̄i∂z̄j = ∂2/∂z̄j∂z̄i

âûòåêàåò ∂̄2 = 0 íà Ωp,q(M), òàê ÷òî ∂̄(Ωp,q(M)) ⊂ Zp,q+1

∂̄
(M), è êîãîìîëîãèè Äîëüáî îïðåäåëåíû

êîððåêòíî.

Îïåðàòîðû ∂̄ : Ωp,q(M)→ Ωp,q+1(M), ∂ : Ωp,q(M)→ Ωp+1,q(M) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
∂̄ = π(p,q+1) ◦ d, ∂ = π(p+1,q) ◦ d (ò.å. ∂ + ∂̄ = d).

Ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ââîäèòü êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðà-
çèè ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåìó ñèìïëèöèàëüíîìó âååðó.

Êîíñòðóêöèÿ 1 (êîíñòðóêöèÿ 6.6.1 â [1]). Ïóñòü äàí ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé âååð Σ â n-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå NR, è A � ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû ïðèìèòèâíûõ âåêòîðîâ
a1, . . . , am âäîëü îäíîìåðíûõ êîíóñîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîm−n ÷åòíî (ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ,
äîáàâèâ ¾ïóñòîé¿ îäíîìåðíûé êîíóñ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âåêòîðîì ai = 0). Ïîëîæèì m− n = 2l.

Âûáåðåì êîìïëåêñíîå l-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Cm, ïðîåêòèðóþùååñÿ èçîìîðôíî íà (m −
n)-ìåðíîå âåùåñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî KerA ⊂ Rm. Áîëåå òî÷íî, ïóñòü c ∼= Cl, è âûáåðåì C-
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Ψ : c→ Cm, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

(a) Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé c
Ψ→ Cm Re→ Rm � ìîíîìîðôèçì.

(b) Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé c
Ψ→ Cm Re→ Rm A→ NR � íîëü.

Ââåä¼ì ñëåäóþùóþ ãîëîìîðôíóþ, íî íå àëãåáðàè÷åñêóþ ïîäãðóïïó â àëãåáðàè÷åñêîì òîðå C∗m

CΨ = exp Ψ(c) = {e〈ψ1,ω〉, . . . , e〈ψm,ω〉 ∈ (C×)m},

Î÷åâèäíî, ìû èìååì CΨ
∼= Cl.

Êîíñòðóêöèÿ 2 (Êîíñòðóêöèÿ 4.7.1 â [1]). Äëÿ êàæäãî ïîäìíîæåñòâà I = {i1, . . . , ik} ⊂ [m] ðàñ-
ñìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Cm:

LI = {(z1, . . . , zm) ∈ Cm : zi1 = . . . = zik = 0}.

Ñîïîñòàâèì ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó K íàáîð êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

A(K) = {LI : I /∈ K}

è ðàññìîòðèì åãî äîïîëíåíèå:

U(K) = Cm \ ∪I /∈KLI .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äàííûå {K; a1, ..., am} îïðåäåëÿþò ïîëíûé ðåãóëÿðíûé âååð Σ â NR ∼= Rm,
m− n = 2l. Òîãäà

(a) Ãîëîìîðôíîå äåéñòâèå CΨ íà U(K) ñâîáîäíî è ñîáñòâåííî, è ôàêòîðïðîñòðàíñòâî U(K)/CΨ

èìååò ñòðóêòóðó êîìïàêòíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
(b) U(K)/CΨ äèôôåîìîðôíî ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèþ ZK.
Òàêèì îáðàçîì, ZK íàäåëåí êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, íà êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò òîðà Tm

äåéñòâóåò ãîëîìîðôíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ïóñòü äàííûå {K; a1, ..., am} îïðåäåëÿþò ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé ðàöèîíàëüíûé âååð Σ. Òîãäà
îïðåäåëåíà ñëåäóþùàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â (C∗)m:

G = {(z1, . . . , zm) ∈ (C×)m :

m∏
i=1

z
〈ai,u〉
i = 1 äëÿ âñåõ u ∈ N }.

Òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå VΣ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîðìíîãîîáðàçèå U(K)/G.
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Òåîðåìà 4. (Òåîðåìà 6.7.1. â [1]) .
(a) Òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå VΣ êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-

ïðîñòðàíñòâîì ZK ïî ãîëîìîðôíîìó äåéñòâèþ êîìïëåêñíîãî êîìïàêòíîãî òîðà G/CΨ.
(b) Åñëè âååð Σ ðåãóëÿðíûé, òî VΣ � áàçà ãîëîìîðôíîãî ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ ñ òîòàëüíûì

ïðîñòðàíñòâîì ZK è ñëîåì êîìïàêòíûì êîìïëåêñíûì òîðîì G/CΨ
∼= T lC.

Êîãîìîëîãèè Äîëüáî êîìïàêòíîãî êîìïëåêñíîãî l-òîðà T lC èçîìîðôíû âíåøíåé àëãåáðå îò 2l
îáðàçóþùèõ:

H∗,∗
∂̄

(T lC) ∼= Λ[ξ1, . . . ξl, η1, . . . , ηl],

ãäå ξ1, . . . , ξl ∈ H1,0

∂̄
(T lC) � êëàññû áàçèñíûõ ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì, è η1, . . . , ηl ∈ H0,1

∂̄
(T lC) � êëàññû

áàçèñà àíòèãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì.
Êîãîìîëîãèè äå Ðàìà òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ VΣ äîïóñêàþò ðàçëîæåíèå Õîäæà ñ íåòðèâèàëü-

íûìè êîìïîíåíòàìè òîëüêî íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ([5], ïàðàãðàô 12). Âìåñòå ñ òåîðåìîé Äàíèëîâà-
Þðêåâè÷à ýòî äàåò ñëåäóþùåå îïèñàíèå åãî êîãîìîëîãèé Äîëüáî:

H∗,∗
∂̄

(VΣ) ∼= Z[v1, ..., vm]/I,

ãäå vi ∈ H1,1

∂̄
(VΣ) è èäåàë I îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê â òåîðåìå 1.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Áîðåëÿ
ãîëîìîðôíîãî ðàññëîåíèÿ ZK → VΣ.

Òåîðåìà 5. (Òåîðåìà 6.7.3 èç [1]).
Ïóñòü äàííûå {K; a1, ..., am} îïðåäåëÿþò ïîëíûé ðàöèîíàëüíûé ðåãóëÿðíûé âååð Σ â NR ∼= Rm,

m−n = 2l, è ïóñòü ZK � ñîîòâåòñòâóþùåå ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèå ñ êîìïëåêñíîé ñòðóêòó-
ðîé, îïðåäåëåííîé ïðåäûäóùåé òåîðåìîé. Òîãäà àëãåáðà êîãîìîëîãèé Äîëüáî H∗,∗

∂
(ZK) èçîìîðôíà

êîãîìîëîãèÿì äèôôåðåíöèàëüíîé áèãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû

A = Λ[ξ1, ..., ξl, η1, ..., ηl]⊗H∗,∗∂ (VΣ)

ñ äèôôåðåíöèàëîì d áèñòåïåíè (0, 1), îïðåäåëåííûì íà îáðàçóþùèõ êàê:

dvi = dηj = 0, dξj = c(ξj), 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 l,

ãäå c � ïåðâûé êëàññ ×åðíà îòîáðàæåíèÿ ãëàâíîãî T lC-ðàññëîåíèÿ ZK → VΣ.

Ëåììà 6. (6.7.2 èç [1]).
Ïóñòü k � êîëè÷åñòâî íóëåâûõ âåêòîðîâ ñðåäè a1, ..., am. Îòîáðàæåíèå ïåðâîãî êëàññà ×åðíà

c : H1,0

∂̄
(T lC)→ H2(VΣ,C) = H1,1

∂̄
(VΣ)

ãëàâíîãî T lC-ðàññëîåíèÿ ZK → VΣ çàäàåòñÿ êîìïîçèöèåé

AnnImΨ/AnnKerAC
i→ Cm/AnnKerAC

p→ Cm−k/AnnKerAC,

ãäå i � âêëþ÷åíèå, p � ïðîåêöèÿ, ¾çàáûâàþùàÿ¿ êîîðäèíàòû â Cm, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâûì
âåêòîðàì.

Òî÷íåå, îòîáðàæåíèå c çàäàåòñÿ íà îáðàçóþùèõ ξj ∈ H1,0

∂̄
(T lC), 1 6 j 6 l, êàê

c(ξj) = µj1v1 + ...+ µjmvm,

ãäå M = (µij) � êîìïëåêñíàÿ l ×m- ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

(a) ΓMT : Cl → C2l - ìîíîìîðôèçì, ãäå Γ : Cm → Cm−n = C2l � ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå ΓA = 0.

(b) MΨ = 0.
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Êîãîìîëîãèè Äîëüáî ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿ â ñëó÷àå ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Íà ïðî-
èçâåäåíèè ñôåð S3 × S3 ìîæíî ââåñòè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó, ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâåäåíèå äâóõ
ðàññëîåíèé Õîïôà S3×S3 → CP1×CP1 è ââîäÿ â êàæäîì ñëîå S1×S1 ñòðóêòóðó êîìïëåêñíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ (òîðà) T 1

C = C/(Z+αZ) ñ îäíèì è òåì æå α ∈ C\R. Ïîëó÷àåìîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå
íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Êàëàáè-Ýêìàííà CE(1, 1). Òó æå ñàìóþ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó ìîæíî
ïîëó÷èòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé êîíñòðóêöèè 1 è òåîðåìû 4, ðàññìàòðèâàÿ S3 × S3 êàê ìîìåíò-
óãîë ìíîãîîáðàçèå ZK, ñîîòâåòñòâóþùåå ãðàíèöå ÷åòûðåõóãîëüíèêà (ãðàíèöå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
îäíîìåðíûõ ñèìïëåêñîâ). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

Ψ : C→ C4, ω 7→ (ω, ω, αω, αω), α ∈ C \ R.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì êîíñòðóêöèè 1. Òîãäà ñòðóêòóðà ìíîãîîáðàçèÿ
Êàëàáè-Ýêìàíà ïîëó÷àåòñÿ êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî U(K)/CΨ

∼= S3 × S3

Èç òåîðåìû 5 è ëåììû 6 âûòåêàåò ñëåäóþùåå îïèñàíèå êîãîìîëîãèé Äîëüáî ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè-
Ýêìàíà:

H∗,∗
∂̄

(CE(1, 1)) ∼= H
(
Λ[ξ, η]⊗ C[x, y]/(x2, y2), d

)
,

ãäå dx = dy = dη = 0, dξ = x − y (ïîñêîëüêó êîãîìîëîãèè ñîîòâåòñòâóþùåãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ VΣ = CP1 × CP1 ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü êàê C[x, y]/(x2, y2)). Îòêóäà ïîëó÷àåì

H∗,∗
∂̄

(CE(1, 1)) ∼= Λ[ω, η]⊗ C[x]/(x2),

ãäå ω ∈ H2,1

∂̄
(CE(1, 1)) � êëàññ êîãîìîëîãèé êîöèêëà ξ(x+ y).

Êîãîìîëîãèè Äîëüáî ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿ â ñëó÷àå ïÿòèóãîëüíèêà. Ðàññìîòðèì
ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèå ZK, ñîîòâåòñòâóþùåå ãðàíèöå ïÿòèóãîëüíèêà.

ZK = (D2 × D2 × S1 × S1 × S1) ∪ (S1 × D2 × D2 × S1 × S1) ∪ (S1 × S1 × D2 × D2 × S1)∪
∪ (S1 × S1 × S1 × D2 × D2) ∪ (D2 × S1 × S1 × S1 × D2).

Èçâåñòíî (ñì. Òåîðåìó 4.6.12 â [1]), ÷òî ýòî ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíî ñâÿçíîé
ñóììå (S3×S4)#5 ïÿòè ýêçåìïëÿðîâ ïðîèçâåäåíèÿ ñôåð S3×S4. Ìû ââåäåì íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè
êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà îñíîâå êîíñòðóêöèè 1 è âû÷èñëèì åãî êîãîìîëîãèè Äîëüáî.

Â êà÷åñòâå ìàòðèöû A áåðåì ìàòðèöó (2.1). Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà Γ èìååò âèä

Γ =


1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


Òåïåðü â êà÷åñòâå Ψ ìîæíî âçÿòü îòîáðàæåíèå ñ ìàòðèöåé

Ψ =

(
1 + i 1 1 i 0 0

0 1 0 0 1 i

)
.

Âû÷èñëèì ïîäõîäÿùóþ ìàòðèöó M .
Èç óñëîâèÿ ΓM = 0 ïîëó÷àåì ñèñòåìó

µ11(1 + i) + µ21 + µ31 + iµ41 = 0

µ21 + µ51 + iµ61 = 0

µ12(1 + i) + µ22 + µ32 + iµ42 = 0

µ22 + µ52 + iµ62 = 0

Òàêæå åå ðåøåíèå M äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ ΓMT 6= 0, ò.å.
µ11 + µ21 + µ31 µ12 + µ22 + µ32

µ11 + µ41 µ12 + µ42

µ21 + µ51 µ22 + µ52

µ61 µ62

 6= 0.
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Ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, òàêàÿ ìàòðèöà M :

M =


0 0
0 0
1 0
i 0
0 1
0 i


Òî åñòü, dξ1 = v3 + iv4, dξ2 = v5 (âåðøèíà v6 � ¾ïðèçðà÷íàÿ¿).

Òåîðåìà 7. Ãðóïïû êîãîìîëîãèé Äîëüáî Hp,q
∂ (ZK) ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî

ïÿòèóãîëüíèêó, ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

4 0 0 0 0 C

3 0 C C6 C3 C2

2 C C2 C8 C C

1 C2 C C4 C 0

0 C 0 0 0 0

q/p 0 1 2 3 4

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïåðâóþ î÷åðåäü çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû vi, ηj , ξk èìåþò ãðàäóèðîâêè ñîîòâåò-
ñòâåííî (1, 1), (0, 1), (1, 0).

H0,0 = Ker(d : A0,0 → A0,1)/Im(d : A0,−1 → A0,0) = C/0 = C, ò.ê. A0,0 ñîäåðæèò â ñåáå òîëüêî
åäèíèöó.

H1,0 = Ker(d : A1,0 → A1,1)/Im(d : A1,−1 → A1,0). Àëãåáðà A1,0 ñîäåðæèò ýëåìåíòû âèäà
ξi, i = 1, 2. dξ1 = v3 + iv4, dξ2 = v5 � ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî, â ÿäðå íè÷åãî íå ëåæèò.
H1,0 = 0/0 = 0.
H0,1 = Ker(d : A0,1 → A0,2)/Im(d : A0,0 → A0,1). Àëãåáðà A0,1 ñîäåðæèò ëèíåéíûå êîìáèíàöèè

ýëåìåíòîâ âèäà ηi, i = 1, 2, äèôôåðåíöèàë îò êîòîðûõ ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó H0,1 = C2/0 = C2.

H2,0 = Ker(d : A2,0 → A2,1)/Im(d : A2,−1 → A2,0). Àëãåáðà A2,0 ñîäåðæèò ýëåìåíòû âèäà ξ1ξ2.
d(ξ1ξ2) = dξ1ξ2 − dξ2ξ1 = ξ2(v3 + iv4) − ξ1v5 6= 0. Ïîýòîìó ÿäðî ïóñòî. Îáðàç òàêæå ïóñò, çíà÷èò,
H2,0 = 0.

H1,1 = Ker(d : A1,1 → A1,2)/Im(d : A1,0 → A1,1). Àëãåáðà A1,1 ñîäåðæèò ýëåìåíòû âèäà ξiηj
d→

dξiηj 6= 0 è vi
d→ 0, i = 1, . . . , 3. Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü ÿäðà 3. A1,0 ñîäåðæèò ξ1

d→ v3 + iv4, ξ2
d→ v5.

Ðàçìåðíîñòü îáðàçà 2. H1,1 = C3/C2 = C.
H0,2 = Ker(d : A0,2 → A0,3)/Im(d : A0,1 → A0,2). Àëãåáðà A0,2 ñîäåðæèò ýëåìåíòû âèäà η1η2

d→ 0,

ò.å. ðàçìåðíîñòü ÿäðà 2. A0,1 ñîäåðæèò ηi
d→ 0, ò.å. îáðàç íóëåâîé. H0,2 = C2/0 = C2.

H3,0 = Ker(d : A3,0 → A3,1)/Im(d : A3,−1 → A3,0). Àëãåáðà A3,0 íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ ýëåìåí-
òîâ. Ýëåìåíòû âèäà ξiξ

2
j = 0, êàê ýëåìåíòû âíåøíåé àëãåáðû, èç-çà àíòèêîììóòàòèâíîñòè óìíîæå-

íèÿ â íåé. H3,0 = 0.

H2,1 = Ker(d : A2,1 → A2,2)/Im(d : A2,0 → A2,1). Àëãåáðà A2,1 ñîäåðæèò ýëåìåíòû âèäà ξivj
d→

dξivj . Ýëåìåíòîâ èç íå¼ ìîæåò áûòü 6 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ. Ïîêàæåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ÿäðà 5,
ÿâíî âûïèñàâ êîöèêëû. Áóäåì èñêàòü êîöèêëû â ñëåäóþùåì âèäå:

(av3 + bv4 + cv5)ξ2, (a
′v3 + b′v4 + c′v5)ξ1.

Ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé (ïðèðàâíèâàíèÿ äèôôåðåíöèàëà îò ýòèõ âûðàæåíèé ê íóëþ) ïîëó-
÷àåì, ÷òî êîíêðåòíåå îíè èìåþò âèä

〈(av3 + bv4 + av5)ξ2, (cv3 + dv4 + (i− 1)(c− d)ξ1〉.
Ïîñêîëüêó èìååòñÿ 4 íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà, ðàçìåðíîñòü ýòîé ëèíåéíîé îáîëî÷êè ðàâíà 4. Êðîìå

òîãî, îäèí êîöèêë, äðóãîãî âèäà, ñîäåðæèòñÿ â îáðàçå: ïðè îòîáðàæåíèè èç A2,0 èìååì ξ1ξ2
d→
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dξ1xi2 − dξ2ξ1. Òàêæå â A2,1 åñòü îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ íå-êîöèêëàìè: íàïðèìåð, ξ2v5
d→

v2
5 6= 0. Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü ÿäðà 4 + 1 = 5, îáðàçà � 1, è H2,1 = C5/C1 = C4.

H1,2 = Ker(d : A1,2 → A1,3/Im(d : A1,1 → A1,2). Àëãåáðà A1,2 ñîäåðæèò ýëåìåíòû âèäà viηj
d→ 0 è

ξiη1η2
d→ dξiη1η2 6= 0. Ò.î. ðàçìåðíîñòü ÿäðà 6. A1,1 ñîäåðæèò vi

d→ 0 è ξiηj
d→ dξiηj 6= 0. Ðàçìåðíîñòü

îáðàçà 4. H1,2 = C6/C4 = C2.
H0,3 = Ker(d : A0,3 → A0,4)/Im(d : A0,2 → A0,3) = 0/0 = 0.

H4,0 = Ker(d : A4,0 → A4,1)/Im(d : A4,−1 → A4,0) = 0/0 = 0, ò.ê. A4,0 = A4,−1 = 0.
H3,1 = Ker(d : A3,1 → A3,2)/Im(d : A3,0 → A3,1. A3,1 ñîäåðæèò ýëåìåíòû âèäà ξ1ξ2vi. Òàêèõ â

ÿäðå 1. Ýòî ìîæíî óâèäåòü, åñëè âûïèñàòü ìàòðèöó îòîáðàæåíèé

u1ξ1ξ2 → α11ξ1u
2
3 + α21ξ2u

2
3u2ξ1ξ2 → α12ξ1u

2
3 + α22ξ2u

2
3u3ξ1ξ2 → α13ξ1u

2
3 + α23ξ2u

2
3,

ãäå

u1 = v1 + v5, u2 = v4, u3 = v5 :

A =

(
α11 α12 α13

α21 α22 α23

)
=

(
0 0 1
−1 (i− 1) −1

)
.

Ïîñêîëüêó ðàíã äàííîé ìàòðèöû, î÷åâèäíî, ðàâåí 2, â íîëü ïåðåâîäèòñÿ îäèí ýëåìåíò A3,1. Ðàç-
ìåðíîñòü æå îáðàçà, ïî êîòîðîìó ìû ôàêòîðèçóåì, 0, ïîñêîëüêó â A3,1 íè÷åãî íåò. H3,1 = C/0 = C.
H2,2 = Ker(d : A2,2 → A2,3)/Im(d : A2,1 → A2,2). A2,2 ñîäåðæèò íåíóëåâûå ýëåìåíòû âèäà

vivj ∈ Kerd, ξivjηk, ξ1ξ2η1η2 /∈ Kerd. Ýëåìåíòîâ ïåðâîãî âèäà âñåãî 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ (ýòî
ëåãêî ïîíÿòü, ó÷èòûâàÿ ïóíêò 2.2, â êîòîðîì ïîêàçàíî, ÷òî àëãåáðà, ïîñòðîåííàÿ íà vi, ýêâèâàëåíòíà
àëãåáðå íà ýëåìåíòàõ ui, i = 1, 2, 3, â êîòîðîé âñå ïðîèçâåäåíèÿ uiuj = 0, i 6= j, à u2

i ðàâíû äðóã äðóãó
ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà). Ýëåìåíòîâ âòîðîãî âèäà 6× 2 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ. Èç íèõ 5× 2 ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ íàõîäÿòñÿ â ÿäðå (âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íû òàêîâûì äëÿ ýëåìåíòîâ âèäà ξivj èç ïóíêòà
ïðî H2,1). A2,1 ñîäåðæèò íåíóëåâûå ýëåìåíòû âèäà viξj è ξ1ξ2ηi. Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ
ïåðâîãî âèäà ïåðåâîäÿòñÿ â ñóììû âèäà dξ1(Σvi)dξ2(Σvj)dξ1 = Σvivj . Òàêèõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âñåãî 1. Ýëåìåíòîâ âòîðîãî âèäà äâà, è îíè îáà ïåðåâîäÿòñÿ ïîä äåéñòâèåì d â ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå
ýëåìåíòû. Â èòîãå H2,2 = C1+10/C3 = C8.

H1,3 = Ker(d : A1,3 → A1,4)/Im(d : A1,2 → A1,3). A1,3 ñîäåðæèò viη1η2
d→ 0. Òàêèõ 3 ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ. A1,2 ñîäåðæèò viηj
d→ 0 è ξiη1η2

d→ dξiη1η2 - òàêèõ 2 â îáðàçå. H1,3 = C3/C2 = C.
H0,4 = Ker(d : A0,4 → A0,5)/Im(d : A0,3 → A0,4) = 0/0 = 0.

H4,1 = Ker(d : A4,1 → A4,2)/Im(d : A4,0 → A4,2) = 0/0 = 0.

H3,2 = Ker(d : A3,2 → A3,3)/Im(d : A3,1 → A3,2). A3,2 ñîäåðæèò ξivjvk
d→ 0 è ξ1ξ2viηj

d→
(dξ1ξ2 − dξ2ξ1)viηj . Ðàçìåðíîñòü ÿäðà 2. A3,1 ñîäåðæèò ξ1ξ2vi. Ðàçìåðíîñòü îáðàçà òàêèõ ýëåìåíòîâ
ïðè îòîáðàæåíèè d ðàâíà 1. H3,2 = C2/C = C.
H2,3 = Ker(d : A2,3 → A2,4)/Im(d : A2,2 → A2,3). A2,3 ñîäåðæèò vivjηk

d→ 0 - ðàçìåðíîñòü

ëèíåéíîé îáîëî÷êè òàêèõ ýëåìåíòîâ 2. Òàêæå ýòà àëãåáðà ñîäåðæèò ξivjη1η2
d→ dξivjη1η2. Òàêèõ â

ÿäðå 5 (ñì. âû÷èñëåíèÿ äëÿ H2,1 ñ ýëåìåíòàìè dξivj). A
3,1 ñîäåðæèò ξ1ξ2vi

d→ (dξ1ξ2 − dξ2ξ1)vi 6= 0.
Ýòîò îáðàç èìååò ðàçìåðíîñòü 1. Â èòîãå H2,3 = C5+2/C = C6.
H1,4 = Ker(d : A1,4 → A1,5)/Im(d : A1,3 → A1,4) = 0/0 = 0.

H4,2 = Ker(d : A4,2 → A4,3)/Im(d : A4,1 → A4,2). A4,2 ñîäåðæèò ξ1ξ2vivj
d→ (dξ1ξ2 − dξ2ξ1)vivj = 0

� ðàçìåðíîñòü ÿäðà 1. A4,1 ñîäåðæèò òîëüêî íóëåâûå ýëåìåíòû ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè.
Ïîýòîìó H4,2 = C/0 = C.
H3,3 = Ker(d : A3,3 → A3,4)/Im(d : A3,2 → A3,3). A3,3 ñîäåðæèò ξ1ξ2viη1η2

d→ (dξ1ξ2−dξ2ξ1)viη1η2

� òàêèõ 1 íóëåâûõ (ñì.ðàññóæäåíèÿ äëÿ H3,1 ñ ðàíãîì ìàòðèöû); ξivjvkηl
d→ 0. Òàêèõ 4. Ò.å. ðàçìåð-

íîñòü ÿäðà 4 + 1 = 5. A3,2 ñîäåðæèò ξ1ξ2viηj
d→ (dξ1ξ2− dξ2ξ1)viηj � òàêèõ 1 íóëåâûõ è 2 íåíóëåâûõ

ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì; ξivjvk
d→ 0. Ò.î. ðàçìåðíîñòü îáðàçà 2. H3,3 = C5/C2 = C3.

H2,4 = Ker(d : A2,4 → A2,5)/Im(d : A2,3 → A2,4). A2,4 ñîäåðæèò vivjη1η2
d→ 0. Ðàçìåðíîñòü ÿäðà

1. A2,3 ñîäåðæèò vivjηk
d→ 0 è ξivjη1η2

d→ vjdξiη1η2. Ðàçìåðíîñòü îáðàçà 1. H2,4 = C1/C1 = 0.

H4,3 = Ker(d : A4,3 → A4,4)/Im(d : A4,2 → A4,3). Àëãåáðà A4,3 ñîäåðæèò ξ1ξ2vivjηk
d→ (dξ1ξ2 −

dξ2ξ1)vivjηk = 0 � òàêèõ 2 ðàçëè÷íûõ, ÿäðî èìååò ðàçìåðíîñòü 2. A4,2 ñîäåðæèò ξ1ξ2vivj
d→ 0, îáðàç

íóëåâîé. H4,3 = C2/0 = C2.
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H3,4 = Ker(d : A3,4 → A3,5)/Im(d : A3,3 → A3,4). Àëãåáðà A3,4 ñîäåðæèò ýëåìåíòû âèäà

ξivjvkη1η2
d→ 0. Òàêèõ ýëåìåíòîâ 2 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ, ðàçìåðíîñòü ÿäðà 2. A3,3 ñîäåðæèò

ξivjvkηl
d→ dξivjvkηl = 0, ξ1ξ2viη1η2

d→ (dξ1ξ2 − ξ1dξ2)viη1η2 � òàêèõ 2 íåíóëåâûõ, ðàçìåðíîñòü
îáðàçà 2. H3,4 = C2/C2 = 0.

H4,4 = Ker(d : A4,4 → A4,5)/Im(d : A4,3 → A4,4). Àëãåáðà A4,4 ñîäåðæèò ýëåìåíòû, êðàòíûå

ξ1ξ2vivjη1η2
d→ (dξ1xi2 + ξ1dξ2)vivjη1η2 = 0. Ò.î. ðàçìåðíîñòü ÿäðà 1. Àëãåáðà A4,3 ñîäåðæèò ýëåìåí-

òû âèäà ξ1ξ2vivjηi
d→ 0 � îáðàç íóëåâîé. Ò.å. H4,4 = C

�

Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôð¼ëèõåðà äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïÿ-

òèóãîëüíèêó. Èçâåñòíû äâå êëàññè÷åñêèå ñïåêòðàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ êîãîìîëîãèé Äîëü-
áî � Áîðåëÿ è Ôð¼ëèõåðà. Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Áîðåëÿ ãîëîìîðôíîãî ðàññëîåíèÿ
E → B ñ êîìïàêòíûì êýëåðîâûì ñëîåì F , ó êîòîðîé E2 = H∂̄(B) ⊗ H∂̄(F ), ñõîäèòñÿ ê H∂̄(E). Â
ñëó÷àå E = ZK, B = VΣ, F = Tl, ìû ïîëó÷àåì îïèñàíèå êîãîìîëîãèé Äîëüáî H∂̄(ZK), äàííîå â
òåîðåìå 5. Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôð¼ëèõåðà èìååò â êà÷åñòâå ÷ëåíà E1 êîãîìîëîãèè
Äîëüáî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M è ñõîäèòñÿ ê êîãîìîëîãèÿì äå Ðàìà M .

Òåîðåìà 8. (Ñëåäñòâèå 6.7.5. â [1])
(a) Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Áîðåëÿ ãîëîìîðôíîãî ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ ZK → VΣ âû-

ðîæäàåòñÿ â ÷ëåíå E3, ò.å. E3 = E∞.
(b) Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôð¼ëèõåðà ZK âûðîæäàåòñÿ â ÷ëåíå E2.

Ñóììû ðàçìåðíîñòåé ïî äèàãîíàëÿì òàáëèöû (â íàïðàâëåíèÿõ (0, i)−(i, 0)) ðàâíû 1, 2, 2, 6, 10, 7, 3, 2, 1.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òîïîëîãè÷åñêè íàøå ìíîãîîáðàçèå ZK ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (S3×S4)#5×S1. Îò-
ñþäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êþííåòà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçìåðíîñòè ãðóïï êîãîìîëîãèé äå Ðàìà ìíî-
ãîîáðàçèÿ ZK äàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ 1, 1, 0, 5, 10, 5, 0, 1, 1. Ìû âèäèì, ÷òî ðàçìåðíîñòè ãðóïï
êîãîìîëîãèé äå Ðàìà íå ïðåâîñõîäÿò ðàçìåðíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï êîãîìîëîãèé Äîëüáî â
ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 8(b).
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