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1. Ââåäåíèå

Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå âåðøèí [m] = {1, . . . ,m}, íå èìåþùèé
ïðèçðà÷íûõ âåðøèí, à k � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Â àëãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàòî-
ðèêå [Stanley96] êîìïëåêñó K ñîïîñòàâëÿåòñÿ êîëüöî Ñòýíëè�Ðàéñíåðà

k[K] := k[v1, . . . , vm]/
(∏

j∈J

vj = 0, ∀J ⊂ [m] : J /∈ K
)
.

Ýòî êîììóòàòèâíàÿ k-àëãåáðà ñ ãðàäóèðîâêîé deg(vi) := 2ei = (0, . . . , 0, 2, 0, . . . , 0) ∈ Zm
≥0.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé Ext-àëãåáðà

E(k[K]) := Ext∗k[K](k,k) =
⊕
n≥0

Extnk[K](k,k)

íàäåëÿåòñÿ Z × Zm
≥0-ãðàäóèðîâêîé: åñëè x ∈ Extnk[K](k,k)2α, òî deg(x) := (−n, 2α) ∈ Z × Zm

≥0.

Áèãðàäóèðîâàííûé k-ìîäóëü E(k[K]) � ñâÿçíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àññîöèàòèâíàÿ k-àëãåáðà îò-
íîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ Éîíåäû. Áîëåå îáùî, äëÿ ëþáîé ñâÿçíîé ãðàäóèðîâàííîé êîììóòà-
òèâíîé k-àëãåáðû A å¼ Ext-àëãåáðà E(A) ÿâëÿåòñÿ êîêîììóòàòèâíîé k-àëãåáðîé Õîïôà,à â
ñëó÷àå êîýôôèöèåíòîâ â ïîëå � óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðîé íåêîòîðîé k-àëãåáðû
Ëè π(A), ñì. [Avramov98, �10].

Àëãåáðà E(k[K]) èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òîðè÷åñêîé òîïîëîãèè è òåîðèè ãîìîòîïèé: îíà
èçîìîðôíà ãîìîëîãèÿì ïðîñòðàíñòâà ïåòåëü íà ïðîñòðàíñòâå Äýâèñà�ßíóøêåâè÷à DJ(K) :=⋃

I∈K(CP∞)I ⊂ (CP∞)m, êîòîðîå âîçíèêàåò êàê êîíñòðóêöèÿ Áîðåëÿ äëÿ êâàçèòîðè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé è ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîâ [Buchstaber�Panov15]. Áîëåå òî÷íî, èìååì èçîìîð-
ôèçì àëãåáð

(1.1) Hn(ΩDJ(K);k) =
⊕

n=−i+2|α|

H−i,2α(ΩDJ(K);k), H−i,2α(ΩDJ(K);k) ∼= E(k[K])−i,2α.

(Ãîìîëîãèè ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà ïåòåëü ΩX � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà îòíîñèòåëüíî óìíî-
æåíèÿ Ïîíòðÿãèíà. Èçîìîðôèçì (1.1) äîêàçàí Ïàíîâûì è Ðýåì [Panov�Ray08] â ñëó÷àå
k = Q, íî âåðåí è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà êîýôôèöèåíòîâ, ñì. [Buchstaber�Panov15,
Proposition 8.4.10] è [Vylegzhanin22, Theorem 1.1].) Â ýòîì êîíòåêñòå áîëüøîé èíòåðåñ âûçûâà-
åò çàäà÷à îïèñàíèÿ âûñøèõ îïåðàöèé â E(k[K]) ∼= H∗(ΩDJ(K);k), ñîîòâåòñòâóþùèõ âûñøèì
ïðîèçâåäåíèÿì Óàéòõåäà â ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïïàõ ïðîñòðàíñòâà Äýâèñà�ßíóøêåâè÷à. Îò-
ìåòèì, ÷òî Áåðãëóíä [Berglund06, Berglund05] íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ Áàêåëèíà [Backelin82]
âû÷èñëèë k-ìîäóëü E(k[K]) â òåðìèíàõ êîãîìîëîãèé âñïîìîãàòåëüíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîì-
ïëåêñîâ è ïðåäúÿâèë L∞-ìîäåëü äëÿ àëãåáðû Ëè π(k[K]). Ê ñîæàëåíèþ, îïèñàíèå Áåðãëóíäà
êîñâåííîå è íå ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî èññëåäîâàòü ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñòðóêòóðó.

Ìû èçó÷àåì êîïðåäñòàâëåíèÿ àññîöèàòèâíîé àëãåáðû E(k[K]) â ñëó÷àå, êîãäà k � ïîëå.
Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòîäû:

• Èíòåðïðåòàöèÿ ìîäóëåé TorA1 (k,k) è TorA2 (k,k) êàê ìîäóëåé ìèíèìàëüíûõ îáðàçó-
þùèõ è ñîîòíîøåíèé, çàäàþùèõ ñâÿçíóþ ãðàäóèðîâàííóþ k-àëãåáðó A [Wall60, �7];
àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð Ëè [Lemaire74, �1.3];

• Ñâîéñòâà êîøóëåâûõ àëãåáð [Fr�oberg97, Priddy70, Polischuk�Positselski05];
• Ðåçóëüòàòû Áàêåëèíà�Ðîîñà [Backelin�Roos83, Theorem 5] î �ïîâòîðíîé Ext-àëãåáðå�
E(E(k[K])).

Ïåðå÷èñëèì èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû. Åñëè ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K ôëàãîâûé, òî ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ Ext-àëãåáðà êâàäðàòè÷íî äâîéñòâåííà ê k[K] (ýòî ñëåäóåò èç êîøóëåâîñòè
êîìïëåêñà k[K], ñì. [Fr�oberg97]). Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ìèíèìàëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå

E(k[K]) = T (u1, . . . , um)/(u2i = 0, i = 1, . . . ,m; uiuj + ujui = 0, {i, j} ∈ K)

(êîïðåäñòàâëåíèå ìèíèìàëüíî [Wall60, �7], åñëè ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé ìè-
íèìàëüíû ïî âêëþ÷åíèþ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñà K àëãåáðà E(k[K]) ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûå íåðàçëîæèìûå
ýëåìåíòû ui ∈ E(k[K])−1,2ei äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m è wJ ∈ E(k[K])−2,2J äëÿ âñåõ íåäîñòàþùèõ
ãðàíåé J ∈ MF≥3(K), ïðè÷¼ì âåðíû òîæäåñòâà (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.9):

u2i = 0, i = 1, . . . ,m; uiuj + ujui = 0, {i, j} ∈ K;



2

uiwJ−wJui = 0, i ∈ J ∈ MF≥3(K);
∑

j∈J:J\{j}/∈K

(ujwJ\{j}−wJ\{j}uj) = 0, J ⊂ [m] : ∂2∆J ⊂ K.

Èçâåñòíû ïðèìåðû, êîãäà ýòîãî íàáîðà îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé íåäîñòàòî÷íî. Äîáðèí-
ñêàÿ [Dobrinskaya09] àíîíñèðîâàëà ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: ïåðå÷èñëåííûå âûøå îáðàçóþùèå
è ñîîòíîøåíèÿ çàäàþò àëãåáðó E(k[K]), åñëè êîìïëåêñ K äâîéñòâåíåí ïî Àëåêñàíäåðó ê ñå-
êâåíöèàëüíî êîýí-ìàêîëååâîìó êîìïëåêñó. Ê ñîæàëåíèþ, ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî
íå áûëî. Íåçàâèñèìî, Êîííåð è Øåëòîí [Conner�Shelton12] äîêàçàëè äëÿ òîãî æå êëàññà ñèì-
ïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ áîëåå ñëàáûé ðåçóëüòàò: àëãåáðà E(k[K]) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè
{u1, . . . , um}∪{wJ : J ∈ MF≥3(K)}. Â ñëó÷àå íàïðàâëåííûõ MF-êîìïëåêñîâ êîïðåäñòàâëåíèå
àëãåáðû E(Q[K]) âû÷èñëèëè Ãðáè÷ è Òåðèî [Grbi�c�Theriault16, Òåîðåìà 8.6].

Ïåðâûé îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû ñâîäèò èçó÷åíèå àëãåáðû E(k[K]) ê ñëó÷àþ,
êîãäà âåðøèíû ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K ïîïàðíî ñîåäèíåíû ð¼áðàìè (òàêèå êîìïëåêñû
íàçûâàþò 1-ñìåæíîñòíûìè). Ðàññìîòðèì ôëàãèçàöèþ Kf = {I ⊂ [m] : {i, j} ∈ K, ∀i, j ∈ I}
êîìïëåêñà K. ßñíî, ÷òî I ∈ Kf òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîäêîìïëåêñ KI = {J ⊂ I : J ∈ K}
ÿâëÿåòñÿ 1-ñìåæíîñòíûì.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü k � ïîëå, K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå âåðøèí
[m], íå èìåþùèé ïðèçðà÷íûõ âåðøèí. Òîãäà èìååì èçîìîðôèçì àëãåáð

E(k[K]) ∼= colimI∈Kf E(k[KI ]),

ãäå îòîáðàæåíèÿ E(k[KI ]) → E(k[KJ ]) è E(k[KI ]) → E(k[K]) èíäóöèðîâàíû âëîæåíèÿìè
ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ KI ↪→ KJ , KI ↪→ K.

Äàëåå, ìû íàêëàäûâàåì îãðàíè÷åíèÿ íà ñòåïåíè îáðàçóþùèõ àëãåáðû E(k[K]) è ñîîòíî-
øåíèé ìåæäó íèìè, à òàêæå ÷àñòè÷íî îïèñûâàåì ýòè îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü k � ïîëå, K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå âåðøèí [m]
áåç ïðèçðà÷íûõ âåðøèí. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû E(k[K]) =
Ext∗k[K](k,k) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

(1) Îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ � Z×Zm
≥0-îäíîðîäíûå ýëåìåíòû, èõ êîíå÷íîå ÷èñëî. Ñî-

îòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèåâñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè îò îáðàçóþùèõ, òî åñòü ïîëó÷àþò-
ñÿ êîíå÷íûì ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé ñóììû, óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð, êîììóòèðîâàíèÿ
[a, b] := ab− (−1)|a|·|b|ba. Åñëè chark = 2, òî òàêæå ðàçðåøàåòñÿ âîçâåäåíèå â êâàä-
ðàò ýëåìåíòîâ íå÷¼òíîé ñòåïåíè.

(2) Ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ òð¼õ òèïîâ:
• Ýëåìåíòû ui ∈ E(k[K])−1,2ei äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m;
• Ýëåìåíòû wJ ∈ E(k[K])−2,2J äëÿ âñåõ J ∈ MF≥3(K);
• Íåêîòîðûå ýëåìåíòû ñòåïåíåé âèäà (−n, 2J), ãäå 3 ≤ n < |J |, J ∈ Kf \ K.

(3) Ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ÷åòûð¼õ òèïîâ:
• Ñîîòíîøåíèÿ u2i = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m è [ui, uj ] = 0 äëÿ âñåõ {i, j} ∈ K, i < j;
• Ñîîòíîøåíèÿ [ui, wJ ] = 0 äëÿ âñåõ J ∈ MF≥3(K), i ∈ J ;
• Íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ñòåïåíåé âèäà (−n, 2J), ãäå 3 ≤ n < |J |, J ∈ Kf \ K;
• Íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ñòåïåíåé âèäà (−(n + 1), 2(J + ei)), ãäå 3 ≤ n < |J |,
J ∈ Kf \ K, i ∈ J.

(4) Ñîîòíîøåíèÿ ÷åòâ¼ðòîãî òèïà îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàôèêñèðóåì ïà-
ðàìåòðû 3 ≤ n < |J |, J ∈ Kf \ K, i ∈ J. Ïóñòü x1, . . . , xM � ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ
ñòåïåíè (−n, 2J). Òîãäà ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé ñòåïåíè (−(n + 1), 2(J + ei)) ñî-
ñòîèò èç òîæäåñòâ

[ui, xt] +Rt,j = 0, t = 1, . . . ,M,

ãäå Rt,j � íåêîòîðûå ëèåâñêèå ìíîãî÷ëåíû îò îáðàçóþùèõ, íå çàâèñÿùèå îò x1, . . . , xM .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñà K òåîðåìà 1.2 íå îïèñûâàåò Ext-àëãåáðó E(k[K]) ïîëíîñòüþ.
Òåì íå ìåíåå, óäà¼òñÿ ïðåäúÿâèòü ÿâíîå êîïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû E(k[K]) â ñëó÷àå ïî÷òè
ôëàãîâûõ êîìïëåêñîâ (òåîðåìà 3.6) è ðàñïðîñòðàíèòü íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ñèìïëèöèàëü-
íûõ êîìïëåêñîâ ðåçóëüòàòû Êîííåðà è Øåëòîíà (òåîðåìà 3.11).
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Ñòðóêòóðà ñòàòüè. Â ðàçäåëå 2 ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ. Â ðàçäåëå 3 ìû ôîðìó-
ëèðóåì ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 1.2, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò àëãåáðó E(k[K]) äëÿ íåêîòîðûõ
êëàññîâ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ. Ðàçäåë 4 ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç ãîìîëîãè-
÷åñêîé àëãåáðû. Ìû ïîëó÷àåì ñëåäñòâèÿ èç ðåçóëüòàòîâ Óîëëà è Ëåìýðà î êîïðåäñòàâëåíèÿõ
ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð íàä ïîëåì (âèäèìî, ýòè ðåçóëüòàòû ôîëüêëîðíûå, íî íå çàôèêñèðî-
âàíû â ëèòåðàòóðå). Â ðàçäåëå 5 èññëåäóþòñÿ ãðàäóèðîâàííûå êîìïîíåíòû àëãåáð E(k[K])
è E(E(k[K]) è äîêàçûâàþòñÿ îñíîâíûå òåõíè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû. Â ðàçäåëå 6
äîêàçàíû òåîðåìû, ñôîðìóëèðîâàííûå â ðàçäåëå 3. Â ðàçäåëå 7 ïðèâåäåíû ïðèìåðû îáðàçó-
þùèõ è ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå íå óäà¼òñÿ èññëåäîâàòü íàøèìè ìåòîäàìè. Íàêîíåö, ðàçäåë 8
ïîñâÿù¼í îòêðûòûì âîïðîñàì.

2. Ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû

2.1. Îáîçíà÷åíèÿ. Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K íà ìíîæåñòâå âåðøèí V � ýòî íåïóñòîå
ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ J ⊂ V, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ: åñëè I ⊂ J è J ∈ K, òî
I ∈ K. Íàïðèìåð, äëÿ êàæäîãî V îïðåäåëåíû ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû

∆V := {I : I ⊂ V }, ∂n∆V := {I ⊂ V : |I| ≤ |V | − n}, 0 ≤ n ≤ |V |

íà ìíîæåñòâå âåðøèí V. Ýëåìåíòû I ∈ K íàçûâàþòñÿ ãðàíÿìè, èëè ñèìïëåêñàìè, êîìïëåêñà
K. Ïèøåì dim(I) := |I| − 1, dim(K) := maxI∈K dim(I). Ïî óìîë÷àíèþ, ìû ðàññìàòðèâàåì
òîëüêî êîìïëåêñû áåç ïðèçðà÷íûõ âåðøèí, òî åñòü ïðåäïîëàãàåì, ÷òî {v} ∈ K äëÿ âñåõ v ∈ V.
Êàê ïðàâèëî, V ⊂ [m] = {1, . . . ,m}.

Ïðè n ≥ 0 îïðåäåëèì n-îñòîâ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñàK êàê skn K := {I ∈ K : dim(I) ≤
n}. Ïðè W ⊂ V îïðåäåë¼í ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ KW := {J ⊂ W : J ∈ K}. Ïîäìíîæåñòâî
W ⊂ V íàçûâàþò íåäîñòàþùåé ãðàíüþ êîìïëåêñà K, åñëè KW = ∂∆W . Ìíîæåñòâî âñåõ
íåäîñòàþùèõ ãðàíåé îáîçíà÷èì êàê MF(K) : òàêèì îáðàçîì,

MF(K) = {I ⊂ V | I /∈ K; I \ {i} ∈ K, ∀i ∈ I}.

Òàêæå îáîçíà÷èì MF≥3(K) := {I ∈ MF(K) : |I| ≥ 3}.
Ïóñòü K, L � ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû íà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ âåðøèí V, W.

Èõ äæîéí îïðåäåëÿåòñÿ êàê K ∗ L := {I ⊔ J : I ∈ K, J ∈ L}; ýòî ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ
íà ìíîæåñòâå âåðøèí V ⊔W.

Ëèíê ñèìïëåêñà I ∈ K � ýòî ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ

lkK(I) := {J ⊂ V \ I : I ∪ V ∈ K}

íà ìíîæåñòâå âåðøèí V \ I. Çàìåòèì, ÷òî lkK(∅) = K.
Ïðè K ̸= ∆V äâîéñòâåííûé ïî Àëåêñàíäåðó êîìïëåêñ K∨ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

K∨ := {J ⊂ V : V \ J /∈ K}.

(Ýòîò êîìïëåêñ ìîæåò èìåòü ïðèçðà÷íûå âåðøèíû.) Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî (K∨)∨ = K
è (lkK I)

∨ = (K∨)V \I . Õîðîøî èçâåñòíî [Buchstaber�Panov15, Theorem 2.4.5], ÷òî H̃∗(K;k) ∼=
H̃|V |−3−∗(K∨;k) äëÿ ëþáîé ãðóïïû êîýôôèöèåíòîâ k. Ñëåäîâàòåëüíî,

H̃∗(lkK(I);k) ∼= H̃ |V |−|I|−3−∗((K∨)V \I ;k).

(Ãîìîëîãèè ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K � ýòî ñèíãóëÿðíûå ãîìîëîãèè åãî ãåîìåòðè÷åñêîé
ðåàëèçàöèè.)

2.2. Êîëüöî Ñòýíëè�Ðàéñíåðà è äâîéñòâåííàÿ êîàëãåáðà. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé
êîìïëåêñ íà [m]. Êîëüöî Ñòýíëè�Ðàéñíåðà k[K] ïîëó÷àåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé êîëüöà ìíîãî÷ëå-
íîâ k[m] := k[v1, . . . , vm] ïî èäåàëó Ñòýíëè�Ðàéñíåðà IK := (

∏
i∈I vi = 0, I /∈ K). Îáà êîëüöà

k[m] è k[K] íàäåëÿþòñÿ Zm
≥0-ãðàäóèðîâêîé: deg(vi) := 2ei ∈ Zm

≥0. Ýëåìåíòû ïîëóãðóïïû Zm
≥0

áóäåì îáîçíà÷àòü êàê

α = (α1, . . . , αm) =

m∑
j=1

αjej , αj ∈ Z≥0.

Ìû ïèøåì |α| :=
∑m

j=1 αj ∈ Z≥0, supp(α) := {j ∈ [m] : αj ̸= 0} ⊂ [m]. Ìû òàêæå

îòîæäåñòâëÿåì âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî J ⊂ [m] ñ ìóëüòèèíäåêñîì
∑

j∈J ej ∈ Zm
≥0. Îáîçíà÷èì
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vα :=
∏m

i=1 v
αi
i ; òîãäà ìíîæåñòâî ìîíîìîâ {vα : α ∈ Zm

≥0} � àääèòèâíûé áàçèñ äëÿ k[m], à

ìíîæåñòâî {vα : supp(α) ∈ K} � àääèòèâíûé áàçèñ äëÿ k[K]. Óìíîæåíèå â k[K] óäîâëåòâîðÿåò

vα · vβ =

{
vα+β , supp(α) ∪ supp(β) ∈ K;

0, supp(α) ∪ supp(β) /∈ K.

Äâîéñòâåííûì îáðàçîì, ðàññìîòðèì êîàëãåáðó ìíîãî÷ëåíîâ k⟨m⟩, êîòîðàÿ èìååò àääèòèâ-
íûé áàçèñ {χα : α ∈ Zm

≥0} è êîóìíîæåíèå

(2.1) ∆χα =
∑

α=β+γ,
β,γ∈Zm

≥0

χβ ⊗ χγ .

Êîàëãåáðà Ñòýíëè�Ðàéñíåðà k⟨K⟩ âëîæåíà â íå¼ êàê ïîä-êîàëãåáðà. Îíà èìååò àääèòèâíûé
áàçèñ {χα : supp(α) ∈ K} è êîóìíîæåíèå, çàäàííîå ôîðìóëîé (2.1).

2.3. Êëàññû ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Êîìïëåêñ K ôëàãîâûé, åñëè âåðíî: ëþáîé íàáîð âåðøèí, ïîïàðíî ñîåäè-
í¼ííûõ ð¼áðàìè, ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì (I ∈ K, åñëè {i, j} ∈ K, ∀i, j ∈ I).

Ëþáîé êîìïëåêñ K âêëàäûâàåòñÿ â ôëàãîâûé êîìïëåêñ Kf := {I ⊂ V : {i, j} ∈ K, ∀i, j ∈
V } íà òåõ æå âåðøèíàõ. Åãî íàçûâàþò ôëàãèçàöèåé êîìïëåêñà K; ýòî åäèíñòâåííûé ôëàãîâûé
êîìïëåêñ ñ òåì æå 1-îñòîâîì.

Êîìïëåêñ K íà ìíîæåñòâå âåðøèí V íàçûâàþò k-ñìåæíîñòíûì, åñëè skk ∆V ⊂ K, òî åñòü
I ∈ K äëÿ âñåõ I ⊂ V, |I| ≤ k + 1.

Ëåììà 2.2. Ïîäêîìïëåêñ KJ 1-ñìåæíîñòíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà J ∈ Kf .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå 1-ñìåæíîñòíîñòè ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî {i, j} ∈ KJ äëÿ âñåõ i, j ∈
J. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî J ∈ Kf . □

Ñëåäóþùåå óñëîâèå � îäíî èç ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé êëàññà ñèìïëèöèàëüíûõ êîì-
ïëåêñîâ Êîýíà�Ìàêîëåÿ (ñì. [Buchstaber�Panov15, Lemmata 3.3.11, 3.3.14]).

Îïðåäåëåíèå 2.3. Êîìïëåêñ K êîýí-ìàêîëååâ íàä ïîëåì k, åñëè âåðíî:

H̃i(lkK(I);k) = 0, ∀I ∈ K, ∀i < dim(K)− |I|.

Ïðè n ≥ 0 îïðåäåëèì ÷èñòûé n-îñòîâ K[n] êîìïëåêñà K ïî ôîðìóëå

K[n] := {J ∈ K | ∃I ∈ K : |I| = n+ 1, J ⊂ I} =
⋃

I∈K, |I|=n+1

∆I .

ßñíî, ÷òî dimK[n] = n ïðè n = 0, . . . ,dim(K) è K[n] = {∅} ïðè n > dim(K). Êîìïëåêñ {∅}
êîýí-ìàêîëååâ ïî îïðåäåëåíèþ, òàê êàê dim({∅}) = −1, lk{∅}(∅) = ∅, H̃i(∅;k) = 0 ïðè
i < −1.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Êîìïëåêñ K íàçûâàþò ñåêâåíöèàëüíî êîýí-ìàêîëååâûì íàä ïîëåì k, åñëè
K[n] êîýí-ìàêîëååâ íàä k ïðè âñåõ n ≥ 0.

Äþâàëü [Duval96, Theorem 3.3] äîêàçàë, ÷òî îïðåäåëåíèå âûøå ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîìó
îïðåäåëåíèþ Ñòýíëè [Stanley96, De�nition 2.9].

Îïðåäåëåíèå 2.5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïëåêñK äâîéñòâåííî ñåêâåíöèàëüíî êîýí-ìàêîëååâ
íàä k (îáîçíà÷åíèå: K ∈ kSCM∨), åñëè K∨ ñåêâåíöèàëüíî êîýí-ìàêîëååâ.

Ñëåäóÿ Äîáðèíñêîé [Dobrinskaya09], äàäèì áîëåå ÿâíîå îïèñàíèå êëàññà kSCM∨. Ïðè n ≥
0 îïðåäåëèì êîìïëåêñû

K⟨n⟩ := skn−1(∆V ) ∪ {J ⊂ V : skn ∆J ⊂ K}.
Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì |V | = m è L = K∨. Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî (K⟨n⟩)∨ = L[m−n−2]

è (K⟨n⟩)J = (KJ)
⟨n⟩ (ïîýòîìó èìååò ñìûñë îáîçíà÷åíèå K⟨n⟩

J ).

Ëåììà 2.6. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(1) Êîìïëåêñ L[n] êîýí-ìàêîëååâ íàä k.
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(2) H̃p(K⟨m−n−2⟩
J ;k) = 0 ïðè âñåõ J ⊂ V è p > m− n− 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, óñëîâèå (1) îçíà÷àåò

H̃i(lkL[n](I);k) = 0, ∀I ∈ L[n], ∀i < n− |I|.
Èç äâîéñòâåííîñòè Àëåêñàíäåðà è òîæäåñòâà (L[n])∨ = K⟨m−n−2⟩ ïîëó÷àåì

H̃i(lkL[n](I);k) = H̃m−|I|−3−i(K
⟨m−n−2⟩
V \I ;k).

Èòàê, óñëîâèå (1) ðàâíîñèëüíî

H̃m−|I|−3−i(K
⟨m−n−2⟩
V \I ;k) = 0, ∀I ∈ L[n], ∀i < n− |I|,

òî åñòü
H̃p(K⟨m−n−2⟩

J ;k) = 0, ∀J /∈ K⟨m−n−2⟩, ∀p > m− n− 3.

Ýòî ýêâèâàëåíòíî (2), òàê êàê ïðè J ∈ K⟨m−n−2⟩ òî æå óñëîâèå âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. □

Ïðåäëîæåíèå 2.7. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(1) K ∈ kSCM∨;
(2) Äëÿ êàæäîãî íåïóñòîãî J ⊂ V èìååì

H̃i(K⟨n⟩
J ;k) = 0, ∀i ≥ n ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (1) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî êîìïëåêñ L[n] êîýí-ìàêîëååâ íàä k ïðè
âñåõ n ≥ 0. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

H̃p(K⟨m−n−2⟩
J ;k) = 0, ∀J ⊂ V, ∀p ≥ m− n− 2

ïðè âñåõ n. Ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû îáîçíà÷åíèé, ýòî â òî÷íîñòè óñëîâèå (2). □

3. Ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1.2

Ñôîðìóëèðîâàííûå çäåñü ðåçóëüòàòû äîêàçàíû â ðàçäåëå 5. Ïî óìîë÷àíèþ, k � ïîëå, K �
ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m] áåç ïðèçðà÷íûõ âåðøèí.

3.1. Ñâåäåíèå ê 1-ñìåæíîñòíîìó ñëó÷àþ. Ïî òåîðåìå 1.2, âñå îáðàçóþùèå è ñîîòíî-
øåíèÿ àëãåáðû E(k[K]) èìåþò ñòåïåíè âèäà (−n, 2α), supp(α) ∈ Kf . Íî ïî ëåììå 5.2 èìå-
åì E(k[K])−n,2α = E(k[Ksupp(α)])−n,2α, ïîýòîìó ïðè èçó÷åíèè êîíêðåòíîé îáðàçóþùåé (êîí-

êðåòíîãî ñîîòíîøåíèÿ) â E(k[K]) ìîæíî çàìåíèòü K íà KJ äëÿ íåêîòîðîãî J ∈ Kf . Ýòî
1-ñìåæíîñòíûé êîìïëåêñ ïî ëåììå 2.2. Òàêèì îáðàçîì:

• Çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé àëãåáðû E(k[K]) äîñòàòî÷íî ðåøàòü
äëÿ 1-ñìåæíîñòíûõ êîìïëåêñîâ.

Óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíûé êëàññ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ, çàìêíóòûé
îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà ê ïîëíûì ïîäêîìïëåêñàì. Åãî ôëàãîâûì çàìûêàíèåì áóäåì íàçûâàòü
êëàññ

Ĉ := {K : KJ ∈ C, ∀J ∈ Kf}.

Òî åñòü êîìïëåêñ K ∈ Ĉ ñêëååí èç ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ êëàññà C òàê æå, êàê ôëà-
ãîâûå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû ñêëååíû èç ñèìïëåêñîâ. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ïðèíöèï:

• Åñëè íåêîòîðûé ðåçóëüòàò î êîïðåäñòàâëåíèÿõ àëãåáðû E(k[K]) äîêàçàí äëÿ âñåõ ñèì-

ïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ K ∈ C, òî îí îáîáùàåòñÿ íà âñå êîìïëåêñû èç êëàññà Ĉ.

Åãî èëëþñòðèðóþò ïðåäëîæåíèå 1.1, òåîðåìû 3.6 è 3.11.

Çàìå÷àíèå 3.2. Â ðàáîòå [Vylegzhanin22] ââåäåíî ÷èñëî ν(K), õàðàêòåðèçóþùåå ñòåïåíü
�íåôëàãîâîñòè� ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôèëüòðàöèÿ

K0 := K, Ki+1 := Ki ∪MF≥3(Ki), i ≥ 0;

òîãäà ν(K) := min{n ≥ 0 : Ki = Kf}. Ñîãëàñíî [Vylegzhanin22, Proposition 5.2], ν(K) � ýòî
íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ âñÿêîãî J ∈ Kf è âñÿêîãî
I ⊂ J, |J \ I| ≥ n, âåðíî I ∈ K. Ñëåäóþùàÿ ëåììà èíòåðïðåòèðóåò ýòîò èíâàðèàíò â òåðìèíàõ
ôëàãîâûõ çàìûêàíèé.
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Ëåììà 3.3. Ïóñòü Cn � êëàññ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ, êîòîðûå �ñìåæíîñòíû â êî-
ðàçìåðíîñòè n�: Cn := {K : ∂n∆ ⊂ K}. Òîãäà

Ĉn = {K : ν(K) ≤ n}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå ν(K) ≤ n îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî J ∈ Kf è âñÿêîãî I ⊂ J,
|I| ≤ |J | − n, âåðíî I ∈ K. Ýêâèâàëåíòíî, ∂n∆J ⊂ K äëÿ âñÿêîãî J ∈ Kf . Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî

K ∈ Ĉ. □

Ïî-âèäèìîìó, èíâàðèàíò ν(K) äîñòàòî÷íî òî÷íî îöåíèâàåò �ñëîæíîñòü� àëãåáðû E(k[K]).

3.2. Ïî÷òè ôëàãîâûé ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K ïî÷òè ôëàãîâûé, åñëè äëÿ ëþáîãî J ∈ Kf

ïîäêîìïëåêñ KJ ðàâåí ∆J , ∂∆J èëè ∆P ∗ ∂∆Q äëÿ íåêîòîðûõ P ⊔Q = J.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êëàññ ïî÷òè ôëàãîâûõ êîìïëåêñîâ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Ĉ, ãäå

C = {∆J : |J | ≥ 1} ⊔ {∂∆J : |J | ≥ 3} ⊔ {∆P ∗ ∂∆Q : |P | ≥ 1, |Q| ≥ 3}.
Ïî ëåììå 3.3, ëþáîé êîìïëåêñ K ñî ñâîéñòâîì ν(K) ≤ 1 áóäåò ïî÷òè ôëàãîâûì.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ïóñòü K � ïî÷òè ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Äëÿ êàæäîé íåäî-
ñòàþùåé ãðàíè J ∈ MF≥3(K) îáîçíà÷èì

I[J ] := {i ∈ V : {i} ⊔ (J \ {j}) ∈ K, ∀j ∈ J}.

ßñíî, ÷òî

KI[J] = ∆I[J]\J ∗ ∂∆J ,

ïðè÷¼ì I[J ] � íàèáîëüøåå ìíîæåñòâî âåðøèí ñ ýòèì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü k � ïîëå, K � ïî÷òè ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæå-
ñòâå âåðøèí [m]. Òîãäà àëãåáðà E(k[K]) çàäà¼òñÿ îáðàçóþùèìè

ui ∈ E(k[K])−1,2ei , i = 1, . . . ,m; wJ ∈ E(k[K])−2,2J , J ∈ MF≥3(K)

è ñîîòíîøåíèÿìè

u2i = 0, i = 1, . . . ,m; [ui, uj ] = 0, {i, j} ∈ K, i < j;

[ui, wJ ] = 0, J ∈ MF≥3(K), i ∈ I[J ].

Ýòî ìèíèìàëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå.

Ýòà òåîðåìà äîêàçàíà â ðàçäåëå 6.2. Â ïðåäëîæåíèè 6.4 ìû äîêàæåì, ÷òî êëàññ ïî÷òè ôëà-
ãîâûõ êîìïëåêñîâ ñîäåðæèò íàïðàâëåííûå MF-êîìïëåêñû â ñìûñëå [Grbi�c�Theriault16, Îïðå-
äåëåíèå 8.2]. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà3.6 îáîáùàåò ðåçóëüòàò Ãðáè÷ è Òåðèî [Grbi�c�Theriault16,
Òåîðåìà 8.6].

Çàìå÷àíèå 3.7. Ïóñòü P � òð¼õìåðíûé ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê, à KP = ∂P ∗ � äâîéñòâåí-
íàÿ ê íåìó òðèàíãóëÿöèÿ äâóìåðíîé ñôåðû. Ïðè èññëåäîâàíèè ïðÿìîóãîëüíûõ ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ ìíîãîãðàííèêîâ Åðîõîâåö ââ¼ë ïîíÿòèå ïî÷òè ôëàãîâîãî ìíîãîãðàííèêà. Ïî÷òè ôëà-
ãîâîñòü ìíîãîãðàííèêà P ðàâíîñèëüíà ëþáîìó èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé (ñì.
[Erokhovets19, Proposition 2.18]):

• Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ KP ïîëó÷åí èç ôëàãîâîé òðèàíãóëÿöèè ñôåðû îäíîâðå-
ìåííûì çâ¼çäíûì ïîäðàçáèåíèåì íåñêîëüêèõ òðåóãîëüíèêîâ;

• Ëþáûå òðè ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèåñÿ ãðàíè ìíîãîãðàííèêà èìåþò îáùóþ òî÷êó ëèáî
îêðóæàþò òðåóãîëüíóþ ãðàíü (�P íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ 3-ïîÿñîâ�), ïðè÷¼ì P ̸= ∆3,
P ̸= I ×∆2;

• 1-îñòîâ ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî öèêëè÷åñêè ðåáåðíî 3-ñâÿçíûì ãðàôîì.

ßñíî, ÷òî åñëè P � ïî÷òè ôëàãîâûé ìíîãîãðàííèê â ñìûñëå [Erokhovets19], òî KP � ïî÷òè
ôëàãîâûé êîìïëåêñ. Îáðàòíîå íåâåðíî: íàïðèìåð, ñêëåèì äâå ãðàíèöû îêòàýäðà ïî äâóìåðíî-
ìó ñèìïëåêñó è çàòåì óäàëèì ýòîò ñèìïëåêñ. Ïîëó÷åííûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ ïî÷òè
ôëàãîâûé, íî äâîéñòâåííûé ê íåìó ìíîãîãðàííèê (ñâÿçíàÿ ñóììà òð¼õìåðíûõ êóáîâ âäîëü
âåðøèíû) èìååò íåòðèâèàëüíûé 3-ïîÿñ.
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3.3. Óñèëåíèå ðåçóëüòàòîâ Êîííåðà è Øåëòîíà.

Îïðåäåëåíèå 3.8. Ïóñòü k � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, K � ñèìïëèöèàëüíûé êîì-
ïëåêñ íà [m] áåç ïðèçðà÷íûõ âåðøèí. Îáîçíà÷èì êàê EQ(K;k) ñâÿçíóþ Z×Zm

≥0-ãðàäóèðîâàííóþ

k-àëãåáðó, çàäàííóþ îáðàçóþùèìè u1, . . . , um è {wJ}J∈MF≥3(K) è ñëåäóþùèì íàáîðîì êâàä-
ðàòè÷íûõ ñîîòíîøåíèé:

• u21 = · · · = u2m = 0; uiuj + ujui = 0 äëÿ êàæäîãî {i, j} ∈ K;
• [wJ , ui] = 0 äëÿ êàæäîãî J ∈ MF≥3(K) è êàæäîãî i ∈ J ;
• ∑

j∈L: L\{j}/∈K

[wL\{j}, uj ] = 0

äëÿ êàæäîãî L ⊂ [m], òàêîãî ÷òî ∂2∆L ⊂ K.

Ïðåäëîæåíèå 3.9. Êîððåêòíî îïðåäåëåí ãîìîìîðôèçì k-àëãåáð EQ(K;k) → E(k[K]), ui 7→
ui, wJ 7→ wJ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòû ui è wJ â àëãåáðå E(k[K]) ∼= H
[
Ω(k⟨K⟩)

]
îïðåäåëåíû ïî ëåììå

5.4. Îíè óäîâëåòâîðÿþò îïèñàííûì ñîîòíîøåíèÿì ïî ïðåäëîæåíèþ 5.5. □

Îïèñàííîå êîïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû EQ(K;k) ìèíèìàëüíî. Â íåîïóáëèêîâàííîé ðàáîòå
[Dobrinskaya09] Äîáðèíñêàÿ àíîíñèðîâàëà ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

• Åñëè K ∈ kSCM∨ äëÿ íåêîòîðîãî ïîëÿ k, òî E(k[K]) ∼= EQ(K;k).

Ê ñîæàëåíèþ, ïðåïðèíò Äîáðèíñêîé íå ñîäåðæèò ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà. Åñëè ýòîò ðåçóëü-
òàò âåðåí, òî íàøè ìåòîäû ïîçâîëÿþò ðàñïðîñòðàíèòü èçîìîðôèçì E(k[K]) ∼= EQ(K;k) íà

áîëåå øèðîêèé êëàññ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ ̂kSCM∨. Îïèøåì ýòîò êëàññ áîëåå ÿâíî.

Ïðåäëîæåíèå 3.10. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(1) K ∈ ̂kSCM∨;
(2) Äëÿ êàæäîãî íåïóñòîãî J ∈ Kf èìååì

H̃i(K⟨n⟩
J ;k) = 0, ∀i ≥ n ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.7, óñëîâèå (1) ðàâíîñèëüíî

H̃i((KJ)
⟨n⟩
I ;k) = 0, ∀J ∈ Kf , ∀I ⊂ J, ∀i ≥ n ≥ 0.

Íî îïåðàöèÿ K⇝ K⟨n⟩ êîììóòèðóåò ñ ïåðåõîäîì ê ïîëíûì ïîäêîìïëåêñàì, ïîýòîìó (KJ)
⟨n⟩
I =

K⟨n⟩
I . Ïîëó÷àåì óñëîâèå

H̃i(K⟨n⟩
I ;k), ∀I ⊂ J ∈ Kf , ∀i ≥ n ≥ 0.

Ýòî â òî÷íîñòè óñëîâèå (2), òàê êàê èç I ⊂ J ∈ Kf ñëåäóåò I ∈ Kf . □

Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëþáîé êîìïëåêñ K ñî ñâîéñòâîì ∂2∆V ⊂ K ⊂ ∆V ïðèíàäëåæèò

êëàññó kSCM∨. Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ ̂kSCM∨ ñîäåðæèò âñå êîìïëåêñû ñ ν(K) ≤ 2.
Â ðàáîòå Êîííåðà è Øåëòîíà [Conner�Shelton12] äîêàçàíî: åñëè K ∈ kSCM∨, òî àëãåáðà

E(k[K]) ìóëüòèïëèêàòèâíî ïîðîæäåíà ñâîèìè ãðàäóèðîâàííûìè êîìïîíåíòàìè E(k[K])−1,∗ è
E(k[K])−2,∗ (â òåðìèíîëîãèè [Cassidy�Shelton09], k[K] ÿâëÿåòñÿ K2-àëãåáðîé).

Òåîðåìà 1.2 ïîçâîëÿåò óñèëèòü èõ ðåçóëüòàò äî ñëåäóþùåãî.

Òåîðåìà 3.11. Ïóñòü k � ïîëå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K ∈ ̂kSCM∨, ò.å. ÷òî äëÿ ëþáîãî
J ∈ Kf âåðíî

H̃i(K⟨n⟩
J ;k) = 0, ∀i ≥ n ≥ 0.

Òîãäà ìíîæåñòâî
{u1, . . . , um} ⊔ {wJ}J∈MF≥3(K)

ìèíèìàëüíî ïîðîæäàåò àëãåáðó E(k[K]). Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå EQ(K;k) → E(k[K])
ñþðúåêòèâíî.

Ýòî íàèáîëåå øèðîêèé êëàññ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ, äëÿ êîòîðîãî íàøè ìåòîäû
ïîçâîëÿþò îïèñàòü ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ îáðàçóþùèõ àëãåáðû E(k[K]). Äîêàçàòåëüñòâî
ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 6.1.
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4. Ãîìîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà

4.1. Ìóëüòèãðàäóèðîâàííûå àëãåáðû. Íàøè ñîãëàøåíèÿ ïî çíàêàì ñîâïàäàþò ñ [Priddy70,
�1]. Äèôôåðåíöèàëû âñåãäà ïîíèæàþò ñòåïåíü ïî îäíîé èç ãðàäóèðîâîê è ñîõðàíÿþò îñòàëü-
íûå ãðàäóèðîâêè. Åñëè (M,d) - öåïíîé êîìïëåêñ, d :Mn →Mn−1, òî äâîéñòâåííûé êîìïëåêñ
(M∗, d∗) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

M∗
−n := Hom(Mn,k), d∗ :M∗

1−n →M∗
−n, ⟨d∗(f),m⟩ := (−1)|f |+1⟨f, d(m)⟩.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ìóëüòèèíäåêñà α = (α1, . . . , αm) ∈ Zm
≥0 èìååì

|α| := α1 + · · ·+ αm, suppα := {i ∈ [m] : αi ̸= 0},
à ïîäìíîæåñòâî J ⊂ [m] îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìóëüòèèíäåêñîì

∑
j∈J ej ∈ Zm

≥0.
Ìû ðàññìàòðèâàåì k-ìîäóëè è àññîöèàòèâíûå k-àëãåáðû ñ åäèíèöåé, ãðàäóèðîâàííûå ïî-

ëóãðóïïàìè âèäà Zk×Zm
≥0, k ≥ 0. Ëþáîé òàêîé ìîäóëüM äîïóñêàåò Z-ãðàäóèðîâêó òîòàëüíîé

ñòåïåíüþ: åñëè x ∈Mi1,...,ik,α � îäíîðîäíûé ýëåìåíò, òî

|x| := i1 + · · ·+ ik + |α| ∈ Z

� åãî òîòàëüíàÿ ñòåïåíü. Îáîçíà÷èì x := (−1)1+|x|x. Ïî óìîë÷àíèþ, ìîäóëè íàä Zk × Zm
≥0-

ãðàäóèðîâàííûìè àëãåáðàìè âñåãäà Zk × Zm
≥0-ãðàäóèðîâàíû.

Ìóëüòèãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà A ñâÿçíà, åñëè îòíîñèòåëüíî òîòàëüíîé ãðàäóèðîâêè èìååì
A<0 = 0, A0 = k · 1. Àóãìåíòàöèîííûé èäåàë A>0 = Ker(ε : A→ k) îáîçíà÷èì êàê I(A).

Åñëè Zk × Zm
≥0-ãðàäóèðîâàííûå k-ìîäóëè M1,M2, . . . îáðàçóþò öåïíîé êîìïëåêñ

· · · →Mi
d−→Mi−1 → . . . ,

òî ìû ðàññìàòðèâàåì âåñü êîìïëåêñM• =
⊕

iMi êàê Z×Zk×Zm
≥0-ãðàäóèðîâàííûé k-ìîäóëü,

deg((Mi)n) = (i, n). Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèàë èìååò ñòåïåíü (−1, 0) ∈ Z × (Zk × Zm
≥0).

ÅñëèMi � ìîäóëè íàä k-àëãåáðîé A, òî A-ëèíåéíîñòü äèôôåðåíöèàëà ðàâíîñèëüíà òîæäåñòâó

d(a ·m) = (−1)|d|·|a|a · d(m),

òî åñòü d(am) = −a · d(m).

4.2. Áàð- è êîáàð-êîíñòðóêöèè. Ïóñòü A � Zk × Zm
≥0-ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì

k, L � ëåâûé A-ìîäóëü, R � ïðàâûé A-ìîäóëü. Áàð-êîíñòðóêöèÿ B(R,A,L) � ýòî öåïíîé
êîìïëåêñ

· · · → B1(R,A,L) → B0(R,A,L) → 0,

ãäå Bn(R,A,L) := R⊗ I(A)⊗n ⊗L. Òèïè÷íûé ýëåìåíò r⊗ a1 ⊗ · · ·⊗ an ⊗ ℓ ∈ Bn(R,A,L) èìååò
ñòåïåíü (n,deg(r) +

∑n
i=1 deg(ai) + deg(ℓ)) ∈ Z × Zk × Zm

≥0 è òðàäèöèîííî çàïèñûâàåòñÿ êàê

r[a1| . . . |an]ℓ. Äèôôåðåíöèàëû çàäàíû ôîðìóëîé

−dB(r[a1| . . . |an]ℓ) := r · a1[a2| . . . |an]ℓ+
n−1∑
i=1

r[a1| . . . |ai−1|aiai+1| . . . |an]ℓ+ r[a1| . . . |an−1]an · ℓ.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî áàð-êîíñòðóêöèÿ B(A,A,L) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ðåçîëüâåíòîé ëåâîãî
A-ìîäóëÿ L. Ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ôóíêòîðû Tor è Ext :

TorA∗ (R,L) = H∗

[
R⊗A B(A,A,L)

]
= H∗

[
B(R,A,L)

]
;

ExtA∗ (L1, L2) = H∗

[
HomA(B(A,A,L1), L2)

]
∼= H∗

[
(B(L∗

2, A, L1))
∗
]
.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå B(A) := B(k, A,k). Ýòîò êîìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ dg-êîàëãåáðîé îòíîñèòåëü-
íî êîóìíîæåíèÿ

(4.1) ∆[a1| . . . |an] =
n∑

i=0

[a1| . . . |ai]⊗ [ai+1| . . . |an].

Ïåðåõîäÿ ê ãîìîëîãèÿì, ìû ïîëó÷àåì àññîöèàòèâíîå êîóìíîæåíèå íà TorA(k,k).
Äâîéñòâåííûì îáðàçîì, äëÿ ãðàäóèðîâàííîé êîàëãåáðû C è ëåâîãî C-êîìîäóëÿ L∗ èìååì

êîáàð-êîíñòðóêöèþ
0 → Ω0(k, C, L

∗) → Ω−1(k, C, L
∗) → . . . ,
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Ω−n(k, C, L
∗) := I(C)⊗n ⊗ L∗. Åñëè ∆c =

∑
r c

′
r ⊗ c′′r � êîóìíîæåíèå, à α∗(λ) =

∑
r c

′
r ⊗ λ′′r �

îòîáðàæåíèå êîäåéñòâèÿ, òî äèôôåðåíöèàë íà êîáàð-êîíñòðóêöèè çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

d([c1| . . . |cn]λ) := −
n∑

i=1

∑
r

[c1| . . . |ci−1|c′i,r|c′′i,r|ci+1| . . . |cn]λ−
∑
r

[c1| . . . |cn|c′r]λ′′r .

Êîáàð-êîíñòðóêöèÿ Ω(C) := Ω(k, C,k) ÿâëÿåòñÿ dg-àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ

(4.2) [c1| . . . |ci]⌣ [e1| . . . |ej ] := [c1| . . . |ci|e1| . . . |ej ].

Áàð-êîíñòðóêöèÿ è êîáàð-êîíñòðóêöèÿ � äâîéñòâåííûå öåïíûå êîìïëåêñû: B(A)∗ ∼= Ω(A∗),
ãäå A∗ � êîàëãåáðà, äâîéñòâåííàÿ ê àëãåáðå A. Ïðè ýòîé äâîéñòâåííîñòè êîóìíîæåíèå (4.1)
äâîéñòâåííî ê óìíîæåíèþ (4.2).Åñëè k � ïîëå, òî ïî ôîðìóëå Êþííåòà äâîéñòâåííîñòü ñî-
õðàíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ãîìîëîãèÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, E(A) � àññîöèàòèâíàÿ k-àëãåáðà, äâîé-

ñòâåííàÿ ê àññîöèàòèâíîé k-êîàëãåáðå TorA(k,k).

4.3. Êîïðåäñòàâëåíèÿ ñâÿçíûõ ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð. Ïóñòü A � ñâÿçíàÿ àññîöèà-
òèâíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì k. Å¼ êîïðåäñòàâëåíèåì íàçûâàþò èçîìîðôèçì

T (a1, . . . , aM , . . . )/(r1, . . . , rN , . . . )
∼=−→ A,

ãäå T (a1, . . . , aM , . . . ) � òåíçîðíàÿ k-àëãåáðà íà îáðàçóþùèõ a1, . . . , aM , . . . à (r1, . . . , rN , . . . )
� èäåàë â íåé. Åñëè A ãðàäóèðîâàíà, òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ai (îáðàçóþùèå) è rj
(ñîîòíîøåíèÿ) îäíîðîäíû. Èíîãäà ýëåìåíòû â T (a1, . . . , aM ) ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ èõ
îáðàçàìè â A.

Ñíà÷àëà ñîïîñòàâèì êàæäîìó êîïðåäñòàâëåíèþ íà÷àëî ðåçîëüâåíòû ëåâîãî A-ìîäóëÿ k.

Ëåììà 4.1 ([Wall60, �7]). Ïóñòü ñâÿçíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà A çàäàíà îäíîðîäíûìè
îáðàçóþùèìè a1, . . . , aM è îäíîðîäíûìè ñîîòíîøåíèÿìè r1 = · · · = rN = 0 â T (a1, . . . , aM )
ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè. Çàïèøåì ýëåìåíòû rj â âèäå

rj =

M∑
i=1

bji · ai, bji ∈ T (a1, . . . , aM ).

Òîãäà ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâîáîäíûõ ëåâûõ A-ìîäóëåé òî÷íà:

(4.3)

N⊕
j=1

A⊗Rj
d2−→

M⊕
i=1

A⊗Xi
d1−→ A

ε−→ k → 0,

d2(Rj) :=

M∑
i=1

bji ⊗Xi, d1(Xi) := ai.

□

Îäíîðîäíîå êîïðåäñòàâëåíèå A = T (a1, . . . , aM )/(r1 = · · · = rN = 0) íàçûâàþò ìèíèìàëü-
íûì, åñëè îáà íàáîðà a1, . . . , aM è r1, . . . , rN ìèíèìàëüíû ïî âêëþ÷åíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 4.2 ([Wall60, �7]). Ïóñòü k � ïîëå, A � ñâÿçíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ k-àëãåáðà.
Ïóñòü A = T (a1, . . . , aM )/(r1 = 0 = · · · = rN = 0) � ìèíèìàëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå. Òîãäà
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4.3) äîñòðàèâàåòñÿ äî ìèíèìàëüíîé ðåçîëüâåíòû ëåâîãî A-
ìîäóëÿ k (òàêîé ñâîáîäíîé ðåçîëüâåíòû · · · → Fi → Fi−1 → · · · → k → 0, ÷òî d(Fi) ⊂
I(A) · Fi−1.) Ñëåäîâàòåëüíî,

TorA1 (k,k) ≃
M⊕
i=1

k · ai, TorA2 (k,k) ≃
N⊕
j=1

k · rj . □

Ñëåäñòâèå 4.3. Ïóñòü k � ïîëå, A =
⊕

λAλ � ñâÿçíàÿ Zk × Zm
≥0-ãðàäóèðîâàííàÿ k-àëãåáðà.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî λ ∈ Zk ×Zm
≥0 ëþáîå ìèíèìàëüíîå îäíîðîäíîå êîïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû A

ñîäåðæèò ðîâíî dimE(A)−1,λ îáðàçóþùèõ è dimE(A)−2,λ ñîîòíîøåíèé ìóëüòèñòåïåíè λ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ,

TorA1 (k,k)λ ≃
⊕

i: deg ai=λ

k · ai, TorA2 (k,k)λ ≃
⊕

j: deg rj=N

k · rj .

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî TorAi (k,k)N è E(A)−i,λ � äâîéñòâåííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. □

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî îäíîðîäíûõ îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé íå çàâèñèò îò âûáî-
ðà ìèíèìàëüíîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ, òàê êàê âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðàçìåðíîñòè ãðàäóèðîâàííûõ
êîìïîíåíò k-ìîäóëÿ TorA(k,k).

Òåïåðü ñâÿæåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4.3) ñ áàð-ðåçîëüâåíòîé.

Ëåììà 4.4. Ïóñòü A = T (a1, . . . , aM )/(r1 = · · · = rN = 0) � ìèíèìàëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå
ñâÿçíîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû.

(1) Â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 4.1 , èìååì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ñâîáîäíûõ ëåâûõ A-
ìîäóëåé

(4.4)
⊕N

j=1A⊗Rj

f2

��

d2 //⊕M
i=1A⊗Xi

d1 //

f1

��

A // k // 0

. . . // A⊗ I(A)⊗3
dB,3 // A⊗ I(A)⊗2

dB,2 // A⊗ I(A)
dB,1 // A

ε // k // 0

ñ òî÷íûìè ñòðîêàìè, ãäå

f2(Rj) :=

M∑
i=1

[
bji

∣∣∣ai], f1(Xi) := [ai].

(2) Öèêëû [a1], . . . , [aM ] ∈ B1(A) çàäàþò áàçèñ k-ìîäóëÿ H1(B(A)) ∼= TorA1 (k,k).

(3) Öèêëû f2(R1), . . . , f2(RN ) ∈ B2(A) çàäàþò áàçèñ k-ìîäóëÿ H2(B(A)) ∼= TorA2 (k,k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû. Äëÿ ëåâîãî êâàäðàòà èìååì

f1(d2(Rj)) = f1

(
M∑
i=1

bji ⊗Xi

)
=

M∑
i=1

bji[ai],

dB,2(f2(Rj)) =

M∑
i=1

dB,2

([
bji

∣∣∣ai]) =

M∑
i=1

bji[ai] +

M∑
i=1

[
bjiai

]
;

ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, òàê êàê
∑M

i=1 bjiai = rj = 0 ∈ A. Äëÿ äâóõ äðóãèõ êâàäðàòîâ
êîììóòàòèâíîñòü î÷åâèäíà.

Òåïåðü äîñòðîèì âåðõíþþ ñòðîêó äî ìèíèìàëüíîé ðåçîëüâåíòû, à îòîáðàæåíèÿ f1, f2 � äî
öåïíîãî îòîáðàæåíèÿ ðåçîëüâåíò. Ïðèìåíèâ ôóíêòîð k ⊗A (−), ìû ïîëó÷èì öåïíîå îòîáðà-
æåíèå êîìïëåêñîâ

. . .
0 //

��

M3
0 //

��

⊕N
j=1 k⊗Rj

f2

��

0 //⊕M
i=1 k⊗Xi

0 //

f1

��

k // 0

. . . // B3(A)
dB,3 // B2(A)

dB,2 // A
0 // k

ε // 0.

Ãîìîëîãèè êàæäîãî èç êîìïëåêñîâ ðàâíû TorA(k,k), à èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå â ãîìî-
ëîãèÿõ � èçîìîðôèçì. Âåðõíèé êîìïëåêñ ïîëó÷åí èç ìèíèìàëüíîé ðåçîëüâåíòû, ïîýòîìó â
í¼ì âñå äèôôåðåíöèàëû íóëåâûå. Ïîýòîìó öèêëû f2(R1), . . . , f2(RN ) ∈ B2(A) çàäàþò òå æå

êëàññû â TorA2 (k,k), ÷òî è ýëåìåíòû R1, . . . , RN , òî åñòü áàçèñ â TorA2 (k,k). Àíàëîãè÷íî äëÿ
f1(X1), . . . , f1(XM ) è X1, . . . , XM . □

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèé â A ìîæíî
âîññòàíîâèòü ïî êîóìíîæåíèþ íà áèãðàäóèðîâàííîì k-ìîäóëå TorA(k,k).
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Ïðåäëîæåíèå 4.5. Ïóñòü A = T (a1, . . . , aM )/(r1 = · · · = rN = 0) � ìèíèìàëüíîå êîïðåä-
ñòàâëåíèå. Ïóñòü

x1, . . . , xM ∈ TorA1 (k,k), ρ1, . . . , ρN ∈ TorA2 (k,k)

� ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñû â Tor-ìîäóëÿõ, à

α1, . . . , αM ∈ E(A)−1, θ1, . . . , θN ∈ E(A)−2

� äóàëüíûå áàçèñû â Ext-ìîäóëÿõ.
Âûäåëèì êâàäðàòè÷íûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé:

rj(a1, . . . , aM ) =

M∑
i′=1

M∑
i=1

λ
(j)
i′,i︸︷︷︸
∈k

ai′ai+
[
îäíî÷ëåíû îò a1, . . . , aM ñòåïåíåé ≥ 3

]
∈ T (a1, . . . , aM ), j = 1, . . . , N.

Òîãäà:

(1) Äëÿ êîóìíîæåíèÿ ∆ íà TorA(k,k) èìååì

∆ρj = 1⊗ ρj + ρj ⊗ 1 +

M∑
i′=1

M∑
i=1

(−1)|xi′ |λ
(j)
i′,ixi′ ⊗ xi, ∀j = 1, . . . , N ;

(2) Äëÿ óìíîæåíèÿ Éîíåäû ⌣ íà ExtA(k,k) èìååì

αi′ ⌣ αi = (−1)|αi′ |·(|αi|+1)
N∑
j=1

λ
(j)
i′,iθj , ∀i′, i ∈ {1, . . . ,M}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì êîóìíîæåíèå íà TorA(k,k) ñ ïîìîùüþ êîóìíîæåíèÿ íà B(A).
Îòîáðàæåíèå ðåçîëüâåíò (4.4) èç ëåììû 4.4 èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå öåïíûõ êîìïëåêñîâ,

âû÷èñëÿþùèõ ôóíêòîð TorA(k,k) :⊕N
j=1 k⊗ ρj

f2

��

0 //⊕M
i=1 k⊗ xi

0 //

f1

��

k // 0

. . . // B3(A)
dB,3 // B2(A)

dB,2 // B1(A)
dB,1 // k // 0.

Çíà÷èò, êëàññ xi ∈ TorA1 (k,k) ïðåäñòàâëåí öèêëîì x̃i := [ai] ∈ B1(A), à êëàññ ρj ∈ TorA2 (k,k)
� öèêëîì

ρ̃j :=

M∑
i=1

[
bji

∣∣∣ai] ∈ B2(A).

Êîóìíîæåíèå â áàð-êîíñòðóêöèè äà¼ò

∆ρ̃j − 1⊗ ρ̃j − ρ̃j ⊗ 1 =

M∑
i=1

[
bji

]
⊗ [ai] ∈ B(A)⊗ B(A).

Ïðè ýòîì ïî óñëîâèþ èìååì

bji =

M∑
i′=1

λ
(j)
i′,iai′ +

[
ñóììà îäíî÷ëåíîâ îò a1, . . . , aM äëèíû ≥ 2

]
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

bji =

M∑
i′=1

λ
(j)
i′,iai′ +

∑
s

xs · ys

äëÿ íåêîòîðûõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ xs, ys ∈ A. Íî [xs · ys] = dB([xs|ys]), ïîýòîìó êëàññû

[bji] è
∑M

i′=1 λ
(j)
i,i′ [ai′ ] ãîìîëîãè÷íû â B1(A). Èòàê, êëàññ ∆ρ̃j − 1 ⊗ ρ̃j − ρ̃j ⊗ 1 ãîìîëîãè÷åí â

B(A)⊗ B(A) êëàññó
M∑
i=1

M∑
i′=1

λ
(j)
i′,i[ai′ ]⊗ [ai] = −

M∑
i=1

M∑
i′=1

λ
(j)
i′,ix̃i′ ⊗ xi.

Ýòî äîêàçûâàåò ôîðìóëó (1).
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Ôîðìóëà (2) ïîëó÷àåòñÿ äóàëèçàöèåé (1), òàê êàê óìíîæåíèå â àëãåáðå ExtA(k,k) =
(
TorA(k,k)

)∗
äâîéñòâåííî ê êîóìíîæåíèþ â TorA(k,k) : äëÿ ξ1, ξ2 ∈ ExtA(k,k) è t ∈ TorA(k,k) èìååì

⟨ξ1 ⌣ ξ2, t⟩ = ⟨ξ1 ⊗ ξ2,∆t⟩ =
∑
r

(−1)|ξ2|·|t
′
r|⟨ξ1, t′r⟩ · ⟨ξ2, t′′r ⟩,

åñëè ∆t =
∑

r t
′
r ⊗ t′′r . □

5. Êîïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð E(k[K])

Â ýòîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ ãðàäóèðîâàííûå êîìïîíåíòû Z× Zm
≥0-ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû

E(k[K]) è Z×Z×Zm
≥0-ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû E(E(k[K])). Äàëåå ìû äîêàçûâàåì ïðåäëîæåíèå

1.1 è òåîðåìó 1.2 íà îñíîâå òåîðåìû Áàêåëèíà�Ðîîñà (òåîðåìû 5.9). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî K �
ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m] áåç ïðèçðà÷íûõ âåðøèí, k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå.

5.1. Ïðèìåíåíèå áàð-ðåçîëüâåíòû.

Ëåììà 5.1. (1) Åñëè E(k[K])−n,2α ̸= 0, òî ëèáî n = α = 0, ëèáî 1 ≤ n ≤ |α|.
(2) Åñëè E(E(k[K]))−i,−n,2α ̸= 0, òî ëèáî i = n = α = 0, ëèáî 1 ≤ i ≤ n ≤ |α|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ext-àëãåáðà âû÷èñëÿåòñÿ êàê ãîìîëîãèè êîìïëåêñà, äâîéñòâåííîãî ê áàð-
êîíñòðóêöèè B(k[K]). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî áàð-êîíñòðóêöèÿ ñîñðåäîòî÷åíà â
ãðàäóèðîâêàõ

{(0, 0)} ⊔ {(n, 2α) : α ∈ Zm
≥0, 1 ≤ n ≤ |α|} ⊂ Z× Zm

≥0.

Äåéñòâèòåëüíî: ïóñòü B(k[K])−n,2α ̸= 0. Åñòü äâà ñëó÷àÿ:

• Ïðè n = 0 èìååì B(A)0,∗ = I(A)⊗0 = k, ïîýòîìó

B(k[K])0,2α =

{
k, α = 0,

0, α ̸= 0.

• Ïðè n ≥ 1 èìååì

B(k[K])n,2α = (I(k[K])⊗n)2α =
⊕

α=α1+···+αn

I(k[K])2α1
⊗ · · · ⊗ I(k[K])2αn

.

Ãðàäóèðîâàííûé k-ìîäóëü I(k[K]) ñîñðåäîòî÷åí â ãðàäóèðîâêàõ âèäà 2β, ãäå β ∈ Zm
≥0,

|β| ≥ 1. Çíà÷èò, åñëè B(k[K])n,2α ̸= 0, òî α ïðåäñòàâèìî â âèäå α1 + · · · + αn, ãäå
|αi| ≥ 1. Ïîëó÷àåì èñêîìîå íåðàâåíñòâî |α| ≥ n.

Ïóíêò (2) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. □

Ëåììà 5.2. Ïóñòü α ∈ Zm
≥0 è supp(α) ⊂ J ⊂ [m]. Òîãäà åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ

E(k[KJ ])−n,2α → E(k[K])−n,2α è E(E(k[K]))−i,−n,2α → E(E(k[KJ ]))−i,−n,2α,

èíäóöèðîâàííûå âëîæåíèåì KJ ↪→ K, ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè k-ìîäóëåé. Â ÷àñòíîñòè,
E(k[KJ ]) → E(k[K]) � âëîæåíèå ïîäàëãåáðû ïðÿìûì ñëàãàåìûì, à E(E(k[K])) → E(E(k[KJ ]))
� ïðîåêöèÿ íà ïðÿìîå ñëàãàåìîå:

E(k[KJ ])
∼=−→

⊕
supp(α)⊂J

E(k[K])−∗,2α ↪→ E(k[K]),

E(E(k[K]))↠
⊕

supp(α)⊂J

E(E(k[K]))−∗,−∗,2α
∼=−→ E(E(k[KJ ])).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî k⟨K⟩2α = k⟨KJ⟩2α ïðè âñåõ α ∈ Zm
≥0, òàêèõ ÷òî supp(α) ⊂ J. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ öåïíûå êîìïëåêñû (Ω(k⟨K⟩)−∗,2α, dΩ) è (Ω(k⟨KJ⟩)−∗,2α, dΩ)
ñîâïàäàþò. Ïåðåõîäÿ ê êîãîìîëîãèÿì, ïîëó÷àåì

E(k[K])−∗,2α = E(k[KJ ]))−∗,2α.

Óòâåðæäåíèå ïðî ïîâòîðíûå Ext-àëãåáðû äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. □
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5.2. Ñëåäñòâèÿ èç ñâîéñòâ êîøóëåâûõ àëãåáð. Ïóñòü ñâÿçíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ k-àëãåáðà
A ïîðîæäåíà îäíîðîäíûìè ýëåìåíòàìè v1, . . . , vm ∈ A. Êîöèêëû â êîáàð-êîíñòðóêöèè, äâîé-
ñòâåííûå ê öèêëàì [vi] ∈ B1(A), çàäàþò ýëåìåíòû u1, . . . , um ∈ Ext1A(k,k) = E(A)−1,∗. Ïîâòî-
ðÿÿ ýòó îïåðàöèþ, ïîëó÷àåì ýëåìåíòû V1, . . . , Vm ∈ E(E(A))−1,−1,∗.

Ãîâîðÿò, ÷òî A � êîøóëåâà àëãåáðà, åñëè àëãåáðà E(A) ìóëüòèïëèêàòèâíî ïîðîæäåíà ýëå-
ìåíòàìè u1, . . . , um. (Êîøóëåâîñòü ýêâèâàëåíòíà ðÿäó çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ; ñì. [Fr�oberg97,
Polischuk�Positselski05].)

Ïî ëåììå 5.1 èìååì

E(k[K]) =
⊕

0≤n≤|α|

E(k[K])−n,2α, E(E(k[K])) =
⊕

0≤i≤n≤|α

E(E(k[K]))−i,−n,2α,

òî åñòü Ext-àëãåáðû ñîñðåäîòî÷åíû �íå íèæå äèàãîíàëè i = n = |α|�. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå
îïèñûâàåò äèàãîíàëüíûå ïîäàëãåáðû.

Ïðåäëîæåíèå 5.3. (1) Àëãåáðà k[K] êîøóëåâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K � ôëàãî-
âûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Â ýòîì ñëó÷àå E(k[K]) ∼= k[K]!, ãäå

k[K]! := T (u1, . . . , um)/(u2i = 0, i = 1, . . . ,m; uiuj + ujui = 0, {i, j} ∈ K), deg ui = (−1, 2ei).

(2) Ìîðôèçì E(k[K])−n,2α → E(k[Kf ])−n,2α, èíäóöèðîâàííûé âëîæåíèåì K ↪→ Kf , ÿâ-
ëÿåòñÿ íóëåâûì îòîáðàæåíèåì ïðè n ̸= |α| è èçîìîðôèçìîì ïðè n = |α|. Òàêèì
îáðàçîì, àëãåáðà k[K]! âêëàäûâàåòñÿ â E(k[K]) ïðÿìûì ñëàãàåìûì:

k[K]! ∼=
⊕

α∈Zm
≥0

E(k[K])−|α|,2α ⊂ E(k[K]).

(3) Åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå E(E(k[Kf ])) → E(E(k[K])) � èçîìîðôíîå âëîæåíèå ïðÿ-
ìûì ñëàãàåìûì

E(E(k[Kf ]))
∼=−→

⊕
i≥0,α∈Zm

≥0

E(E(k[K]))−i,−|α|,2α ⊂ E(E(k[K])).

Àëãåáðà E(E(k[Kf ])) ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè

Vj ∈ E(E(k[K]))−1,−1,2ej , j = 1, . . . ,m.

Îòîáðàæåíèå vj 7→ Vj çàäà¼ò èçîìîðôèçì àëãåáð k[Kf ] → E(E(k[Kf ])).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Âî ôëàãîâîì ñëó÷àå èçîìîðôèçì E(k[K]) ∼= k[K]! (è, ñëåäîâàòåëüíî,
êîøóëåâîñòü àëãåáðû k[K]) ñëåäóåò èç òî÷íîñòè ðåçîëüâåíòû (k[K]!⊗k[K], d) → (k, 0),
ïîñòðîåííîé Ôðîáåðãîì [Fr�oberg75]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå êîøóëåâû àëãåáðû êâàä-
ðàòè÷íû [Fr�oberg97]. Åñëè êîìïëåêñ K íå ôëàãîâûé, òî íàéä¼òñÿ íåäîñòàþùàÿ ãðàíü
J ∈ MF(K), |J | ≥ 3. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîòíîøåíèå

∏
j∈J vj = 0 ∈ k[K] íå êâàäðàòè÷-

íî, ïîýòîìó k[K] íå êîøóëåâà.
(2) Äîêàçàíî â [Vylegzhanin22, Theorem 3.1(b)]. Âåðåí îáùèé ôàêò [L�ofwall86, Corollary

1.1]: åñëè ñâÿçíàÿ k-àëãåáðà A ïîðîæäàåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé êîìïîíåíòîé A1, òî äèà-
ãîíàëüíàÿ ïîäàëãåáðà â E(A) êâàäðàòè÷íî äâîéñòâåííà ê àëãåáðå Aquadr, �êâàäðàòè÷-
íîé âåðñèè� àëãåáðû A. Â äàííîì ñëó÷àå A = k[K], Aquadr = k[Kf ].

(3) Âû÷èñëèì E(E(k[K]))−i,−n,2α ñ ïîìîùüþ êîáàð-êîíñòðóêöèè. Ïî ñîîáðàæåíèÿì ãðàäó-
èðîâêè, êîìïîíåíòà E(E(k[K]))−i,−|α|,2α çàâèñèò òîëüêî îò ïîäàëãåáðû

⊕
β∈Zm

≥0
E(k[K])−|β|,2β ∼=

E(k[Kf ]). Ïîýòîìó⊕
i,α

E(E(k[K]))−i,−|α|,2α ∼=
⊕
i,α

E(E(k[Kf ]))−i,−|α|,2α ∼= E(E(k[Kf ])).

Îòîáðàæåíèå E(E(A)) → A, vi 7→ Vi êîððåêòíî îïðåäåëåíî äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé
àëãåáðû A è ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â êîøóëåâîì ñëó÷àå [Priddy70, Proposition 9.1].
Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî äëÿ A = k[Kf ]. □



14

5.3. Âû÷èñëåíèÿ â êîáàð-êîíñòðóêöèè. Ñëåäóÿ Ïàíîâó è Ðýþ [Panov�Ray08, Examples
10.2], ìû ïîñòðîèì ýëåìåíòû ui ∈ E(k[K])−1,2ei ïðè i = 1, . . . ,m è wJ ∈ E(k[K])−2,J ïðè
∂∆J ⊂ K, è äîêàæåì õîðîøî èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè.

Áóäåì ðàáîòàòü ñ êîáàð-êîíñòðóêöèåé äëÿ êîàëãåáðû k⟨K⟩ ⊂ k⟨χ1, . . . , χm⟩ =: k⟨m⟩. Â
îáåèõ êîàëãåáðàõ êîóìíîæåíèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

∆χα =
∑

α=β+γ

χβ ⊗ χγ ,

ïîýòîìó äèôôåðåíöèàë êîáàð-êîíñòðóêöèè èìååò âèä d([χα]) =
∑

α=β+γ,β ̸=0,γ ̸=0[χβ |χγ ]. Íà-

øè îáîçíà÷åíèÿ ñîãëàñîâàíû ñ ñîãëàñîâàíû ñ [Vylegzhanin22] è îòëè÷àþòñÿ îò [Panov�Ray08,
Buchstaber�Panov15]: ìû ïèøåì χα ∈ k⟨K⟩ è [χα] ∈ Ω(k⟨K⟩) âìåñòî vα è χα.

Ìû îòîæäåñòâëÿåì Ω(k⟨K⟩) ñ îáðàçîì åñòåñòâåííîãî âëîæåíèÿ dga-àëãåáð Ω(k⟨K⟩) ↪→
Ω(k⟨m⟩). Äëÿ êàæäîãî I ⊂ [m] ðàññìîòðèì ýëåìåíò

ψI := d([χI ]) =
∑

I=P⊔Q,
P,Q̸=∅

[χP |χQ] ∈ Ω(k⟨m⟩)−2,2I .

Ëåììà 5.4. Åñëè ∂∆I ⊂ K, òî ψI ∈ Ω(k⟨K⟩), ïðè÷¼ì d(ψI) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I = P ⊔ Q è P,Q ̸= ∅. Òîãäà P,Q ⊊ I, òî åñòü P,Q ∈ ∂∆I ⊂ K.
Ïîëó÷àåì χP , χQ ∈ k⟨K⟩, òàê ÷òî ψI ∈ Ω(k⟨K⟩).

Â dg-êîàëãåáðå Ω(k⟨m⟩) âûïîëíåíî òîæäåñòâî ψI = d([χI ]). Ïðèìåíèì d: d(ψI) = d2([χI ]) =
0, òî åñòü d(ψI) = 0 â Ω(k⟨m⟩). Òàê êàê ψI ∈ Ω(k⟨K⟩), ïîëó÷àåì d(ψI) = 0 â Ω(k⟨K⟩). □

Èòàê, ïðè ∂∆I ⊂ K êîððåêòíî îïðåäåë¼í ýëåìåíò wI :=
[
ψI

]
∈ H−2,2I

[
Ω(k⟨K⟩)

]
. Äëÿ êàæ-

äîãî i ∈ [m] òàêæå îáîçíà÷èì ui :=
[
[χi]
]
∈ H−1,2ei

[
Ω(k⟨K⟩)

]
. Ýòî êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûé

öèêë, òàê êàê d([χi]) = 0.

Ïðåäëîæåíèå 5.5. Â àëãåáðå E(k[K]) ∼= H
[
Ω(k⟨K⟩)

]
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

(1) uiuj + ujui = w{i,j} äëÿ âñåõ i ̸= j;

(2) u2i = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m;
(3) wI = 0 äëÿ âñåõ I ∈ K;
(4) uiwI − wIui = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I ⊂ [m], òàêèõ ÷òî ∂∆I ⊂ K;
(5)

∑
i∈I(uiwI\i − wI\iui) = 0 äëÿ âñåõ I ⊂ [m], òàêèõ ÷òî |I| > 2 è ∂2∆I ⊂ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â dg-êîàëãåáðå Ω(k⟨K⟩) èìååì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó öèêëàìè:

[χi]⌣ [χj ] + [χj ]⌣ [χi] = ψ{i,j}, [χi]⌣ [χi] = d([χii]), ψI = d([χI ]).

Ïåðåõîäÿ ê ãîìîëîãèÿì, ïîëó÷àåì òîæäåñòâà (1,2,3).
Äîêàæåì (4). Ðàññìîòðèì ýëåìåíò

τ := d([χI+ei ])− [χI |χi]− [χi|χI ] =
∑

I+ei=β+γ,
β,γ∈Zm

≥0\{0,ei}

[χβ |χγ ] ∈ Ω(k⟨m⟩).

Òàê êàê d([χi]) = 0, ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà ïîëó÷àåì

(5.1) d(τ) = [χi]⌣ ψI − ψI ⌣ [χi].

Óáåäèìñÿ, ÷òî τ ∈ Ω(k⟨K⟩). Äåéñòâèòåëüíî: ïóñòü I+ei = β+γ, ãäå β, γ ∈ Zm
≥0 \{0, ei}. Èìååì

β ̸= I, β ̸= I+ei, ïîýòîìó supp(β) ⊊ I, òî åñòü supp(β) ∈ ∂∆I ⊂ K. Ñëåäîâàòåëüíî, χβ ∈ k⟨K⟩.
Àíàëîãè÷íî, χγ ∈ k⟨K⟩, îòêóäà τ ∈ Ω(k⟨K⟩). Èòàê, ñîîòíîøåíèå (5.1) âûïîëíåíî â Ω(k⟨K⟩).
Ïåðåõîäÿ ê ãîìîëîãèÿì, ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàâåíñòâî 0 = uiwI − wIui.

Òîæäåñòâî (5) äîêàçûâàåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò

(5.2) θ := d([χI ])−
∑
i∈I

[χi|χI\i]−
∑
i∈I

[χI\i|χi] =
∑

I=P⊔Q,
|P |,|Q|≥2

[χP |χQ] ∈ Ω(k⟨m⟩).
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Òàê êàê P ⊂ I è |I \ P | ≥ 2, èìååì P ∈ ∂2∆I ⊂ K. Àíàëîãè÷íî, Q ∈ K, ïîýòîìó θ ∈ Ω(k⟨K⟩).
Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (5.2), ïîëó÷àåì

d(θ) = 0 +
∑
i∈I

[χi]⌣ ψI\i −
∑
i∈I

ψI\i ⌣ [χi] ∈ Ω(k⟨K⟩),

0 =
∑
i∈I

uiwI\i −
∑
i∈I

wI\iui ∈ H−3,2I

[
Ω(k⟨K⟩)

]
. □

5.4. Îïèñàíèå ïåðâûõ äâóõ ãðàäóèðîâàííûõ êîìïîíåíò.

Ëåììà 5.6. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ áåç ïðèçðà÷íûõ âåðøèí íà [m]. Òîãäà
êîïðåäñòàâëåíèå êîëüöà Ñòýíëè�Ðàéñíåðà

k[K] = T (v1, . . . , vm)/

vivj − vjvi = 0, ∀1 ≤ i < j ≤ m;
∏
j∈J

vj = 0, ∀J ∈ MF(K)


ìèíèìàëüíî. (Â ïðîèçâåäåíèè

∏
j∈J vj ìíîæèòåëè óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ èíäåêñà j.)

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ìèíèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ: ìíîæåñòâî
{v1, . . . , v̂i, . . . , vm} ïîðîæäàåò ïîäàëãåáðó â k[K], íå ñîäåðæàùóþ íåíóëåâîé ýëåìåíò vi. Îñòà-
ëîñü äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé ìèíèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ.

Ïîäàëãåáðà â k[K], ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòàìè vi è vj , èçîìîðôíà{
T (vi, vj)/(vivj − vjvi = 0), {i, j} ∈ K;

T (vi, vj)/(vivj = vivj − vjvi = 0), {i, j} /∈ K.

Óáåð¼ì ñîîòíîøåíèå vivj − vjvi = 0 èç êîïðåäñòàâëåíèÿ; â ïîëó÷åííîé àëãåáðå ðàññìîòðèì
ïîäàëãåáðó, ïîðîæä¼ííóþ ýëåìåíòàìè vi è vj . Îíà èçîìîðôíà{

T (vi, vj), {i, j} ∈ K;

T (vi, vj)/(vivj = 0), {i, j} /∈ K.

ßñíî, ÷òî ýòè àëãåáðû îòëè÷àþòñÿ îò îïèñàííûõ âûøå. Ïðîòèâîðå÷èå.
Àíàëîãè÷íî, åñëè óáðàòü èç êîïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòíîøåíèå

∏
j∈J vj = 0, òî ïîäàëãåáðà,

ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòàìè {vj : j ∈ J}, áóäåò èçîìîðôíà k[vj : j ∈ J ]. Àíàëîãè÷íàÿ ïîäàëãåáðà
â k[K] èçîìîðôíà

k[vj : j ∈ J ]/(
∏
j∈J

vj = 0).

Ýòè àëãåáðû ðàçëè÷íû, ïðîòèâîðå÷èå. □

Ïðè 1 ≤ i < j ≤ m ââåä¼ì êëàññ cij ∈ E(k[K])−2,2(ei+ej), çàäàííûé êîöèêëîì [χi|χj ] ∈
Ω(k⟨K⟩).

Ïðåäëîæåíèå 5.7. (1) Ìíîæåñòâî {u1, . . . , um} � àääèòèâíûé áàçèñ k-ìîäóëÿ E(k[K])−1,∗.
Ìíîæåñòâî {wJ , J ∈ MF(K)} ∪ {cij , 1 ≤ i < j ≤ m} � àääèòèâíûé áàçèñ k-ìîäóëÿ
E(k[K])−2,∗.

(2) Åñëè ⌣ � óìíîæåíèå Éîíåäû â E(k[K]), òî

(5.3) ui ⌣ ui = 0, ui ⌣ uj =


cij , i < j;

w{i,j} − cji, i > j, {i, j} /∈ K;

−cji, i > j, {i, j} ∈ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ëåììó 4.4 ê ìèíèìàëüíîìó êîïðåäñòàâëåíèþ èç ëåììû 5.6. Ìû

ïîëó÷àåì, ÷òî öèêëû [v1], . . . , [vm] ∈ B1(k[K]) çàäàþò áàçèñ k-ìîäóëÿ Tor
k[K]
1 (k,k), à öèêëû

γij := [vj |vi]− [vi|vj ], i < j, {i, j} /∈ K; βJ := −[vJ\min(J)|vmin(J)], J ∈ MF(K)

â B2(k[K]) çàäàþò áàçèñ k-ìîäóëÿ Tor
k[K]
2 (k,k). Äîêàæåì, ÷òî ýëåìåíòû ui, cij , wJ , çàäàííûå

êîöèêëàìè

[χi] ∈ Ω(k⟨K⟩)−1,2ei , [χi|χj ] ∈ Ω(k⟨K⟩)−2,2(ei+ej),
∑

J=P⊔Q,
P,Q̸=∅

[χP |χQ] ∈ Ω(k⟨K⟩)−2,2J
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ñîîòâåòñòâåííî, � äóàëüíûé ê íåìó áàçèñ â E(k[K])−1,∗ è E(k[K])−2,∗. Äîñòàòî÷íî ñïàðèâàòü
ýëåìåíòû â îäèíàêîâûõ ãðàäóèðîâêàõ.
Ãðàäóèðîâêà âèäà (−1, 2ei) :

⟨ui, [[vi]]⟩ = ⟨[χi], [vi]⟩ = ⟨χi, vi⟩ = 1.

Ãðàäóèðîâêà âèäà (−2, 2J), J ∈ MF≥3(K) :

⟨wJ , [βJ ]⟩ = −
∑

J=P⊔Q,
P,Q̸=∅

⟨[χP |χQ], [v
J\min(J)|vmin(J)]⟩ =

∑
J=P⊔Q,
P,Q̸=∅

δP,J\min(J)δQ,{min(J)} = 1.

Ãðàäóèðîâêà âèäà (−2, 2(ei + ej)), i < j, {i, j} ∈ K :

⟨cij , [γij ]⟩ = ⟨[χi|χj ], [vj |vi]− [vi|vj ]⟩ = −⟨χi, vj⟩⟨χj , vi⟩+ ⟨χi, vi⟩⟨χj , vj⟩ = 0 + 1 = 1.

Ãðàäóèðîâêà âèäà (−2, 2(ei + ej)), i < j, {i, j} ∈ K : àíàëîãè÷íî, ⟨cij , [γij ]⟩ = 1; òàêæå èìååì

⟨cij , [βij ]⟩ = ⟨[χi|χj ],−[vj |vi]⟩ = 0,

⟨w{i,j}, [γij ]⟩ = ⟨[χi|χj ] + [χj |χi], [vj |vi]− [vi|vj ]⟩ = 0 + 1− 1 + 0 = 0,

⟨w{i,j}, [βij ]⟩ = −⟨[χi|χj ] + [χj |χi], [vj |vi]⟩ = 0 + 1 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ñïàðèâàíèå èìååò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó 2× 2. Ïóíêò (1) äîêàçàí.
Ïóíêò (2) ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, òàê êàê êëàññ ui ⌣ uj çàäà¼òñÿ êîöèêëîì

[χi|χj ] ∈ Ω(k⟨K⟩). Ïðè i < j òîò æå êîöèêë çàäà¼ò êëàññ cij , à ïðè i > j èìååì[
[χi|χj ]

]
=
[
[χi|χj ] + [χj |χi]

]
−
[
[χj |χi]

]
= w{i,j} − cij .

Åñëè âäîáàâîê {i, j} ∈ K, òî w{i,j} = 0 ïî ïðåäëîæåíèþ 5.5. □

Íàïîìíèì, ÷òî k-ìîäóëü I(A)/(I(A) ·I(A)) íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ
àóãìåíòèðîâàííîé àëãåáðû A. Ýëåìåíò x ∈ I(A) ðàçëîæèì, åñëè îí ëåæèò â I(A) · I(A).

Ñëåäñòâèå 5.8. Ýëåìåíòû u1, . . . , um íåðàçëîæèìû è çàäàþò àääèòèâíûé áàçèñ ìîäóëÿ
íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ â E(k[K])−1,∗.

Ýëåìåíòû wJ , J ∈ MF≥3(K) íåðàçëîæèìû è çàäàþò àääèòèâíûé áàçèñ ìîäóëÿ íåðàçëî-
æèìûõ ýëåìåíòîâ â E(k[K])−2,∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ, {u1, . . . , um} � àääèòèâíûé áàçèñ â E(k[K])−1,∗,
à {cij , i < j} ∪ {wJ , J ∈ MF(K)} � àääèòèâíûé áàçèñ â E(k[K])−2,∗. Òàê êàê àóãìåíòàöèîí-
íûé èäåàë I(E(k[K])) ñîñðåäîòî÷åí â ãðàäóèðîâêàõ (−i, ∗) ïðè i > 0, ìîäóëè íåðàçëîæèìûõ
ýëåìåíòîâ èìåþò âèä(

I(E(k[K])

I(E(k[K])) · I(E(k[K])

)
−1,∗

= E(k[K])−1,∗,

(
I(E(k[K])

I(E(k[K])) · I(E(k[K])

)
−2,∗

=
E(k[K])−2,∗

E(k[K])−1,∗ · E(k[K])−1,∗
.

Ôîðìóëà (5.3) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîäìîäóëü E(k[K])−1,∗ ·E(k[K])−1,∗ ⊂ E(k[K])−2,∗ � ýòî â òî÷íî-
ñòè ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ci,j è w{i,j}. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàâøèåñÿ áàçèñíûå
ýëåìåíòû {wJ , J ∈ MF≥3(K)} ñâîáîäíî ïîðîæäàþò ìîäóëü íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ ñòåïåíè
(−2, ∗). □

Ìîäóëü íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ ñîâïàäàåò ñ ïåðâûìè ãîìîëîãèÿìè áàð-êîíñòðóêöèè, òî
åñòü ñ ìîäóëåì TorA1 (k,k). Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäûäóùåì ñëåäñòâèè âû÷èñëåíû k-ìîäóëè

Tor
E(k[K])
1 (k,k)−1,∗ è Tor

E(k[K])
1 (k,k)−2,∗.

5.5. Ïðèëîæåíèå òåîðåìû Áàêåëèíà�Ðîîñà. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ áåç
ïðèçðà÷íûõ âåðøèí íà âåðøèíàõ [m], è j ∈ [m]. Íàïîìíèì, ÷òî ïî ïðåäëîæåíèþ 5.3 îáðàçó-
þùåé vj ∈ k[K]2ej ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòû

uj ∈ E(k[K])−1,2ej , Vj ∈ E(E(k[K]))−1,−1,2ej .

Òåîðåìà 5.9 ([Backelin�Roos83, Theorem 5']). Ïóñòü α ∈ Zm
≥0, ïðè÷¼ì αj ≥ 1 äëÿ íåêîòîðîãî

j ∈ [m]. Òîãäà îòîáðàæåíèå

E(E(k[K]))∗,∗,2α → E(E(k[K]))∗−1,∗−1,2(α+ej), ξ 7→ Vj ⌣ ξ

� èçîìîðôèçì áèãðàäóèðîâàííûõ k-ìîäóëåé. □
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � êëþ÷åâîé òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû. Íàïîìíèì, ÷òî
|α| =

∑m
i=1 αi, supp(α) = {i ∈ [m] : αi > 0}.

Òåîðåìà 5.10. Ïóñòü α ̸= 0 è E(E(k[K]))−i,−n,2α ̸= 0. Òîãäà

|α| − | supp(α)| ≤ i− 1, ïðè÷¼ì supp(α) ∈ Kf .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì J := supp(α) ⊂ [m], β := α − supp(α) ∈ Zm
≥0 è k := |β|. ßñíî,

÷òî J ̸= ∅ è supp(β) ⊂ J. Ïî òåîðåìå 5.9, óìíîæåíèå ñëåâà íà ýëåìåíò
∏m

j=1 V
βj

j çàäà¼ò
èçîìîðôèçì

E(E(k[K]))k−i,k−n,2J → E(E(k[K]))−i,−n,2α.

Òàêèì îáðàçîì, E(E(k[K]))k−i,k−n,2J ̸= 0. Íî èç ñâîéñòâ ôóíêòîðà Ext èìååì

E(E(k[K]))>0,∗,∗ = Ext<0
E(k[K])(k,k) = 0, E(E(k[K]))0,∗,∗ = E(E(k[K]))0,0,0 = k.

Çíà÷èò, E(E(k[K]))≥0,∗,2J = 0, ïîýòîìó k−i ≤ −1. Íåðàâåíñòâî |α|−| supp(α)| ≤ i−1 äîêàçàíî.
Òåïåðü ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

E(E(k[K]))−i,−n,2α︸ ︷︷ ︸
̸=0

→ E(E(k[K]))−(i+|J|),−(n+|J|),2(α+J), ξ 7→
∏
j∈J

Vj ⌣ ξ.

Ýòî èçîìîðôèçì ïî òåîðåìå 5.9. Ñëåäîâàòåëüíî,
∏

j∈J Vj ̸= 0 ∈ E(E(k[K])). Ïî ïðåäëîæåíèþ

5.3(3),
∏

j∈J vj ̸= 0 ∈ k[Kf ]. Òàêèì îáðàçîì, J ∈ Kf . □

5.6. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.1. Íàøå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òåîðåìå 5.10 è
ñëåäóþùåé òåõíè÷åñêîé ëåììå.

Ëåììà 5.11. Ïóñòü A � Z× Zm
≥0-ãðàäóèðîâàííàÿ k-àëãåáðà, L � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ

íà ìíîæåñòâå âåðøèí [m], ïðè÷¼ì Ext1A(k,k)∗,2α = Ext2A(k,k)∗,2α = 0 ïðè supp(α) /∈ L.
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïîäàëãåáð

AI :=
⊕

supp(α)⊂I

A∗,α ⊂ A, I ∈ L.

Òîãäà A ∼= colimI∈LAI .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì Z × Zm
≥0-îäíîðîäíîå ìèíèìàëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû A.

Ïóñòü îáðàçóþùèå èíäåêñèðîâàíû íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì A, à ñîîòíîøåíèÿ � ìíîæåñòâîì
B. Èìååì ýïèìîðôèçì

T (Xi : i ∈ A)↠ A, Xi 7→ ai

ñ ÿäðîì (rj : j ∈ B) ◁ T (Xi : i ∈ A).
Ïî ñëåäñòâèþ 4.3, ëþáàÿ îáðàçóþùàÿ è ëþáîå ñîîòíîøåíèå èìååò ñòåïåíü âèäà (n, 2α),

supp(α) ∈ L. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî i ∈ A íàéä¼òñÿ ñèìïëåêñ I(i) ∈ L, òàêîé ÷òî ai ∈
AI(i); äëÿ êàæäîãî j ∈ B íàéä¼òñÿ ñèìïëåêñ J(j) ∈ L, òàêîé ÷òî rj ∈ T (Xi : i ∈ A, I(i) ⊂ J(j)).

Ïðîâåðèì, ÷òî àëãåáðà A âìåñòå ñ âëîæåíèÿìè AI ↪→ A óäîâëåòâîðÿåò óíèâåðñàëüíîìó
ñâîéñòâó êîïðåäåëà. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî I ∈ L çàäàí ãîìîìîðôèçì k-àëãåáð fI : AI → B,
ïðè÷¼ì fI |AJ

≡ fI äëÿ âñåõ J ⊂ I. Äîêàæåì, ÷òî ýòè ãîìîìîðôèçìû åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ïðîäîëæàþòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà f : A → B. Çíà÷åíèå f íà îáðàçóþùèõ îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëåíî: f(ai) = fI(i)(ai). Ýòî äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî f îïðåäåë¼í
êîððåêòíî.

Ïóñòü P (ai : i ∈ A) = 0 ∈ A äëÿ íåêîòîðîãî íåêîììóòàòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà P ∈ T (Xi :
i ∈ A). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî P (fI(i)(ai) : i ∈ A) = 0 â B. Òàê êàê P ëåæèò â ÿäðå
ãîìîìîðôèçìà T (Xi : i ∈ A) → A, îí ïðèíàäëåæèò äâóñòîðîííåìó èäåàëó (rj : j ∈ B). Èìååì

P =

N∑
k=1

Lk · rjk ·Rk, Lk, Rk ∈ T (Xi : i ∈ A), jk ∈ B.

Ñëåäîâàòåëüíî, â àëãåáðå B âûïîëíåíî

P (fI(i)(ai) : . . . ) =

N∑
k=1

Lk(fI(i)(ai) : . . . ) · rjk(fI(i)(ai) : . . . ) ·Rk(fI(i)(ai) : . . . ).
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Óáåäèìñÿ, ÷òî rjk(fI(i)(ai) : . . . ) = 0 â B. Ïî ïîñòðîåíèþ, â ìíîãî÷ëåí rjk âõîäÿò òîëüêî òå
ïåðåìåííûå Xi, äëÿ êîòîðûõ I(i) ⊂ J(jk). Ãîìîìîðôèçìû fI ñîãëàñîâàíû, ïîýòîìó fI(i)(ai) =
fJ(jk)(ai) ïðè I(i) ⊂ J(jk). Äàëåå, fJ(jk) : AJ(jk) → B � ãîìîìîðôèçì àëãåáð, à rjk(ai : . . . ) =
0 ∈ A. Ïîýòîìó

rjk(fI(i)(ai) : i ∈ A) = rjk(fI(i)(ai) : I(i) ⊂ J(jk)) =

= rjk(fJ(jk)(ai) : I(i) ⊂ J(jk)) = fJ(jk)(rjk(ai : I(i) ⊂ J(jk))) = fJ(jk)(0) = 0.

Èòàê, êàæäîå ñëàãàåìîå â ñóììå ðàâíî íóëþ, ïîýòîìó P (f(I(i)(ai) : . . . ) = 0. Êîððåêòíîñòü
äîêàçàíà. Èòàê, f ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó A óäîâëåòâîðÿåò óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó. □

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.1. Ïî òåîðåìå 5.10, E(E(k[K]))∗,∗,2α = 0 ïðè supp(α) /∈ Kf .
Çíà÷èò, ëåììà 5.11 ïðèìåíèìà â ñëó÷àåA = E(k[K]) è L = Kf .Ïîëó÷àåì E(k[K]) ∼= colimI∈Kf AI ,
ãäå

AI =
⊕

supp(α)⊂I

E(k[K])−∗,2α ∼= E(k[KI ])

ïî ëåììå 5.2. □

5.7. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2. Ïåðåôîðìóëèðóåì òåîðåìó äëÿ óäîáñòâà äîêàçàòåëü-
ñòâà. Íîâàÿ ôîðìóëèðîâêà ñîñòîèò èç øåñòè ïóíêòîâ, êîòîðûå áóäóò äîêàçûâàòüñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíî. Ìû ÷àñòî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâèåì 4.3.

Òåîðåìà. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå âåðøèí [m], áåç ïðèçðà÷íûõ
âåðøèí. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k ñóùåñòâóåò Z×Zm

≥0-îäíîðîäíîå ìèíèìàëüíîå êîïðåäñòàâ-
ëåíèå àëãåáðû E(k[K]) = Ext∗k[K](k,k) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

(1) Ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèåâñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè îò îáðàçóþùèõ.
(2) Âî ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ âõîäÿò ýëåìåíòû u1, . . . , um. Âî ìíîæåñòâî ñîîòíîøå-

íèé âõîäÿò òîæäåñòâà

(5.4) u21 = · · · = u2m = 0; [ui, uj ] = 0, ∀{i, j} ∈ K, i < j.

(3) Ñòåïåíü ëþáîé îáðàçóþùåé, îòëè÷íîé îò u1, . . . , um, èìååò âèä
• (−n, 2J), ãäå 2 ≤ n < |J | è J ∈ Kf \ K.

Ñòåïåíü ëþáîãî ñîîòíîøåíèÿ, íå óêàçàííîãî â (5.4), èìååò âèä
• (−n, 2J), ãäå 3 ≤ n < |J |, J ∈ Kf \ K

ëèáî
• (−(n+ 1), 2(J + ej)), ãäå 2 ≤ n < |J |, j ∈ J, J ∈ Kf \ K.

(4) Ñîîòíîøåíèÿ ïîñëåäíåãî âèäà îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ 2 ≤ n < |J |,
J ∈ Kf\K ïóñòü x1, . . . , xM � ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ îáðàçóþùèõ ñòåïåíè (−n, 2J).
Ïóñòü j ∈ J. Òîãäà ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ñòåïåíè (−(n+1), 2(J+
ej)) òîæå M -ýëåìåíòíî è ñîñòîèò èç ñîîòíîøåíèé âèäà

[uj , xt] = Rt,j , t = 1, . . . ,M,

ãäå Rt,j � ëèåâñêèå ìíîãî÷ëåíû îò îáðàçóþùèõ, íå çàâèñÿùèå îò x1, . . . , xM .
(5) Â ñëó÷àå n = 2 èìååì:

• îáðàçóþùèå ñòåïåíè (−2, 2J) � ýòî â òî÷íîñòè ýëåìåíòû wJ , J ∈ MF≥3(K);
• ñîîòíîøåíèé ñòåïåíè (−2, 2J) íåò;
• åäèíñòâåííîå ñîîòíîøåíèå ñòåïåíè (−3, 2(J+ej)), ãäå j ∈ J ∈ MF≥3(K), èìååò
âèä [uj , wJ ] = 0.

(6) Îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé êîíå÷íîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Èçâåñòíî [Avramov98, Theorem 10.2.1], ÷òî Ext-àëãåáðà ëþáîé êîì-
ìóòàòèâíîé ñâÿçíîé ãðàäóèðîâàííîé k-àëãåáðû R èçîìîðôíà óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòû-
âàþùåé àëãåáðå íåêîòîðîé ãðàäóèðîâàííîé ñóïåðàëãåáðû Ëè π(R) :

Ext∗R(k,k)
∼= U(π(R)).

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ìèíèìàëüíîå Z×Zm
≥0-îäíîðîäíîå êîïðåäñòàâëåíèå ñóïåðàëãåá-

ðû Ëè π(k[K]) â ñìûñëå [Lemaire74, �1.3]. Èç ðåçóëüòàòîâ Ëåìýðà [Lemaire74, Corollaire
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1.3.8] ñëåäóåò, ÷òî òå æå îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ çàäàþò ìèíèìàëüíîå êîïðåäñòàâ-
ëåíèå àëãåáðû U(π(k[K])) = E(k[K]). Ïî ïîñòðîåíèþ, âñå ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëè-
åâñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè îò îáðàçóþùèõ. (Â ñëó÷àå chark = 2 àëãåáðà Ëè ïîäðàçóìåâà-
åòñÿ 2-îãðàíè÷åííîé, ïîýòîìó â ëèåâñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ, ïîìèìî âçÿòèÿ êîììóòàòîðîâ,
ðàçðåøàåòñÿ âîçâåäåíèå ýëåìåíòîâ íå÷¼òíîé ñòåïåíè â êâàäðàò. Ïðè chark ̸= 2 ýòî íå
òðåáóåòñÿ, òàê êàê âîçâåäåíèå â êâàäðàò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêîáêó Ëè: x2 = [x, x]/2.)

Äàëåå ìû áóäåì çàìåíÿòü îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ íà èõ k-ëèíåéíûå êîìáèíà-
öèè ñ ïîìîùüþ îáðàòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé. ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ ìèíè-
ìàëüíîñòü êîïðåäñòàâëåíèÿ è ëèåâîñòü ñîîòíîøåíèé.

(2) Ðàññìîòðèì âñå ìèíèìàëüíûå îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííûå â ãðàäó-
èðîâêàõ âèäà (−n, 2α), ãäå n = 1, 2. Ïî ñëåäñòâèþ 5.8, â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ ìîæíî
âûáðàòü

u1, . . . , um; wJ , J ∈ MF≥3(K),

à â êà÷åñòâå ñîîòíîøåíèé � ëèåâñêèå ñîîòíîøåíèÿ

u21 = · · · = u2m = 0; [ui, uj ] = 0, ∀{i, j} ∈ K.

Â íàøåì êîïðåäñòàâëåíèè âìåñòî íèõ âûáðàíû, âîçìîæíî, äðóãèå îáðàçóþùèå è ñîîò-
íîøåíèÿ, èìåþùèå òå æå ìóëüòèñòåïåíè. Íî ãðàäóèðîâàííûå êîìïîíåíòû E(k[K])−1,2ei

è E(k[K])−2,2J îäíîìåðíû. Åñëè â òàêîé êîìïîíåíòå ëåæèò îäíà èç îáðàçóþùèõ, òî
îíà ïðîïîðöèîíàëüíà áàçèñíîìó âåêòîðó ýòîé êîìïîíåíòû. Ïîäåëèì íà êîíñòàíòû
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè; òåïåðü ui è wJ âõîäÿò âî ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ íàøåãî êî-
ïðåäñòàâëåíèÿ. Àíàëîãè÷íî, u2i è [ui, uj ] � åäèíñòâåííûå ëèåâñêèå ìíîãî÷ëåíû îò ui
è wJ , ëåæàùèå â ãðàäóèðîâàííûõ êîìïîíåíòàõ E(k[K])−2,4ei è E(k[K])−2,2(ei+ej). Ýòè
ãðàäóèðîâàííûå êîìïîíåíòû îäíîìåðíû, ïîýòîìó íàøè ñîîòíîøåíèÿ èì ïðîïîðöèî-
íàëüíû. Ïîñëå íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíû èìååì:

• Ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ñòåïåíåé (−1, ∗) � ýòî {u1, . . . , um};
• Ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ñòåïåíåé (−2, ∗) � ýòî {wJ}J∈MF≥3(K);

• Ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé ñòåïåíåé (−2, ∗) � ýòî â òî÷íîñòè (5.4).
(3) Èç òåîðåìû 5.10 ïðè i = 1, 2 ïîëó÷àåì:

• Åñëè E(E(k[K]))−1,−n,2α ̸= 0, òî α = supp(α), ïðè÷¼ì supp(α) ∈ Kf .
• Åñëè E(E(k[K])−2,−n,2α ̸= 0, òî ëèáî α = supp(α) ∈ Kf , ëèáî α = supp(α)+ ej äëÿ
íåêîòîðîãî j ∈ supp(α). Ïðè ýòîì supp(α) ∈ Kf ;

• Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ |α| ≥ n.
Îáîçíà÷èâ supp(α) = J, ïîëó÷àåì:

• Ëþáàÿ îáðàçóþùàÿ èìååò ñòåïåíü âèäà (−n, 2J), ãäå 0 ≤ n ≤ |J |, J ∈ Kf ;
• Ëþáîå ñîîòíîøåíèå èìååò ñòåïåíü âèäà (−n, 2J) ëèáî (−(n + 1), 2(J + ej)), ãäå
0 ≤ n ≤ |J |, J ∈ Kf , j ∈ J.

Îñòàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòî÷íåíèÿ ïîëó÷åííûõ îãðàíè÷åíèé íà ãðàäóèðîâêè:
(a) Äëÿ îáðàçóþùèõ ñòåïåíè (−n, 2J), ãäå n ≥ 3, âåðíî |J | > n è J /∈ K;
(b) Äëÿ ñîîòíîøåíèé ñòåïåíè (−n, 2J), ãäå n ≥ 3, âåðíî |J | > n è J /∈ K;
(c) Äëÿ ñîîòíîøåíèé ñòåïåíè (−(n+ 1), 2(J + ej)), ãäå n ≥ 2, âåðíî |J | > n è J /∈ K.
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî |J | > n. Óæå äîêàçàíî, ÷òî |J | ≥ n. Ïî ïðåäëîæåíèþ 5.3 èìååì

E(k[K])−|α|,2α = (k[K]!)−|α|,2α.

Àëãåáðà k[K]! ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè u1, . . . , um ∈ E(k[K])−1,∗, ïîýòîìó â ãðàäóèðîâ-
êå (−|α|, 2α) íå ìîæåò áûòü îáðàçóþùèõ ïðè |α| > 1. Âñå îñòàëüíûå îáðàçóþùèå
àëãåáðû E(k[K]) ëåæàò â ãðàäóèðîâêàõ âèäà (−n, 2α), |α| > n. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå
ñîîòíîøåíèå ñòåïåíè (−|α|, 2α) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò u1, . . . , um. Èç ïðåäëîæåíèÿ
5.3 ñëåäóåò, ÷òî âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó u1, . . . , um ñëåäóþò èç êâàäðàòè÷íûõ. Ïîýòî-
ìó ïðè |α| > 2 â ãðàäóèðîâêàõ (−|α|, 2α) íåò ñîîòíîøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî
|J | = n íåâîçìîæíî.

Ïóñòü òåïåðü |J | > n è J ∈ K. Ïî ëåììå 5.2,

E(k[K])−n,2J = E(k[KJ ])−n,2J .
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Òàê êàê KJ � ñèìïëåêñ, òî åñòü ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, ïî Ïðåäëîæå-
íèþ 5.3 èç |J | ≠ n ñëåäóåò E(k[KJ ])−n,2J = 0. Ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, âî âñåõ ñëó÷àÿõ
(a),(b),(c) èìååì |J | > n è J /∈ K.

(4) Ïóñòü x1, . . . , xM ∈ E(k[K]) � âñå ìèíèìàëüíûå îáðàçóþùèå ñòåïåíè (−n, 2J), 2 ≤ n <
|J |, J ∈ Kf \ K. Èì ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòû ξ1, . . . , ξM , îáðàçóþùèå áàçèñ âåêòîð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà E(E(k[K]))−1,−n,2J . Ïî òåîðåìå 5.9, äëÿ êàæäîãî j ∈ J âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî E(E(k[K]))−2,−(n+1),2(J+ej) èìååò áàçèñ

Vj ⌣ ξ1, . . . , Vj ⌣ ξM .

Â òîì æå âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü áàçèñ, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ñî-
îòíîøåíèÿì ñòåïåíè (−(n + 1), 2(J + ej)) èç íàøåãî ìèíèìàëüíîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ.
Çàìåíèâ ñîîòíîøåíèÿ íà èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè áàçèñû
ñîâïàäàþò. Èòàê, äëÿ êàæäîãî j ∈ J â ãðàäóèðîâêå (−(n + 1), 2(J + ej)) íàõîäÿòñÿ
ëèåâñêèå ñîîòíîøåíèÿ R1 = 0, . . . , RM = 0, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòû

θt = Vj ⌣ ξt ∈ E(E(k[K]))−2,−(n+1),2(J+ej), t = 1, . . . ,M.

Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé. Èìååì θt = Vj ⌣ ξt. Ïî ïðåä-
ëîæåíèþ 4.5, â êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ Rt ïðèñóòñòâóåò ñëàãàåìîå uj · xt (ñ
êîýôôèöèåíòîì ±1) è îòñóòñòâóþò ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå uj · xt′ ïðè t ̸= t′.
Ïîýòîìó äàííûé ìíîãî÷ëåí ïðåäñòàâèì â âèäå

Rt = −uj · (xt + P ) +Q,

ãäå P,Q � íåêîòîðûå íåêîììóòàòèâíûå ìíîãî÷ëåíû îò îáðàçóþùèõ, ïðè÷¼ì P íå

çàâèñèò îò x1, . . . , xM , à â çàïèñè Q íåò ñëàãàåìûõ âèäà uj · Q̃.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ëèåâñêèé ìíîãî÷ëåí Rt,j := Rt + [uj , xt]. Äîêàæåì, ÷òî Rt,j íå

çàâèñèò îò x1, . . . , xM . Ïóñòü ýòî íå òàê, è Rt,j ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò îáðàçóþùåé
xt′ (âîçìîæíî, t

′ = t). Òàê êàê

degRt,j = (−(n+ 1), 2(J + ej)), deg xt′ = (−n, 2J), E(k[K])−1,2ej = k · uj ,
â çàïèñü Rt,j âõîäèò õîòÿ áû îäèí èç ìîíîìîâ ujxt′ , xt′uj . Òàê êàê Rt � ëèåâñêèé
ìíîãî÷ëåí, îáà ìîíîìà âõîäÿò ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Rt,j = Rt + [uj , xt] = ±xt · uj − uj · P +Q.

Ìíîãî÷ëåí P íå çàâèñèò îò xt′ , à â çàïèñè Q íåò ìîíîìîâ âèäà uj ·(...). Ïîýòîìó ìîíîì
uj · xt′ íå ìîæåò âõîäèòü ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà.
Ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå Rt ïðåäñòàâèìî â âèäå

−[uj , xt] +Rt,j ,

ãäå Rt,j íå çàâèñèò îò x1, . . . , xM .
(5) Îïèñàíèå îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé ïðè n = 2 ïîëó÷åíî â ïóíêòå (2). Ïî äîêà-

çàííîìó âûøå, ïðè j ∈ J ∈ MF≥3(K) â íàøåì ìèíèìàëüíîì êîïðåäñòàâëåíèè åñòü
åäèíñòâåííîå ñîîòíîøåíèå ñòåïåíè (−3, 2(J + ej)), êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ êàê

−[uj , wJ ] +Rt,j = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå [uj , wJ ] = 0 ïî ïðåäëîæåíèþ
5.5. Ñëåäîâàòåëüíî, Rt,j = 0.

(6) Èç ïóíêòîâ (2) è (3) ñëåäóåò, ÷òî îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ ñîñðåäîòî÷åíû â êîíå÷-
íîì ÷èñëå ãðàäóèðîâàííûõ êîìïîíåíò. Êàæäàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ êîìïîíåíòà àëãåáðû
E(k[K]) êîíå÷íîìåðíà, ïîýòîìó îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé êîíå÷íîå ÷èñëî. □

6. Ñëó÷àé SCM∨-êîìïëåêñîâ è ïî÷òè ôëàãîâûõ êîìïëåêñîâ

6.1. Êîìïëåêñû, äâîéñòâåííûå ê ñåêâåíöèàëüíî êîýí-ìàêîëååâûì. Ïóñòü A � ãðà-
äóèðîâàííàÿ k-àëãåáðà, n ≥ 1. Îáîçíà÷èì êàê Dn(A) ïîäàëãåáðó â E(A), ïîðîæä¼ííóþ ãðà-
äóèðîâàííûìè êîìïîíåíòàìè E(A)−i,∗ ïðè i = 1, . . . , n. Ãîâîðÿò, ÷òî A � Kn-àëãåáðà, åñëè
E(A) = Dn(A). Èçâåñòíî [Fr�oberg97], ÷òî êîøóëåâîñòü ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ K1, ïîýòîìó
Kn-àëãåáðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê �îáîáù¼ííî êîøóëåâû�. Êëàññ K2-àëãåáð èññëåäîâàë-
ñÿ Êýññèäè, Øåëòîíîì [Cassidy�Shelton09] è Êîííåðîì, Øåëòîíîì [Conner�Shelton12].
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Òåîðåìà 6.1 ([Conner�Shelton12, Corollary 6.4]). Ïóñòü K ∈ kSCM∨ äëÿ íåêîòîðîãî ïîëÿ
k. Òîãäà k[K] � K2-àëãåáðà. □

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.11. Ïóñòü K ∈ ̂kSCM∨. Ðàññìîòðèì êîïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
E(k[K]) èç òåîðåìû 1.2. Ýëåìåíòû

u1, . . . , um; wJ , J ∈ MF≥3(K)

âõîäÿò â ñïèñîê ìèíèìàëüíûõ îáðàçóþùèõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå âñå îáðàçóþùèå. Ëþ-
áàÿ äðóãàÿ îáðàçóþùàÿ èìååò âèä x ∈ E(k[K])−n,2J , ãäå n ≥ 3 è J ∈ Kf . Ïî ñëåäñòâèþ 4.3,
E(E(k[K]))−1,−n,2J ̸= 0. Ïî ëåììå 5.2, E(E(k[KJ ]))−1,−n,2J ̸= 0. Çíà÷èò, â ëþáîì êîïðåäñòàâ-
ëåíèè àëãåáðû E(k[KJ ]) åñòü îáðàçóþùàÿ ñòåïåíè (−n, 2J).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, KJ ∈ kSCM∨, ïîýòîìó ïî òåîðåìå 6.1 àëãåáðà E(k[KJ ]) ïîðîæäàåòñÿ
ýëåìåíòàìè ñòåïåíåé (−1, ∗) è (−2, ∗). Ïðîòèâîðå÷èå ñ n ≥ 3. □

6.2. Ïî÷òè ôëàãîâûå êîìïëåêñû. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äàâíî èçâåñòåí â êîíòåêñòå òåî-
ðèè ïîëèýäðàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé (ñì. [Buchstaber�Panov15, Example 8.4.6.2]).

Ïðåäëîæåíèå 6.2. Ïóñòü K = ∂∆J , |J | ≥ 3. Òîãäà E(k[K]) ∼= Λ[uj : j ∈ J ]⊗k[wJ ]. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ýòà àëãåáðà èìååò ìèíèìàëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå

E(k[K]) = T (uj : j ∈ J ;wJ)/(u
2
j = 0, j ∈ J ; uiuj + ujui = 0, i, j ∈ J ; ujwJ −wJuj = 0, j ∈ J).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ [Buchstaber�Panov15, Proposition 8.4.1], äëÿ ëþáîãî êîì-
ïëåêñà K íà ìíîæåñòâå âåðøèí J èìååì èçîìîðôèçì k-ìîäóëåé

H∗(ΩDJ(K);k) ≃ H∗(ΩZK;k)⊗ Λ[uj : j ∈ J ].

Ïðè K = ∂∆J òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ZK ãîìåîìîðôíî S2|J|−1, ïîýòîìó H∗(ΩZK;k) ≃
k[x], |x| = 2|J | − 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàäóèðîâàííûé k-ìîäóëü E(k[∂∆J ]) ∼= H∗(ΩDJ(K);k)
àääèòèâíî èçîìîðôåí ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðå k[wJ ]⊗ Λ[uj : j ∈ J ].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîìïëåêñ ∂∆J ïðèíàäëåæèò êëàññó kSCM∨. Ïî òåîðåìå 6.1, ãîìîìîð-
ôèçì Λ[uj : j ∈ J ]⊗k[wJ ] = EQ(∂∆J ;k) → E(k[∂∆J ]) ñþðúåêòèâåí. Çíà÷èò, ýòî èçîìîðôèçì,
òàê êàê ðàçìåðíîñòè ãðàäóèðîâàííûõ êîìïîíåíò ñîâïàäàþò. □

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.6. Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå ñîîòíîøåíèÿ äåéñòâè-
òåëüíî âûïîëíåíû â E(k[K]). Íåòðèâèàëåí òîëüêî ñëó÷àé [ui, wJ ] ïðè i ∈ I[J ]\J. Ïî îïðåäåëå-
íèþ ìíîæåñòâà I[J ], èìååì {i}∗∂∆J ⊂ K. Âëîæåíèå {i}∗∂∆J ↪→ K èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì

E(k[{i} ∗ ∂∆J ]) → E(k[K]).

Ôóíêòîð K 7→ k[K] ïåðåâîäèò äæîéíû â òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, à ôóíêòîð A 7→ E(A)
ñîõðàíÿåò òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

E(k[{i} ∗ ∂∆J ]) ∼= E(k[vi]⊗ k[∂∆J ]) ∼= E(k[vi])⊗ E(k[∂∆J ]) ∼= Λ[ui]⊗ Λ[uj : j ∈ J ]⊗ k[wJ ].

Â ýòîé àëãåáðå âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå [ui, wJ ] = 0; ñëåäîâàòåëüíî, îíî âûïîëíåíî è â E(k[K]).
Òåïåðü ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû E(k[K]) èç òåîðåìû 1.2. Ýëå-

ìåíòû {ui} è {wJ} âõîäÿò â ñïèñîê ìèíèìàëüíûõ îáðàçóþùèõ. Åñëè ýòî íå âñå îáðàçóþùèå,
òî íàéä¼òñÿ îáðàçóþùàÿ âèäà x ∈ E(k[K])−n,2J , ãäå n ≥ 3 è J ∈ Kf . Ïî îïðåäåëåíèþ ïî÷òè
ôëàãîâîãî êîìïëåêñà, âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:

(1) KJ = ∆J . Òîãäà E(k[KJ ]) ∼= Λ[uj : j ∈ J ]. Ýòà àëãåáðà ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè uj .
(2) KJ = ∂∆J . Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, àëãåáðà E(k[KJ ]) ∼= Λ[uj : j ∈ J ]⊗ k[wJ ] ïîðîæäà-

åòñÿ ýëåìåíòàìè uj è wJ .
(3) KJ = ∆P ∗ ∂∆Q. Êàê è âûøå, èìååì

E(k[KJ ]) ∼= E(k[∆P ])⊗ E(k[∂∆Q]) ∼= Λ[uj : j ∈ J ]⊗ k[wQ].

Ýòà àëãåáðà ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè uj è wQ.

Òàêèì îáðàçîì, îáðàçóþùàÿ x íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü. Àíàëîãè÷íî, ñîîòíîøåíèÿ, çàäàþùèå
àëãåáðû E(k[KJ ]) ïðè J ∈ Kf , ñëåäóþò èç ïðåäïèñàííûõ òåîðåìîé 1.2. Ïîýòîìó â êîïðåäñòàâ-
ëåíèè íåò äðóãèõ ñîîòíîøåíèé. □

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ëþáîé íàïðàâëåííûé MF-êîìïëåêñ ïî÷òè ôëàãîâûé.
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Îïðåäåëåíèå 6.3 ([Grbi�c�Theriault16, Îïðåäåëåíèå 8.2]). Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K íà-
çûâàþò MF-êîìïëåêñîì, åñëè K =

⋃
J∈MF(K) ∂∆J .

MF-êîìïëåêñ K íàïðàâëåííûé, åñëè ìîæíî óêàçàòü ôèëüòðàöèþ

∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kℓ = K,
òàêóþ ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , ℓ âåðíî:

(1) Ki = Ki−1 ∪ ∂∆Ji
äëÿ íåêîòîðîãî Ji ∈ MF(K);

(2) Ki−1 ∩∆Ji = ∆Pi äëÿ íåêîòîðîãî Pi ∈ K.

Äðóãèìè ñëîâàìè, Ki ïîëó÷àåòñÿ èç Ki−1 ïðèêëåèâàíèåì ãðàíèöû ñèìïëåêñà ïî îáùåé
ãðàíè: Ki = Ki−1 ∪∆Pi

∂∆Ji
. Ïóñòü Vi � ìíîæåñòâî âåðøèí êîìïëåêñà Ki. Òîãäà èìååì Vi =

Vi−1 ∪ Ji, Pi = Vi−1 ∩ Ji, ïðè÷¼ì Pi ⊊ Ji è (Ki−1)Pi = ∆Pi .

Ïðåäëîæåíèå 6.4. Åñëè K � íàïðàâëåííûé MF-êîìïëåêñ, òî ν(K) ≤ 1. Â ÷àñòíîñòè, K
ïî÷òè ôëàãîâûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ℓ. Áàçà: ïðè ℓ = 1 èìååì K = ∂∆J1
. Î÷åâèäíî, ν(K) = 1.

Ïåðåõîä èíäóêöèè: îáîçíà÷èì L = Kℓ−1, J = Jℓ, V = Vℓ−1, P = Pℓ. Èìååì

J ∈ MF(K), K = L ∪ ∂∆J , P = V ∩ J, LP = ∆P .

Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî L = KV . Äåéñòâèòåëüíî: åñëè I ∈ L, òî I ⊂ V è I ∈ K, òàê ÷òî I ∈ KV .
Íàîáîðîò, åñëè I ∈ KV \ L, òî èç K = L ∩ ∂∆J ïîëó÷àåì I ∈ ∂∆J , òàê ÷òî I ⊂ J. Çíà÷èò,
I ⊂ V ∩ J = P. Ïîýòîìó I ∈ ∆P = LP ⊂ L, ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, L = KV .

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, L∪MF≥3(L) = Lf . Óáåäèìñÿ, ÷òî K∪MF≥3(K) = Kf . Ïóñòü
ýòî íå òàê. Òîãäà íàéä¼òñÿ ñèìïëåêñ I ∈ Kf , òàêîé ÷òî I /∈ K è I /∈ MF≥3(K).

Åñëè I ⊂ V, òî I ∈ (Kf )V = (KV )
f = Lf , òàê ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì

I ∈ L ∪MF≥3(L).
Òàê êàê L ⊂ K è I /∈ K, ïîëó÷àåì I ∈ MF≥3(L). Ñëåäîâàòåëüíî, I \ {i} ∈ L ⊂ K äëÿ ëþáîãî
i ∈ I. Ïîëó÷àåì I ∈ MF≥3(K), ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, I ̸⊂ V. Äîêàæåì, ÷òî I ⊂ J. Ïóñòü ýòî íå òàê. Íàéäóòñÿ âåðøèíû i ∈ I \V è j ∈ I \J.
Òàê êàê I ∈ Kf , èìååì {i, j} ∈ K. Íî K = L ∩ ∂∆J . Åñòü äâà âàðèàíòà:

(1) {i, j} ∈ L. Òîãäà {i}, {j} ∈ L, òî åñòü i ∈ V. Ïðîòèâîðå÷èå ñ i ∈ I \ V.
(2) {i, j} ∈ ∂∆J . Òîãäà j ∈ J, ïðîòèâîðå÷èå ñ j ∈ I \ J.
Ìû äîêàçàëè, ÷òî I ⊂ J. Òàê êàê ∂∆J ⊂ K è I /∈ K, èìååì I = J. Çíà÷èò, I ∈ MF(K). Íî

I /∈ MF≥3(K); ñëåäîâàòåëüíî, I ∈ MF2(K). Ïðîòèâîðå÷èå ñ I ∈ Kf . □

7. Áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû

Òåîðåìà 1.2 äà¼ò êîïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ðàçáèòî íà òðè òèïà,
à ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé � íà ÷åòûðå. Òî÷íîå êîëè÷åñòâî è ÿâíîå îïèñàíèå îáðàçóþùèõ òðå-
òüåãî òèïà è ñîîòíîøåíèé òðåòüåãî òèïà íåèçâåñòíî. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû òàêèõ îáðàçóþùèõ
è ñîîòíîøåíèé.

7.1. Îáðàçóþùèå òðåòüåãî òèïà. Èçâåñòíûå ïðèìåðû íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ â àëãåáðå
E(k[K]) = H∗(ΩDJ(K);k), íå èìåþùèõ âèä ui èëè wJ , ñâÿçàíû ñ (èòåðèðîâàííûìè) âûñøèìè
ïðîèçâåäåíèÿìè Óàéòõåäà â π∗(DJ(K)), ñì. [Abramyan�Panov19], [Zhuravleva22]. Îíè ñòðîÿòñÿ
ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Èìååì ãîìîòîïè÷åñêîå ðàññëîåíèå [Buchstaber�Panov15, Theorem 4.3.2]

ZK → DJ(K)
p−→ (CP∞)m,

ãäå ZK :=
⋃

I∈K(D
2)I × (S1)[m]\I ⊂ (D2)m � ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñ, èãðàþùèé âàæíóþ ðîëü

â òîðè÷åñêîé òîïîëîãèè. Èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï, îòîáðàæåíèå
πn(ZK) → πn(DJ(K)) � èçîìîðôèçì ïðè n ≥ 3. Êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèå Ωp èìååò ãîìîòîïè-
÷åñêîå ñå÷åíèå [Panov�Ray08], ïîýòîìó ãîìîìîðôèçì H∗(ΩZK;k) → H∗(ΩDJ(K);k) èíúåêòè-
âåí.

Ïóñòü òåïåðü ýëåìåíò α ∈ πn(DJ(K)) ∼= πn(ZK) èìååò íåíóëåâîé îáðàç â Hn(ZK;k) ïîä äåé-
ñòâèåì ãîìîìîðôèçìà Ãóðåâè÷à π∗(ZK) → H∗(ZK;k). Ýòîò ãîìîìîðôèçì ðàñêëàäûâàåòñÿ â
êîìïîçèöèþ π∗(ZK) ∼= π∗−1(ΩZK) → H∗−1(ΩZK;k) → H∗(ZK;k); ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç ýëå-
ìåíòà α âHn−1(ΩZK;k) çàâåäîìî íåíóëåâîé. Ïîëó÷àåì íåíóëåâîé ýëåìåíò âHn−1(ΩDJ(K);k) ∼=
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E(k[K]). Åñëè ýòîò ýëåìåíò íåðàçëîæèì (íàïðèìåð, èç ñîîáðàæåíèé ìóëüòèãðàäóèðîâêè), òî
åãî ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå îäíîé èç îáðàçóþùèõ àëãåáðû E(k[K]).

Â êà÷åñòâå òàêèõ α ∈ π∗(DJ(K)) ìîæíî áðàòü êàíîíè÷åñêèå âûñøèå ïðîèçâåäåíèÿ Óàéò-
õåäà ýëåìåíòîâ u1, . . . , um ∈ π2(DJ(K)). (Îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêèõ âûñøèõ ïðîèçâåäåíèé
è îïèñàíèå èõ îáðàçîâ â H∗(ZK;k) ñì. â ðàáîòå Àáðàìÿíà è Ïàíîâà [Abramyan�Panov19].)
Íàïðèìåð, â ñëó÷àå

K = (∂∆12 ∗ ∂∆345) ∪ {{1, 2}}
îïðåäåëåíî âûñøåå ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà α ∈ [u1, u2, [u3, u4, u5]] ∈ π8(DJ(K)), êîòîðîìó
ñîîòâåòñòâóåò íåðàçëîæèìûé ýëåìåíò x ∈ E(k[K])−3,2[5]. Ýòîò ïðèìåð äåòàëüíî ðàçîáðàí â
[Abramyan19, Example 5.4]. Æóðàâë¼âà àíîíñèðîâàëà áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåå êîïðåä-
ñòàâëåíèå àëãåáðû E(k[K]), ïîëó÷åííîå ìåòîäàìè [Zhuravleva22]:

E(k[K]) = T (u1, u2, u3, u4, u5, w123, w124, w125, w345, x)/R,

ãäå èäåàë R ïîðîæäåí ñîîòíîøåíèÿìè

(7.1) u2i = 0, 1 ≤ i ≤ 5; [ui, uj ] = 0, 1 ≤ i ≤ j ≤ 5; [ui, wJ ] = 0, i ∈ J ∈ {123, 124, 125, 345};

(7.2)
[u4, w123] = [u5, w123] = [u2, w145] + [u1, w245] = [u3, w145] + [u1, w345] = [u3, w245] + [u2, w345] = 0;

(7.3) [x, u1] = −[w123, w145], [x, u2] = −[w123, w245], [x, u3] = −[w123, w345], [x, u4] = [x, u5] = 0.

Ýòîò íàáîð îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1.2.
Ñîîòíîøåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà ïåðå÷èñëåíû â (7.1). Êàæäîå èç ïÿòè ñîîòíîøåíèé
òðåòüåãî òèïà (7.2) ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðåäëîæåíèÿ 3.9. Ýëåìåíò x ∈ E(k[K])−3,2[5] � åäèí-
ñòâåííàÿ îáðàçóþùàÿ òðåòüåãî òèïà. Åé ñîîòâåòñòâóåò ïÿòü ñîîòíîøåíèé ÷åòâ¼ðòîãî òèïà
(7.3) âèäà [x, ui] = . . . . Òåì íå ìåíåå, íàøè ìåòîäû íå ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ïðàâûå ÷àñòè
ñîîòíîøåíèé ÷åòâ¼ðòîãî òèïà è äîêàçàòü, ÷òî äðóãèå îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ òðåòüåãî
òèïà îòñóòñòâóþò.

Â òî æå âðåìÿ íå âñå îáðàçóþùèå òðåòüåãî òèïà ïîðîæäàþòñÿ îáðàçàìè êàíîíè÷åñêèõ
âûñøèõ ïðîèçâåäåíèé Óàéòõåäà, ñì. [Abramyan19, Section 7]. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð � êîìïëåêñ
Àáðàìÿíà K = (∂∆123 ∗ ∂∆456) ∪ {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}.

7.2. Ñîîòíîøåíèÿ òðåòüåãî òèïà. Êàê âèäíî èç ïðåäëîæåíèÿ 3.9, íåòðèâèàëüíûå ñîîòíî-
øåíèÿ ñòåïåíåé âèäà (−n, 2J), ãäå 3 ≤ n < |J |, J ∈ Kf \K, âîçíèêàþò óæå äëÿ ñîâñåì ïðîñòûõ
ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ:

• Åñëè K ⊃ ∂2∆J , K ̸⊃ ∂∆J , òî èìååì
∑

i∈J: J\i/∈K[ui, wJ\i] = 0.

• Â ÷àñòíîñòè, åñëè K ⊃ {i} ∗ ∂∆J , J /∈ K, òî èìååì [ui, wJ ] = 0.

Âîçìîæíû è áîëåå ñëîæíûå ñîîòíîøåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K
ñîäåðæèò äæîéí äâóõ ìåíüøèõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ L1 ∗ L2, òî äëÿ ëþáûõ x1 ∈
E(k[L1]), x2 ∈ E(k[L2]) âåðíî [x1, x2] = 0 ∈ E(k[K]). Åñëè x1, x2 íåðàçëîæèìû, òî ýòî òîæ-
äåñòâî. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòî òîæäåñòâî çàäà¼ò íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå â ìèíèìàëüíîì
êîïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû E(k[K]). Åñëè ýëåìåíòû xi áûëè îáðàçóþùèìè òðåòüåãî òèïà, òî
ñîîòíîøåíèå èìååò ñòåïåíü âèäà (−n, 2J), ãäå n ≥ 6.

8. Îòêðûòûå âîïðîñû

×àñòü èñïîëüçîâàííûõ ìåòîäîâ ðàáîòàåò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà êîýôôèöèåíòîâ, òàê
êàê â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàëèñü ñâîáîäíûå k-ìîäóëè êîíå÷íîãî òèïà. Äðóãèå ðåçóëüòàòû
(íàïðèìåð, ïðåäëîæåíèå 4.2) ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþò ìèíèìàëüíûå ðåçîëüâåíòû è âåðíû
òîëüêî â ñëó÷àå êîýôôèöèåíòîâ â ïîëå. Òåì íå ìåíåå, íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî ïîëó-
÷èòü è â ñëó÷àå êîëåö ãëàâíûõ èäåàëîâ, ñì. [Vylegzhanin22, Proposition 2.5].

Ïðîáëåìà 8.1. Êàêèå èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé k = Z? Íà ñëó÷àé
êîëåö ãëàâíûõ èäåàëîâ?

Ïðîáëåìà 8.2. Åñòü ëè êðó÷åíèå â êîëüöå E(Z[K]) = Ext∗Z[K](Z,Z)?
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Â ïðåäëîæåíèè 3.9 ìû ïîñòðîèëè ãîìîìîðôèçì èç ÿâíî çàäàííîé àëãåáðû EQ(K;k) â

Ext-àëãåáðó E(k[K]). Êàê ñëåäóåò èç òåîðåì 3.6 è 3.11, îí ñþðúåêòèâåí ïðè K ∈ ̂kHMF è
áèåêòèâåí äëÿ ïî÷òè ôëàãîâûõ êîìïëåêñîâ K.

Ïðîáëåìà 8.3. Îïèñàòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîìïëåêñ K, ïðè êîòîðûõ
ãîìîìîðôèçì EQ(K;k) → E(k[K])

à) ñþðúåêòèâåí (ò.å. àëãåáðà E(k[K]) ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì {u1, . . . , um} ⊔ {wJ :
J ∈ MF≥3(K)});

b) áèåêòèâåí.

Ïðîáëåìà 8.4. Îïèñàòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîìïëåêñ K, ïðè êîòîðûõ
àëãåáðà E(k[K]) ÿâëÿåòñÿ Kn-àëãåáðîé, òî åñòü ïîðîæäàåòñÿ ãðàäóèðîâàííûìè êîìïîíåí-
òàìè E(k[K])−i,∗ ïðè i = 1, . . . , n.

Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðà EQ(K;k) êâàäðàòè÷íà.

Ïðîáëåìà 8.5. ßâëÿåòñÿ ëè EQ(K;k) êîøóëåâîé àëãåáðîé?

Âî âñåõ èçâåñòíûõ ïðèìåðàõ àëãåáðà E(k[K]) çàäà¼òñÿ êâàäðàòè÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè íà
îáðàçóþùèå (äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îíà ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò EQ(K;k), ñì. ðàçäåë 7).
Ìû îæèäàåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòî íåâåðíî.

Ïðîáëåìà 8.6. Ïîñòðîèòü ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K, äëÿ êîòîðîãî àëãåáðà E(k[K]) íå
êâàäðàòè÷íà.

Ðàçëîæåíèå àëãåáðû E(k[K]) â êîïðåäåë colimI∈Kf E(k[KI ]) � íåîæèäàííîå ñëåäñòâèå èç
òåõíè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ (òåîðåìû 5.10). Õîòåëîñü áû ëó÷øå ïîíÿòü, �ïî÷åìó ýòîò ðåçóëüòàò
âåðåí�.

Ïðîáëåìà 8.7. Íàéòè êîíöåïòóàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.1.
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