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Введение

Момент-угол комплексами называются клеточные пространства,

строящиеся по некоторому заданному симплициальному

комплексу как объединение произведений дисковD2 и окружностей

S1. Данные пространства возникают в различных задачах

алгебраической геометрии, комбинаторной топологии и симплектической

геометрии. Конструкция момент-угол комплекса может

быть обобщена для симплициальных частичных упорядоченных

множеств и соответствующих им в топологии симплициальных

клеточных комплексов, которые являются двойственными

объектами к регулярныммногообразиям с углами, которые

играют важнуюроль в торической топологии. Для симплициально

клеточных комплексов, как и для симплициальных комплексов,

можно определить кольца граней (или кольцаСтенли-Райснера),

позволяющие использовать аппарат коммутативной и гомологической

алгебры для изучения данных комбинаторных структур.

На кольцах когомологий момент-угол комплексов можно

ввести структуру цепного комплекса, введя ещё один дифференциал.

Его когомологии и будут называться двойными когомологиями

исходного момент-угол комплекса.
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1 Основные определения

Определение 1.1. Абстрактным симплициальным комплексом

намножестве ν называется набор подмножеств называется

набор подмножеств K ⊂ 2ν , для которого выполняется

следующее условие: если I ∈ K, то и любое подмножество

J ⊂ I принадлежитK. Будем называть I ∈ K абстрактным

симплексом.

Определение 1.2. Симплициальнымчастично упорядоченным

множеством называется такое множество S с отношением

частичного порядка⩽, что существует минимальный элемент
0 и для любого∆ ⊂ S отрезок

[0,∆] = {τ ∈ S : 0 ⩽ τ ≤ ∆}

изоморфенмножеству граней некоторого симплекса. Обозначим

множество вершин S как V (S) и множество вершин, на

которые натянут симплекс σ ∈ S как V (σ). Также введем

обозначение |σ| = |V (σ)|.

В частности, любой симплициальный комплекс является

симплициальным частично упорядоченным множеством.

Для любыхσ, τ ∈ S определимσ∧τ какмножество наименьших

общих верхних граней и σ∨ τ как множество наибольших

общих нижних граней. Из определения симплициального

частично упорядоченного множества следует, что σ ∨ τ
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состоит из одного элемента тогда и только тогда, когда σ∧

τ непусто.

Конструкция 1.3. Сопоставим данному симплициальному

частично упорядоченному множеству S симплициальный

комплексKS следующимобразом: множество вершинV (S)

остаётся такимже, а его симплексами являются множества

V (σ), σ ∈ S . Имеем отображение симплициальных частично

упорядоченных множеств

S → KS ,

σ 7→ V (σ).

Определение 1.4. Клеточный комплексX называется симплициальным,

если замыкание любой клетки с отношением включения

изоморфно множеству граней некоторого симплекса.

Каждому симплициальному частично упорядоченному

множествуможно сопоставить симплициальный клеточный

комплекс, где приклеивающие отображения являются вложениями.

Построенный таким образом клеточный комплекс называется

геометрической реализацией и обозначается |S|.

Джойном симплициальных частично упорядоченныхмножеств

S1 иS1 называется симплициальное частично упорядоченное

множество S1 ∗ S2, состоящее из пар

(σ, τ), σ ∈ S1, τ ∈ S2,
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при этом (σ1, τ1) ≤ (σ2, τ2) в том и только в том случае,

когда σ1 ≤ τ1 и σ2 ≤ τ2.

2 Кольца граней (Стенли-Райснера)

симплициального частично упорядоченного

множества

Рассмотрим градуированное кольцо многочленов

k[vσ : σ ∈ S], deg vσ = 2|σ|.

Определение 2.1. Кольцом граней симплициального частично

упорядоченного множества называется факторкольцо

k[S] = k[vσ : σ ∈ S]/IS ,

где

IS = 〈v0 − 1, vσvτ − vσ∧τ ·
∑

η∈σ∨τ
vη〉.

Вобщем случаеσ∧τ может состоять не из одного элемента,

но в случае, когдаσ∧τ 6= ∅ точная нижняя грань единственна

и, следовательно, образующие идеалаIS определены корректно.
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3 Момент-угол комплексыиих свойства

Конструкция 3.1. Рассмотрим категориюCAT (S), объектами

которой являются грани τ ∈ S , и морфизм из σ ∈ S

в τ ∈ S существует тогда и только тогда, когда σ ⩽ τ .

Обозначим

Dn = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Cn : ∀i|xi| ⩽ 1}

- стандартный полидиск. Каждому элементуσ ∈ S сопоставим

следующее подмножество в стандартном полидиске:

(D2, S1)σ = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Dn : |xi| = 1 при i ⩽̸ σ.}

Тем самым мы определили функтор

DS(D
2, S1) : CAT (S) → TOP,

σ 7→ (D2, S1)σ,

сопоставляющий каждому морфизму σ → τ вложение

(D2, S1)σ ↪→ (D2, S1)τ .

Тогда момент-угол комплексом, соответствующим симплициальному

частично упорядоченному множеству S , называется

ZS = colim DS(D
2, S1).
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Обобщением данной конструкции для произвольной топологической

пары (X,A) является полиэдральное произведение (X,A)S ,

определяемое как

(X,A)S = colim DS(X,A).

Теорема 3.2. • ZS1∗S2
∼= ZS1

×ZS2
.

• факторпространствоZS/Tm гомеоморфно конусу над

|S|.

• если |S| гомеоморфно сфере Sn−1, то ZS1
является

многообразием.

Доказательство можно найти в [1].

Конструкция 3.3. Рассмотрим клеточное разбиениеD, состоящее

из трёх клеток: одной нульмерной - точки на границе, одной

одномерной - границы без нульмерной клетки, и одной

двумерной - внутренности диска. Будем обозначать как

T и D одномерные и двумерные клетки соответственно.

Таким образоммыполучаем клеточное разбиение полидиска

Dm. Заметим, что тогда (D2, S1)σ будут клеточнымиподкомплексами

в Dm и вложения

(D2, S1)σ ↪→ (D2, S1)τ

будут клеточными отображениями. Получаем, что данное

разбиение порождает естественную клеточную структуру

на момент-угол комплексе ZS .
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Построенное клеточное разбиение помогает вычислить

кольца когомологий момент-угол комплексов. На кольце

граней Z[S] можно ввести структуру Zm-градуированного

Z[v1, . . . , vm]-модуля. При этом

TorZ[v1,v2,...,vn](Z[S],Z) ∼=
⊕

i≥0,a∈Nm

Tor−i,2a
Z[v1,v2,...,vn](Z[S],Z).

Теорема 3.4. Имеется изоморфизм градуированных колец

H∗(ZS) ∼= TorZ[v1,v2,...,vn](Z[S],Z),

при этом

Hp(ZS) ∼=
⊕

−i+2|a|=p

Tor−i,2a
Z[v1,v2,...,vn](Z[S],Z).

Здесь

|a| =
m∑

(i=1)

ai при a = (a1, . . . , am).

Теорема 3.5. Разложение Хохстера. ПустьSI - множество

гранейS , вершины которых лежат в I . Имеется изоморфизм

биградуированных коммутативных алгебр

H∗(ZS) ∼=
⊕
I∈[m]

H̃∗(SI).

4 Двойныекогомологиимомент-угол

комплексов

Конструкция 4.1. Рассмотрим гомоморфизмы

ψp,i,I : H̃
p(KI) → H̃p(KI\i),
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индуцированные вложениямиKI\i ↪→ KI .Определим также

отображения

d′p = (−1)p+1
∑
i∈I

ε(i, I)ψp,i,I ,

где

ε(j, I) = (−1)#{i∈I:i<j}.

Мы можем определить отображение

d′ : H−k,2l(ZK) → H−k+1,2l−2(ZK).

Несложным вычислением проверяется, что (d′)2 = 0.Таким

образом, мы задали структуру цепного комплекса на

CH∗(ZK) := (H∗(ZK), d
′).

Его когомологии называются биградуированными двойными

когомологиями момент-угол комплекса ZK.

Данное определение в точности обобщается и на момент-

угол комплексы, соответствующие симплициальнымчастично

упорядоченныммножествам. В результате для симплициального

частично упорядоченногомножестваS мыполучаем двойные

когомологии момент-угол комплекса ZS .
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5 Примеры вычисления

Пример 5.1. Пусть S получено отождествлением границ

двух n-симплексов (на рисунке представлены случаи n=1

и n=2). В этом случае полученный момент-угол комплекс

будет гомеоморфенS2n.Тогда всеSI , за исключением случаев

I = [m] и I = ∅, будут стягиваемы, следовательно, их

приведённые группы когомологий будут нулевыми. Таким

образом, единственныминенулевыми группами будутH0,0(ZS) ∼=

Z и H0,2m(ZS) ∼= Z. В этом случае двойные когомологии

будут совпадать с коцепями, поэтому единственныминетривиальными

двойными когомологиями будутHH0,0(ZS) ∼= Z иHH0,2m(ZS) ∼=

Z.

Пример 5.2. Пусть S получено отождествлением границ

k n-симплексов (на рисунке представлены случаи n=1 и

n=2). В этом случае полученный момент-угол комплекс

будет гомотопически эквивалентен букету (k-1)-й копии

S2n.В этом случае единственныминетривиальными двойными

когомологиями будут HH0,0(ZS) ∼= Z и HH0,2m(ZS) ∼=

Zk−1.
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6 Заключение

Вданной работе нами были определены двойные когомологии

момент-угол комплексов, соответствующих симплициальным

частично упорядоченным множествам, и были вычислены

для нескольких примеров.
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