
Московский государственный университет
имени М. В. Ломоносова

Механико-математический факультет

Кафедра высшей геометрии и топологии

Курсовая работа

Кольца когомологий гиперболических
многообразий типа Лёбелля

Цыганков Дмитрий Александрович
403 группа

Научный руководитель:
д.ф.-м.н., профессор

Панов Тарас Евгеньевич

2023

1



Содержание
1 Введение 2

2 Предварительные сведения 4
2.1 Малые накрытия и вещественные момент-угол многообразия 4
2.2 Построение группы Kerϕ(k) и многообразий типа Лёбелля . . 6
2.3 Коэн-Маколеевость симплициальных комплексов . . . . . . . . 7

3 Основные результаты 8
3.1 Гомотопический тип пространства Ln/G′(P ) . . . . . . . . . . 8
3.2 Гомотопический тип многообразий Лёбелля . . . . . . . . . . . 12
3.3 Кольца когомологий многообразий Лёбелля . . . . . . . . . . . 13

1 Введение
В работе изучается гомотопический тип и когомологии некомпактных

гиперболических многообразий вида Ln/Kerϕ(k). Ln - n-мерное простран-
ство Лобачевского, Kerϕ(k) некоторая конкретная подгруппа конечного ин-
декса в группе Коксетера G(P ), действующая свободно на Ln. Предполага-
ется, что многогранник P допускает реализацию в Ln с конечным объёмом
и с углами величины π

2 между гипергранями. Если P компактный, то по-
лучаются известные объекты: малые накрытия, вещественные момент-угол
многообразия и фактор-многообразия вещественных момент-угол многооб-
разий по свободному действию дискретного тора Zt

2. Некомпактный случай
разобран в данной работе.

Пусть задан P ⊂ Ln - прямоугольный многогранник конечного объёма
с набором гиперграней F = {F1, . . . , Fm}. Тогда группа Коксетера много-
гранника P задаётся следующим образом:

G(P ) =
〈
g1, . . . , gm | g2i = 1, gigj = gjgi, если Fi, Fj соседние гиперграни

〉
Веснин в работе [1] 1987 года построил серию подгрупп конечного ин-

декса в G(P ), которые действуют свободно на пространстве Лобачевского.
Он рассматривал 3-мерные компактные прямоугольные многогранники, но
такая же конструкция работает в других размерностях и для многогранни-
ков конечного объёма. Это и есть группы Kerϕ(k), где ϕ(k) : G(P ) −→ Zk

2

является эпиморфизмом — таким, что Kerϕ(k) не содержит элементов ко-
нечного порядка. Это условие эквивалентно тому, что Kerϕ(k) действует
свободно на Ln.

В случае, если P компактный прямоугольный многогранник в Ln, много-
образия Ln/Kerϕ(k) являются факторами RP /H, где H = Zm−k

2 действует
свободно, m число гиперграней P . Для некомпактных многогранников про-
странство Ln/Kerϕ(k) будет представлять из себя некомпактное обобщение
малых накрытий и вещественных момент-угол пространств.
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В работе используется категорный подход к изучению таких многообра-
зий в случае, когда они обобщают вещественные момент-угол-многообразия,
то есть Kerϕ(k) = G′(P ). Аналогичными методами Айзенберг и Бухшта-
бер в [3] доказали, что момент-угол пространство над непростым много-
гранником гомотопически эквивалентно момент-угол комплексу над нерв-
комплексом многогранника.

Оказывается, что такие обобщённые вещественные момент-угол ком-
плексы можно мыслить себе как гомотопический копредел некоторой диа-
граммы, из этого можно понять их гомотопический тип. Гомотопические
копределы хорошо взаимодействуют с разными алгебраическими инвари-
антами. Например, всегда есть спектральная последовательность, которая
сходится к когомологиям копредела, см [4].

В случае общих многообразий типа Лёбелля Ln/Kerϕ(k) имеется гомо-
топическая эквивалентность: Ln/Kerϕ(k) ≃ RKP

/H, где H ⊆ Zm
2 свободно

действующий дискретный тор на вещественном момент-угол пространстве
RKP

, где KP нерв-комплекс многогранника P с учётом того, что некоторых
вершин нет, так как они лежат на абсолюте. На самом деле, H ∼= KerΛ, где
Λ получается из разложения

G(P )
ab−→ Zm

2
Λ−→ Zk

2

Таким образом, имеется полная аналогия с малыми накрытиями. KerΛ
действует свободно на RK тогда и только тогда, когда Λ являестя харак-
теристической функцией. Многообразие Ln/Kerϕ(k) можно однозначно по-
строить по многограннику P и по характеристической функции Λ, поэтому
будем обозначать их N(P,Λ). Классы эквивалентности характеристических
пар (P,Λ) соответствуют классам слабого эквивариантного гомеоморфизма
многообразий N(P,Λ).

Рассуждения с многообразиями N(P,Λ) абсолютно так же обобщаются

на многогранники, у которых удалили некоторые грани. Пусть
◦
P много-

гранник без некоторых граней. Тогда N(
◦
P ,Λ) ≃ RK◦

P

/H, где Λ то же, что и

для P , а N(
◦
P ,Λ) ≃ L̃n/Kerϕ(k) - так как мы выбросили некоторые грани,

их копии нужно удалить из Ln, поэтому группа Kerϕ(k) будет действовать
на меньшем пространстве L̃n.

В [11] и [12] для колец когомологий RK/H даны дга-модели для любых
коэффициентов. В случае, если 2 в кольце R обратима, явно описана адди-
тивная структура и умножение, но в общем случае эффективного описания
нет.

Тем не менее, кольца когомологий RK/H в случае, когда это простран-
ство гомотопически эквивалентно обобщённым малым накрытиям N(P,Λ),
а многогранник P идеальный или с одной идеальной вершиной, достаточно
прост и обобщает когомологии малых накрытий.

Теми же методами, что использовали Дэвис и Янушкевич в [2] прове-
ряется, что расслоение N(P,Λ) −→ EZn

2 ×Zn
2
N(P,Λ) −→ BZn

2 устроено до-
статочно хорошо: несмотря на неодносвязность базы, её фундаментальная
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группа действует тривиально на когомологиях слоя, поэтому спектраль-
ная последовательность Лере-Серра сходится к H∗(EZn

2 ×Zn
2
N(P,Λ);Z2). В

нашем случае в расслоении выше N(P,Λ) заменяется многообразием типа
Лёбелля.

Используется Коэн-Маколеевость нерв-комплекса идеальных прямоуголь-
ных многогранников и прямоугольных многогранников с одной идеальной
вершиной. Можно сказать даже больше: если многогранник не идеальный и
имеет идеальные вершины, то, если удалить все вершины, которые не лежат
на абсолюте, нерв-комплекс будет Коэн-Маколеевым. Коэн-Маколеевость
влечёт вырождение спектральной последовательности Лере-Серра во вто-
ром листе и даёт достаточно простой вид кольца когомологий.

Если многогранник P некомпактный, неидеальный и более чем с одной
идеальной вершиной, его нерв-комплекс никогда не Коэн-Маколеев, а спек-
тральная последовательность не вырождается во втором листе, это следует
из [2]. Но удаление граней P позволяет редактировать нерв-комплекс KP ,
в том числе получать Коэн-Маколеевый подкомплекс.

Стоит отметить, что прямоугольные многогранники конечного объёма
могут существовать в Ln, если n ≤ 14 [15]. Примеры таких многогранников
известны не во всех размерностях и может оказаться, что верхняя оценка
неточна. Поэтому многообразия Ln/Kerϕ(k) могут существовать не во всех
размерностях и мы будем опускать эти сложности. Было бы интересно по-
нять, накладывает ли существование таких многообразий какие-либо огра-
ничения на размерность или на другие комбинаторные характеристики.

2 Предварительные сведения

2.1 Малые накрытия и вещественные момент-угол мно-
гообразия

Малые накрытия и вещественные момент-угол-многообразия достаточ-
но хорошо изучены. Есть и комплексные версии этих конструкций. Изна-
чально малые накрытия были введены в [2]. Там же изучены когомологии
малых накрытий. Про когомологии вещественных момент-угол-комплексов
написано в [5], [6]. В современной форме подробнее про эти конструкции
написано в [7] и ещё более подробно в [8].

Определение 2.1 Малым накрытием над простым n-мерным многогран-
ником называется n-мерное многообразие N такое, что:

1)Имеется локально стандартное действие дискретного тора Zn
2 на N .

То есть, каждая точка x ∈ N содержится в Zn
2 -инвариантной окрестно-

сти, которая Zn
2 -эквивариантно гомеоморфна открытому подмножеству

в Rn, а в Rn Zn
2 действует отражениями относительно координатных

плоскостей
2)Имеется проекция π : N −→ P , слоями которой являются орбиты

Zn
2 действия
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Имеется возможность конструктивно определить малые накрытия.

Определение 2.2 Пусть P n-мерный многогранник с m гипергранями
F1, ..., Fm. Пусть Λ - матрица размера n×m с элементами из Z2, столбцы
λi = (λ1i, ..., λni) обладают следующим свойством:

det(λii , ..., λin) = ±1, Fi1 ∩ ... ∩ Fin ̸= ∅

Тогда пара (P,Λ) называется характеристической

По каждой характеристической матрице можно построить малое накры-
тие

N(P,Λ) = P × Zn
2/ ∼

где (x1, t1) ∼ (x2, t2) ⇐⇒ x1 = x2, t1 · t−1
2 ∈ T (x1). T (x) =

∏
i:x∈Fi

Ti, где Ti

одномерный подтор в Zn
2 , порождённый вектором λi. Получается, что мно-

гообразие N(P,Λ) представляет собой склейку вдоль граней 2n экземпляров
многогранника P .

Верно и обратное: по каждому малому накрытию можно построить ха-
рактеристическую матрицу такую, что из неё и многогранника можно будет
построить малое накрытие.

Однако, если многогранник имеет размерность больше 3, то не всегда
можно построить характеристическую матрицу, а значит не над каждым
простым многогранником есть малое накрытие. Примеры есть в [2]. Так
же, если многогранник не простой, никаких малых накрытий над ним нет.

По n-мерному многограннику P можно построить ещё один объект: ве-
щественное момент-угол-многообразие RP . Теперь многогранник предпо-
лагается произвольным простым, ограничений в виде отсутствия характе-
ристической матрицы нет.

Определение 2.3 Многообразие RP определяется из следующей комму-
тативной диаграммы

P Rm
≥

RP Rm

iP

µ

P =
{
x ∈ Rn| < ai,x > + bi ≥ 0; i = 1, ...,m

}
iP - вложение многогранника в положительный ортант

iP : Rn −→ Rm, x 7→ (< a1,x > + b1, . . . , < am,x > + bm)

µ : Rm −→ Rm
≥ , (x1, . . . , xm) 7→ (x2

1, . . . , x
2
m)

Получено n-мерное многообразие RP = µ−1(iP (P )), которое задано как пе-
ресечение m− n квадрик в Rm.
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Если имеется характеристическая матрица Λ для многогранника P , то
можно задать Z2-линейное отображение Λ : Zm

2 −→ Zn
2 . Тогда KerΛ явля-

ется (m − n)−мерным дисктерным тором, который свободно действует на
RP . Если профакторизовать по этому действию, получится малое накры-
тие, происходящее из характеристической пары (P,Λ):

RP /KerΛ ∼= N(P,Λ)

2.2 Построение группы Kerϕ(k) и многообразий типа Лё-
белля

Первый пример замкнутого 3-многообразия с гиперболической структу-
рой был построен Лёбеллем в 1931г., тогда это была известная открытая
проблема. В работе [1] была построена целая серия таких многообразий.

Пусть P прямоугольный многогранник конечного объёма в Ln. За m
обозначим число гиперграней P . Тогда прямоугольнаы группа Коксетера
G(P ) задана образующими и соотношениями:

G(P ) =
〈
g1, . . . , gm | g2i = 1, gigj = gjgi, если Fi, Fj соседние гиперграни

〉
Группа G(P ) действует на Ln отражениями относительно гиперплоско-

стей, которые содержат гиперграни P . У такого действия имеются нетриви-
альные стабилизаторы в гранях P , поэтому действие не свободно. На самом
деле, Ln/G(P ) представляет собой исходный многогранник.

Лемма 2.1 Пусть имеется эпиморфизм ϕ(k) : G(P ) −→ Zk
2 . Тогда следу-

ющие условия эквивалентны:
1)Подгруппа Kerϕ(k) ⊂ G(P ) не содержит элементов конечного порядка.
2)Образы отражений gi1 , . . . , gir в любых r гранях Fi1 , . . . , Fir , имеющих
общую вершину, линейно независимы в Zk

2 .
3)Группа Kerϕ(k) действует свободно на Ln.

Лемма была сформулирована и доказана в более частном случае: ком-
пактные прямоугольные 3-многогранники, однако она легко обобщается.

Определение 2.4 Многообразием типа Лёбелля будем называть гипер-
болическое многообразие Ln/Kerϕ(k)

Эпиморфизм ϕ(k) допускает разложение в композицию по универсаль-
ному свойству гомоморфизма абеленизации:

G(P )
ab−→ Zm

2
Λ−→ Zk

2

Λ - линейное отображение Z2-пространств. Его можно мыслить себе как
матрицу с элементами из Z2, на которую накладываются те же условия, что
и на характеристическую матрицу малого накрытия над многогранником
P .
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В случае компактного P многообразие Ln/Kerϕ(n) становится малым
накрытием N(P,Λ), если многогранник P допускает характеристическую
матрицу.

Если же k = m, то Kerϕ(m) = G′(P ). В случае компактного P снова
понятно, что это за пространство: Ln/G′(P ) ∼= RP

В общем случае получается, что Ln/Kerϕ(k) имеет гомотопический тип
пространства Эйленберга-Маклейна K(Kerϕ(k), 1). Это следует из того, что
Ln - стягиваемое универсальное накрытие.

Это ещё одна мотивация к изучению когомологий многообразий типа
Лёбелля, ведь это даёт когомологии групп Kerϕ(k).

2.3 Коэн-Маколеевость симплициальных комплексов
Коэн-Маколеевость алгебры это гомологическое свойство, которое по-

явилось задолго до возникновения торической топологии. Оно представляет
самостоятельный интерес, поскольку такие алгебры допускают существова-
ние регулярной последовательности.

В нашем случае эта регулярная последовательность будет порождать
идеал в кольце когомологий и давать вырожденность спектральной после-
довательности расслоения.

В определениях далее предполагается, что A является N−градуированной
алгеброй над полем K или над Z. Размерность Крулля A равняется n.

Определение 2.5 Последовательность λ1, . . . , λn однородных элементов
из A называется однородной системой параметров, если размерность Крул-
ля A/(λ1, . . . , λn) равна нулю.

Определение 2.6 Однородная система параметров λ1, . . . , λn алгебры R
называется регулярной последовательностью, если λi+1 не является де-
лителем нуля в A/(λ1, . . . , λi).

Имеется следующее эквивалентное определение регулярной последова-
тельности.

Определение 2.7 Последовательность алгебраически независимых эле-
ментов λ1, . . . , λn ∈ R называется регулярной последовательностью, если
R является конечномерным свободным K[λ1, . . . , λn]−модулем.

Определение 2.8 Симплициальный комплекс на множестве [m] называ-
ется Коэн-Маколеевым над K, если K[K] удовлетворяет свойству Коэн-
Маколеевости.

Имеется следующий критерий Коэн-Маколеевости, доказанный Рейсне-
ром в [13].

Утверждение 2.1 Кольцо K[K] Коэн-Маколеево над K тогда и только
тогда, когда для любого симплекса σ ∈ K выполнено H̃i(link(σ);K) ∼= 0, где
i < dim(link(σ))
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3 Основные результаты

3.1 Гомотопический тип пространства Ln/G′(P )

Рассматривается случай Ln/Kerϕ(m) = Ln/G′(P ), где m количество ги-
перграней у прямоугольного многогранника Коксетера конечного объёма
P , а dimP = n.

Пусть F = {F1, . . . , Fm} обозначает набор гиперграней многогранника
P . Двугранные углы между Fi и Fj равны π

2 , это даёт соответствующее
соотношение. Группа Коксетера задаётся следующим образом:

G(P ) =
〈
gi | (gigj)2 = 1, g2i = 1

〉
Далее используется категорный подход, применимый ко многим объек-

там торической топологии, развит в работах Панова и Рея [14] и в работе
Айзенберга и Бухштабера [3].

Утверждение 3.1 Многообразие Ln/G′(P ) гомотопически эквивалентно
RKP

, где KP нерв-комплекс многогранника P

▷
Предстоит проверить следующую цепочку эквивалентностей:

Ln/G′(P ) ∼= (P × Zm
2 )/ ∼ ≃ hocolim

Cat(P )
(ΦP ) ≃ hocolim

Cat(P )
(Φ̃P ) =

= hocolim
Cat(GP )

(DGP
) ≃ hocolim

Cat(KP )
(DKP

) ≃ colim
Cat(KP )

(DKP
) ∼= (D1, S0)KP

≃ обозначает гомотопическую эквивалентность, а под ∼= понимается го-
меоморфизм. Первая эквивалентность проверяется непосредственно.

Лемма 3.1 (P × Zm
2 )/ ∼≃ hocolim

Cat(P )
(ΦP ), где (x, g) ∼ (x, h) ⇐⇒ gh−1 ∈

T (x) =
∏

i:x∈Fi

Ti, где Ti одномерный тор в Zm
2 , порождённый базисным век-

тором ei.

▷

Используется явная конструкция гомотопического копредела.

hocolim
Cat(P )

(ΦP ) =

 ∐
F∈Obj(Cat(P ))

B(F ↓ Cat(P ))× ΦP (F )

 / ∼

Под Cat(P ) будет пониматься категория граней многогранника P . Объ-
ектами являются грани, включая сам многогранник P , пустое множество
гранью не считаем. Морфизмами являются обратные включения граней.

Построим диаграмму ΦP : Cat(P ) −→ Top. ΦP (F ) = (S0)[m]\σ(F ), где
σ(F ) - подмножество в [m], которое состоит из тех номеров гиперграней, из
которых грань F получается пересечениями: F =

⋂
i∈σ(F )

Fi.
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На морфизмах в Cat(P ) действие устроено так:

ΦP ({F ⊇ G}) = {(S0)[m]\σ(F ) = (S0)[m]\σ(G)×(S0)σ(G)\σ(F ) −→ (S0)[m]\σ(G)} = qF,G

Это одно из мест, где формально нужно обратить стрелки в Cat(P ),
потому что под диаграммой обычно понимается ковариантный функтор.

Отношение эквивалентности задано так

(x, y) ∼ (x,ΦP (F ⊇ G)(y)), где x ∈ B (G ↓ Cat(P )) ⊆ B (F ↓ Cat(P )) , y ∈ ΦP (F )

B (F ↓ Cat(P )) означает классифицирующее пространство категории за-
пятой F ↓ Cat(P ). Явная проверка показывает, что это пространство пред-
ставляет собой барицентрическое подразбиение грани F . Здесь тоже суще-
ственно обращение морфизмов в Cat(P ).

Многогранник P ретрагируется на своё барицентрическое подразбиение.
В случае, если многогранник неидеальный, это гомеоморфизм. Чуть более
подробно см в доказательстве Леммы 3.7.

Это же верно и для всех граней F , поэтому мы будем отождествлять
пространства F и B(F ↓ Cat(P )).

Явная конструкция гомотопического копредела представляет собой дизъ-
юнктное объединение пространств и содержит в себе пространство P ×
(Z2)

[m], в которое можно вложить все остальные. Например,

F1 × (Z2)
[m]\{1} ↪→ P × (Z2)

[m]

И все такие вложения просто отождествляют вложенное подпростран-
ство с подмножеством в P×(Z2)

[m] в силу отношения эквивалентности. Это
значит, что

hocolim
Cat(P )

(ΦP ) = P × (Z2)
[m]/ ∼ , где (x, t) ∼ (x, qP,F (t)), t ∈ ΦP (P ) = Z[m]

2

Осталось понять, что отношение эквивалентности такое, какое нужно.
Пусть x ∈ relintF, где F =

⋂
i∈σ(F )

Fi. Тогда qP,F (t) = (0, . . . , 0, tr, . . . tm) -

нули стоят на тех местах, в номера гиперграней которых попала точка x -
не обязаны быть упорядоченными, это для наглядности. Тогда t·qP,F (t)

−1 ∈
Zσ(x)
2 . Проверили, что

(x, t) ∼ (x, qP,F (t)) =⇒ t · qP,F (t)
−1 ∈ Zσ(x)

2

В обратную сторону это тоже верно, что полностью завершает доказа-
тельство. ◁

Диаграмма Φ̃P для третьей эквивалентности устроена так

Φ̃P : Cat(P ) −→ Top

Φ̃P (F ) = (S0)[m]\σ(F ) × (D1)σ(F )

9



Φ̃P (F ⊇ G) = (S0)[m]\σ(F ) × (D1)σ(F ) ↪→ (S0)[m]\σ(G) × (D1)σ(G)

Для каждой грани F имеется гомотопическая эквивалентность Φ̃P (F ) ≃
ΦP (F ), которая задаёт морфизм диаграмм ΦP и Φ̃P . По свойствам гомото-
пического копредела получаем третью эквивалентность, так как он сохра-
няет слабые эквивалентности.

Пусть G некоторый гиперграф на m вершинах. Тогда для него, по ана-
логии с симплициальным комплексом, можно определить полиэдральное
произведение для пары (D1, S0)

(D1, S0)G =
⋃
σ∈G

(D1)σ × (S0)[m]\σ

Диаграмма DG : Cat(G) −→ Top определяется так: DG(σ) = (D1)σ ×
(S0)[m]\σ и DG(σ ↪→ τ) = (D1)σ×(S0)[m]\σ ↪→ (D1)τ ×(S0)[m]\τ , где σ, τ ∈ G

Лемма 3.2 hocolim
Cat(P )

(Φ̃P ) = hocolim
Cat(GP )

(DGP
)

▷ Cat(P ) ∼= GP как частично упорядоченные множества, см [3, Лемма
4.7]. Тогда категории Cat(P ) и Cat(GP ) эквивалентны: F ←→ {i|F ⊆ Fi}
такое соответствие задаёт два функтора F : Cat(P ) −→ Cat(GP ), G :
Cat(GP ) −→ Cat(P ) композиции которых естественно изоморфны тожде-
ственным функторам на Cat(P ) и Cat(GP ).

На объектах, которые одинаковы в смысле эквивалентности выше, диа-
граммы совпадают: Φ̃P (F ) = (D1)σ(F ) × (S0)[m]\σ(F ) = DGP

({i|F ⊆ Fi}).
Гомотопические копределы двух одинаковых диаграмм совпадают. ◁

На частично упорядоченном множестве KP задана функция замыка-
ния [3, Определение 4.15]. Замкнутыми симплексами являются в точности
элементы множества GP . По [3, Лемма 6.1] имеется гомотопическая экви-
валентность: hocolim

Cat(GP )
(DKP

|GP
) ≃ hocolim

Cat(KP )
(DKP

), при этом ограничение диа-

граммы DKP
совпадает с DGP

. Отсюда следует пятая эквивалентность.
Пара (D1, S0) является клеточной, а вложение S0 ↪→ D1 является корас-

слоением, тогда по [8, Утверждение 8.1.1] диаграммаDKP
Риди-кофибрантна.

Для таких диаграмм существует гомотопическая эквивалентность между
обычным копределом и гомотопическим.
RK = colim

I∈K
(D1, S0)I . Это выполнено для любых полиэдральных произ-

ведений любых пар, а не только (D1, S0).
◁

Замечание 3.1 В точности такого описания, как в утверждении выше,
в случае общих (непрямоугольных) многогранников Коксетера конечного
объёма нет. π1(RK) = RC ′

K - коммутант абстрактной прямоугольной
группы Коксетера, построенной по K, а π1(Ln/G′(P )) = G′(P ), где G′(P )
коммутант непрямоугольной группы Коксетера.
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Непосредственно из доказательства Утверждения 3.1 имеется следу-
ющее обобщение на многогранники без граней. Под удалением понимается
удаление не только внутренних точек грани, но и границы — то есть, под-
грани тоже удаляются.

Следствие 3.1 Пусть P многогранник Коксетера с прямыми углами —

компактный или некомпактный, конечного объёма. Пусть
◦
P многогран-

ник, в котором удалили некоторые грани. Тогда L̃n/G′(P ) гомотопически
эквивалентно RK◦

P

.

Пространство Лобачевского разбивается на бесконечное число копий
многогранника P . Если из P удалить некоторые грани F1, . . . , Fs ⊂ P ,
то, чтобы проводить ту же конструкцию склейки, нужно удалить из Ln все
копии всех Fi. Обозначим получившееся пространство за L̃n. Заметим, что
идеальные вершины удаляться из Ln не будут, так как их там итак нет.

Под K ◦
P

понимается нерв-комплекс покрытия
◦
P гипергранями. Он полу-

чается из KP следующим образом: удаление некоторой грани соответствует
удалению симплекса в комплексе KP .

Коммутант группы Коксетера G′(P ) свободно действует на L̃n как и
ранее. Удаление некоторых граней привело к удалению некоторых орбит
действия G′(P ) на Ln.

В Следствии 3.1 допускается даже удаление гиперграней, в этом слу-
чае предполагается, что KP имеет призрачные вершины. В частности, уда-
ление абсолютно всех гиперграней привело бы к тому, что L̃n/G′(P ) пред-

ставляло бы собой несвязное объединение 2m копий
◦
P = intP , гомотопи-

чески это набор точек, что соответствует вещественному момент-угол про-
странству над симплициальным комплексом со всеми призрачными верши-
нами.

Интересно это тем, что такое выбрасывание граней в P соответству-
ет выбрасыванию симплексов в нерв-комплексе KP . То есть, веществен-
ное момент-угол пространство над любым подкомплексом в нерв-комплексе
некомпактного или компактного многогранника Коксетера с прямыми уг-
лами можно мыслить себе как склейку некоторых многогранников в Ln, из
которых удалили некоторые грани. Интересно, насколько широкий класс
RK можно получить таким образом. Очевидно, что есть ограничение свер-
ху на размерность K, так как прямоугольные многогранники существуют
в Ln не для любых n.

А ещё эффективное описание колец когомологий многообразий типа
Лёбелля получается, если нерв-комплекс многогранника P Коэн-Маколеев
(см. ниже). Прямоугольные многогранники конечного объёма не всегда об-
ладают этим свойством, но удаление граней это инструмент, который поз-
воляет редактировать нерв-комплекс, что потенциально может быть инте-
ресным.

Есть следующая интересная интерпретация Утверждения 3.1. Соот-
ветствующий результат известен.
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Следствие 3.2 Всякий многогранник P конечного объёма, допускающий
реализацию в Ln с прямыми углами, является флаговым.

▷
RK является асферическим тогда и только тогда, когда K флаговый.

В нашем случае пространство Ln/Kerϕ(m) ≃ RKP
асферично, поэтому KP

флаговый, а значит и P флаговый.
◁

3.2 Гомотопический тип многообразий Лёбелля
Ниже приведено полное описание гомотопического типа пространств

Ln/Kerϕ(k). Предполагается, что k таково, что Kerϕ(k) может свободно
действовать на Ln.

Поскольку P в Утверждении 3.1 предполагался прямоугольным мно-
гогранником конечного объёма в Ln, здесь предполагается то же самое.

Утверждение 3.2 Ln/Kerϕ(k) ≃ RKP
/KerΛ, где Λ получается из разло-

жения ϕ(k) : G(P )
Ab−−→ Zm

2
Λ−→ Zk

2

▷

Из Утверждения 3.1 известно, что Ln/Kerϕ(m) ≃ RKP
. Ясно, что

KerΛ ∼= Kerϕ(k)/Kerϕ(m)

RKP
/KerΛ ≃ (Ln/Kerϕ(m))/(Kerϕ(k)/Kerϕ(m)) ∼= Ln/Kerϕ(k)

◁

Утверждение 3.2 доказано исключительно с помощью изучения струк-
туры группы Kerϕ(k), поэтому имеется следующее обобщение.

Следствие 3.3 Если P прямоугольный многогранник конечного объёма в

Ln, а
◦
P представляет собой многогранник, из которого удалили некоторые

грани, то
L̃n/Kerϕ(k) ≃ RK◦

P

/KerΛ

Пусть теперь RK произвольный вещественный момент-угол комплекс, K
некоторый симплициальный комплекс на m вершинах. Пусть есть Z2−линейное
отображение Λ : Zm

2 −→ Zk
2 - эпиморфизм. Λ называется характеристиче-

ской функцией, если

Λ(ei1), . . .Λ(eis) линейно независимы в Zk
2 при {i1, . . . is} ∈ K

На RK стандартным образом действует группа Zm
2 . Любую достаточно

большую подгруппу в Zm
2 можно представлять себе как KerΛ. Следующая

лемма доказана в [10, lemma 1.1].
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Лемма 3.3 Группа KerΛ действует на RK свободно тогда и только то-
гда, когда Λ является характеристической функцикей

Так как многообразие Ln/Kerϕ(k) однозначно строится по многогран-
нику P и Z2−линейному отображению Λ : Zm

2 −→ Zk
2 , введём обозначение

N(P,Λ) = Ln/Kerϕ(k).
(P,Λ) можно рассматривать как аналог характеристической пары для

малых накрытий. Две пары (P1,Λ1) и (P2,Λ2) называются эквивалент-
ными, если P1 и P2 комбинаторно эквивалетны и Λ1 = AΛ2B, где A ∈
GL(n,Z2), B диагональная матрица с ±1 на диагонали. По аналогии с [2;
предложение 1.8] доказывается лемма.

Лемма 3.4 Имеется взаимно-однозначное соответствие между класса-
ми эквивалентности характеристических пар (P,Λ) и классами слабо-
го эквивариантного (относительно действия группы Zm

2 ) гомеоморфизма
многообразий N(P,Λ)

В итоге класс эквивалентности характеристической пары (P,Λ) взаимно-
однозначно с точностью до слабого эквивариантного гомеоморфизма соот-
ветствует многообразию Ln/Kerϕ(k), где Kerϕ(k), Λ, P связаны следующим
образом:

G(P )
ab−→ Zm

2
Λ−→ Zk

2

Kerϕ(k) = Λ ◦ ab

3.3 Кольца когомологий многообразий Лёбелля
Для произвольных коэффициентов нет эффективного описания коль-

ца когомологий, под R в формуле для аддитивной структуры далее по-
нимается коммутативное кольцо с единицей и с обратимой 2, это связа-
но с использованием конструкции трансфера в [11] и тем, что накрытие
RK −→ RK/KerΛ является 2s−листным.

Hp(RK/KerΛ;R) ∼=
⊕

ω∈ϕ(rowΛ)

H̃p−1(Kω;R)

Под Kω понимается полный подкомплекс в K на вершинах из ω. rowΛ
— линейное Z2−пространство, порождённое строками матрицы Λ. А ϕ :
(Zm

2 ,+) −→ (2[m],∆) изоморфизм групп, устроенный так: ϕ(v) = {i|vi ̸= 0}.
На прямой сумме выше описано умножение в [11].

Дэвис и Янушкевич в [2] считали когомологии малых накрытий и квази-
торических многообразий над прострым многогранником P из соображений
вырождения во втором листе спектральной последовательности Лере-Серра
расслоения

N(P,Λ) −→ EZn
2 ×Zn

2
N(P,Λ) −→ BZn

2

Спектральная последовательность сходится, несмотря на неодносвяз-
ность базы. Явно проверяется, что фундаментальная группа π1(BZn

2 ) = Zn
2

действует тривиально на когомологиях слоя.
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Вырождение происходит засчёт Коэн-Маколеевости нерв-комплекса KP ,
который в случае простого многогранника P является триангуляцией сфе-
ры.

Можно проследить, что и в нашем случае имеет место вырождение спек-
тральной последовательности Лере-Серра того же расслоения с тем лишь
изменением, что P прямоугольный многогранник Коксетера конечного объ-
ёма.

Самым простым вариантом будет не проверять, что доказательство Дэ-
виса и Янушкевича сходимости спектральной последовательности такое же
в нашем случае. Ими в [2] были посчитаны когомологии малых накрытий
над PK, где K Коэн-Маколеев симплициальный комплекс, а PK двойствен-
ный простой полиэдральный комплекс к K. Оказывается, что наша кон-
струкция малых накрытий над некомпактными многогранниками Коксете-
ра гомотопически представляет собой частный случай конструкции малых
накрытий над PK.

Следующий результат доказан в статье [3, Утверждение 4.3] в случае
произвольного многогранника P . Пусть имеется следующее отображение

σ : CatP −→ KP , σ(F ) = {i|F ⊆ Fi}

Лемма 3.5 Пусть F грань многогранника P , тогда link(σ(F )) строго де-
формационно ретрагиуруется на симплициальный подкомплекс, гомеоморф-
ный сфере SdimF−1.

Явно доказывается, что линк гомотопически эквивалентен ∂F ≃ SdimF−1.
Однако, если удалить вершины многогранника, аналогичным образом мож-
но доказать подобный результат и для многогранника, у которого удалены
некоторые вершины.

Лемма 3.6 Пусть F грань произвольного непростого многогранника P
без некоторых вершин, тогда link(σ(F )) строго деформационно ретраги-
уруется на симплициальный подкомплекс, гомеоморфный SdimF−1\{r pt} -
сфере без некоторого набора точек.

Утверждение 3.3 Пусть многогранник P является некомпактным n-
мерным многогранником Коксетера. Тогда:

1)Если из P удалить все вершины, не лежащие на абсолюте, его нерв-
комплекс KP будет Коэн-Маколеевым. В частности нерв-комплекс иде-
ального многогранника Коксетера Коэн-Маколеев.

2)Пусть P , имеет только одну вершину на абсолюте. Тогда нерв-комплекс
KP Коэн-Маколеев. Если идеальных вершин несколько, а многогранник не
является идеальным, свойство Коэн-Маколеевости выполняться не бу-
дет.

▷
Сначала проверим 1 пункт утверждения. KP является (n − 2)-мерным

чистым комплексом, если любая грань F представлена в виде пересечения
codimF гиперграней.
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Многогранник Коксетера комбинаторно в гранях (кроме идеальных вер-
шин) выглядит как куб . Куб простой многогранник, и у него любая грань F
представляется в виде пересечения codimF гиперграней, значит dimKP =
n − 2, а все максимальные симплексы имеют одинаковую размерность и
комплекс чистый, поэтому можем легко считать размерность линков:

dim(link(σ(F ))) = dim(KP )− codimF

Нужно проверить следующие равенства на гомологии:

H̃i(link(σ(F ))) = 0 ∀i < dim(link(σ(F )))

По Лемме 3.6 link(σ(F )) представляет собой сферу без некоторого на-
бора точек, то есть гомотопически это букет из некоторого числа сфер:
link(σ(F )) ≃

∨
SdimF−2. Если dimF = 2, то получается окружность без

точек, гомотопически это набор точек.
Гомомологии линка link(σ(F )) во всех случаях нулевые до размерности

dimF − 2. То есть, нужно проверить, что на размерность линка выполнено
следующее неравенство

dimF − 2 ≥ dim(link(σ(F )))

dim(link(σ(F )) = dim(KP )− codimF = dimF − 2

Теперь проверим 2 часть утверждения. Пусть многогранник P неком-
пактный с 1 идеальной вершиной.

Если многогранник P имеет размерность n, то нерв-комплекс KP пред-
ставляет из себя триангулированную сферу Sn−1 с дыркой - идеальная вер-
шина соответствует триангулированной сфере S = Sn−2, которая является
подкомплексом в KP .

Это соответствие следует из того, что все грани F ⊂ P комбинаторно
устроены как грани простого многогранника: любая грань F ⊂ P является
пересечением codimF гиперграней. То есть, каждое ребро, выходящее из
идеальной вершины, даёт (n− 2)-мерный симплекс в нерв-комплексе и все
эти симплексы образуют триангуляцию сферы, то есть граничат друг с
другом правильным образом.

Линки показывают локальную структуру симплициального комплекса.
Поэтому достаточно проверить, что H̃i(lk(σ)) = 0 ∀ σ ∈ S, i < dim(lk(σ)).

Если σ ∈ S, то lk(σ) состоит из симплексов 2 типов: одни лежат в S
и образуют сферу Sn−2−dimσ, а другие в KP \S и образуют часть сферы
Sn−1−dimσ с границей Sn−2−dimσ. Линки являются стягиваемыми множе-
ствами, поэтому приведённые гомологии нулевые в любой размерности.

Итого все линки имеют нулевые приведённые гомологии в нужных раз-
мерностях, поэтому нерв-комплекс многогранника Коксетера с одной иде-
альной вершиной Коэн-Маколеев.
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Пусть есть r идеальных вершин, но P не является идеальным. Тогда KP

это сфера Sn−1 с r непересекающимися дырками - это снова триангулиро-
ванные сферы, а значит KP ≃

∨
r−1

Sn−2. Линк пустого множества это KP -

(n−1)-мерный комплекс, у которого в размерности n−2 имеются ненулевые
гомологии, поэтому KP не Коэн-Маколеев. ◁

Следующая конструкция была описана в [2, стр. 428].

Определение 3.1 Пусть K (n − 1)−мерный симплициальный комплекс,
а K′ барицентрическое подразбиение. Тогда для каждого симплекса σ ∈ K
Fσ = {σ = σ0 < · · · < σk} ∈ K′. Тогда двойственным простым полиэдраль-
ным комплексом называется конус PK = coneK c его разложением в грани
Fσ.

Пояснение. Для (k − 1)−мерного симплекса σ ∈ K Fσ считается гранью
коразмерности k и Fσ является геометрической реализацией конуса над
K>σ = {τ ∈ K|σ < τ}.

По аналогии с малыми накрытиями, (PK × Zn
2 )/ ∼ называется малым

накрытием над PK. Эквивалентность ∼ устроена аналогично.

Лемма 3.7 Пусть P некомпактный многогранник Коксетера конечного
объёма. Тогда P ретрагируется на подмножество, гомеоморфное двой-
ственному простому полиэдральному комплексу нерв-комплекса KP .

▷
Проверяется следующая цепочка эквивалентностей:

P ≃ P ′ ∼= Cone(KP ) ∼= PKP

Где под PKP
понимается двойственный к KP простой полиэдральный

комплекс, P ′ барицентрическое подразбиение P .
Выбрасывание вершины из многогранника понятным образом меняет

барицентрическое подразбиение. Для многогранника без удалённых вершин
оно совпадает (как топологическое пространство) с самим многогранником.
Удаление вершины соответствует вырезанию шара около вершины, поэтому
получается гомеоморфное пространство.

Если удалить все вершины, то барицентрическое подразбиение будет го-
мотопически эквивалентно, но не гомеоморфно исходному многограннику.

То есть, в любом случае многогранник P ретрагируется на барицентри-
ческое подразбиение P ′.

Далее проверим, что P ′ гомеоморфно конусу над нерв-комплексом KP .
Если идеальная вершина одна, то барицентрическое подразбиение го-

меоморфно шару с вырезанным шариком около границы, а конус над нерв-
комплексом гомеоморфен ровно тому же. В случае большего числа идеаль-
ных вершин всё аналогично.

Двойственный полиэдральный комплекс к KP гомеоморфен конусу над
KP . ◁
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Замечание 3.2 Лемма 3.7 даёт другое доказательство того, что

Ln/Kerϕ(k) ≃ RKP
/KerΛ

Ln/G′(P ) ∼= (P × Zm
2 )/ ∼≃ (PKP

× Zm
2 )/ ∼≃ (cc(KP )× Zm

2 )/ ∼= RKP

Далее используется Утверждение 3.2.

Замечание 3.3 Рассуждения, аналогичные Лемме 3.7 и Замечанию
3.2, подходят и для обобщения на прямоугольные многогранники конечно-
го объёма с выброшенными гранями (другое доказательство Следствия
3.1).

Пусть Ln/Kerϕ(n) = N(P,Λ) (или Ln/Kerϕ(n−1) = N(P,Λ) в случае
идеального P ) , то есть над многогранником Коксетера P существует ха-
рактеристическая матрица Λ размера n ×m (или (n − 1) ×m), а значит и
само многообразие N(P,Λ).

Обобзначим λi = λi1v1 + · · ·+ λimvm, где λij ∈ Z2 элементы матрицы Λ,
а vi стандартные образующие кольца Стенли-Райснера Z2[KP ].

Следствие 3.4 Пусть P многогранник Коксетера конечного объема
1)Пусть P идеальный. Тогда

H∗(Ln/Kerϕ(n−1);Z2) ∼= Z2[KP ]/(λ1, ..., λn−1)

2)Пусть P некомпактный с одной вершиной на абсолюте. Тогда

H∗(Ln/Kerϕ(n);Z2) ∼= Z2[KP ]/(λ1, ..., λn)

▷
Если многогранник идеальный, то нерв-комплекс будет иметь размер-

ность n − 2, поэтому малые накрытия будут задаваться эпиморфизмом
ϕ(n−1).

Если многогранник не является идеальным, то размерность увеличива-
ется на единицу и эпиморфизм уже будет ϕ(n).

Нерв-комплекс KP Коэн-Маколеев по Утверждению 3.3, а простран-
ства Ln/Kerϕ(n) = (P × Zn

2 )/ ∼ и Ln/Kerϕ(n−1) = (P × Zn−1
2 )/ ∼ явля-

ются частным случаем конструкции малых накрытий над полиэдральным
комплексом, двойственным к некоторому симплициальному комплексу - в
нашем случае нерв-комплекс. Это следует из Леммы 3.9. Поэтому можно
сослаться на [2, теорема 5.12]. ◁

Замечание 3.4 В [2, теорема 5.12] доказано больше: Z2 числа Бетти bi
малых накрытий над простым полиэдральным комплексом PK равны h
числам PK: bi(N(PK)) = hi(PK). Здесь тоже существенно, чтобы K был
Коэн-Маколеевым.
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