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1 Введение

Конфигурации подпространств играют важную роль во многих конструкциях ком-
бинаторики, алгебраической и симплектической геометрии, а также в механических
системах. Впервые конфигурации подпространств появились в работе Арнольда [1],
где дополнение к конфигурации диагональных гиперплоскостей {𝑧𝑖 = 𝑧𝑗} было пред-
ставлено как пространство Эйленберга—Маклейна группы крашеных кос. В этой же
работе описано кольцо когомологий данного пространства.

Среди всех конфигураций особый интерес представляют следующие два класса.
Один из них — координатные конфигурации — широко изучен в торической топо-
логии. В работе [4] доказано, что дополнение к любой координатной конфигура-
ции гомотопически эквивалентно момент-угол комплексу, и с помощью клеточного
разбиения момент-угол комплексов построена дга-модель кольца когомологий дан-
ных дополнений. Также в данной работе определен гомотопический тип данных про-
странств для некоторых симплициальных комплексов.

Другой интересный класс состоит из диагональных конфигураций. Впервые они
были изучены в статье [9], где группы когомологий дополнений к вещественным
диагональным конфигурациям были вычислены с помощью бар-конструкции кольца
Стенли–Райснера. В дальнейшем эти результаты были развиты в работах [3] и [6], где
была установлена взаимосвязь когомологий дополнения к данным конфигурациям и
пространств петель на полиэдральных произведениях, в частности, на момент-угол
комплексах.

В данной работе мы доказываем, что дополнение к вещественной конфигурации
диагональных подпространств гомотопически эквивалентно некоторому клеточному
подкомплексу Perm(𝒦) в пермутоэдре, и описываем комбинаторику данного ком-
плекса. Изучив структуру клеточного коцепного комплекса пространства Perm(𝒦),
мы доказываем следующую теорему.

Теорема 1.1. Пусть 𝒦 — симплициальный комплекс на множестве вершин [𝑚].
Тогда для любого коммутативного кольца k имеет место изоморфизм

𝐻𝑞(Perm(𝒦); k) ∼= Tor𝑞−𝑚
Λ[𝒦] (k, k)(1,...,1).

Также мы приводим клеточную аппроксимацию диагонали в пермутоэдре, по-
строенную в работе [10]. Мы дуализуем данную диагональ для описания умножения
в клеточных коцепях комплекса Perm(𝒦) в случае, когда 𝒦 является графом.
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Работа организована следующим образом. В разделе 2 мы определяем объекты
изучения, и вводим основные комбинаторные конструкции. В разделе 3 мы описы-
ваем клеточный комплекс Perm(𝒦) и доказываем гомотопическую эквивалентность
данного пространства и дополнения к конфигурации диагональных подпространств.
В разделе 4 мы доказываем Теорему 1.1, построив изоморфизм клеточного коцепного
комплекса 𝐶*(Perm(𝒦);k) и градуированной компоненты бар-конструкции внешней
алгебры Стенли–Райснера Λ[𝒦]. Далее в разделе 5 мы описываем диагональ, постро-
енную в [10], и приводим пример дуализации данной диагонали для полного графа
𝒦 на четырех вершинах.

Благодарности

Автор благодарит своего научного руководителя Тараса Евгеньевича Панова за по-
становку задачи, поддержку, плодотворные обсуждения и ценные советы.

2 Основные определения

Определение 2.1. Абстрактным симплициальным комплексом на множестве вер-
шин 𝑉 называется набор 𝒦 подмножеств 𝐼 ⊂ 𝑉 , которые называются симплексами,
удовлетворяющий следующим условиям:

1. для каждого элемента 𝑖 ∈ 𝑉 выполнено {𝑖} ∈ 𝒦;

2. если 𝐼 ∈ 𝒦 и 𝐽 ⊂ 𝐼, то 𝐽 ∈ 𝒦.

Одноэлементные множества {𝑖} ∈ 𝒦 называются вершинами симплициального ком-
плекса 𝒦.

Недостающей гранью симплициального комплекса 𝒦 называется множество 𝐼 ⊂
𝑉 , которое не содержится в 𝒦, но всякое его собственное подмножество лежит в 𝒦.
Множество всех недостающих граней симплициального комплекса 𝒦 будем обозна-
чать как 𝑀𝐹 (𝒦).

Обычно в качестве множества вершин 𝑉 мы будем брать множество [𝑚] = {1, 2, . . . ,𝑚}.

Конфигурацией называется конечный набор 𝒜 = {𝐿1, . . . , 𝐿𝑟} плоскостей в неко-
тором аффинном пространстве (вещественном или комплексном). Для каждой кон-
фигурации 𝒜 = {𝐿1, . . . , 𝐿𝑟} в R𝑚 определим ее носитель |𝒜| как

|𝒜| =
𝑟⋃︁

𝑖=1

𝐿𝑖 ⊂ R𝑚,

и дополнение 𝑀(𝒜) как
𝑀(𝒜) = R𝑚∖|𝒜|,

и аналогично для конфигураций в C𝑚.
Для каждого подмножества 𝐼 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ⊂ [𝑚] определим диагональное под-

пространство 𝐷𝐼 в R𝑚 как

𝐷𝐼 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ R𝑚 : 𝑥𝑖1 = · · · = 𝑥𝑖𝑘}.

Конфигурация 𝒜 = {𝐿1, . . . , 𝐿𝑟} называется диагональной, если все плоскости 𝐿𝑖,
𝑖 = 1, . . . , 𝑟, являются диагональными подпространствами.
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Конструкция 2.2. Для любого симплициального комплекса 𝒦 на множестве вер-
шин [𝑚] введем вещественную диагональную конфигурацию 𝒟𝒜(𝒦) как множество
подпространств 𝐷𝐼 , где 𝐼 не является симплексом в 𝒦:

𝒟𝒜(𝒦) = {𝐷𝐼 : 𝐼 /∈ 𝒦}.

Обозначим дополнение конфигурации 𝒟𝒜(𝒦) через 𝐷R(𝒦).

Предложение 2.3 ([3], Предложение 5.3.2). Сопоставление 𝒦 ↦→ 𝐷R(𝒦) определяет
сохраняющее порядок взаимно однозначное соответствие между симплициальны-

ми комплексами на множестве вершин [𝑚] и дополнениями конфигураций диаго-

нальных подпространств в R𝑚.

Определение 2.4. Пермутоэдром называется многогранник в R𝑚 вида

Perm𝑚 = conv{(𝜎(1), . . . , 𝜎(𝑚)) ∈ R𝑚|𝜎 ∈ 𝑆𝑚}.

Теорема 2.5 ([4], Proposition 1.5.5). Грани многогранника Perm𝑚 размерности 𝑝
находятся во взаимно-однозначном соответствии с упорядоченными разбиениями

множества [𝑚] на 𝑚− 𝑝 непустых подмножеств. Включение граней 𝐺 ⊂ 𝐹 выпол-

нено тогда и только тогда, когда упорядоченное разбиение, отвечающее 𝐺, явля-
ется измельчением разбиения, отвечающего грани 𝐹 .

Замечание. Упорядоченное разбиение множества [𝑚] на непустые подмножества 𝑈1, . . . , 𝑈𝑝

будем обозначать как (𝑈1| . . . |𝑈𝑝).

Доказательство. Пусть функционал 𝜙𝑎(·) = ⟨𝑎, ·⟩ задает опорную гиперплоскость
грани 𝐹 𝑝 ⊂ Perm𝑚, то есть достигает на данной грани минимума среди всех точек
пермутоэдра. Определим разбиение (𝑈1|𝑈2| . . . |𝑈𝑚−𝑝) множества [𝑚] по следующему
правилу. Если координаты ковектора 𝑎 упорядочены как

𝑎𝑢1,1 = · · · = 𝑎𝑢1,𝑖1
> 𝑎𝑢2,1 = · · · = 𝑎𝑢2,𝑖2

> · · · > 𝑎𝑢𝑚−𝑝,1 = · · · = 𝑎𝑢𝑚−𝑝,𝑖𝑚−𝑝
, (1)

то данному ковектору мы сопоставим разбиение на множества 𝑈𝑗 = {𝑢𝑗,1, . . . , 𝑢𝑗,𝑖𝑗},
𝑗 = 1, . . . ,𝑚− 𝑝.

Найдем все вершины, 𝑣 = (𝜎(1), . . . , 𝜎(𝑚)), которые лежат в грани 𝐹 . Поскольку
функционал 𝜙𝑎 достигает минимума на 𝐹 среди всех точек пермутоэдра, выражение∑︀𝑚

𝑖=1 𝑎𝑗𝑣𝑗 должно быть минимальным среди всех подстановок 𝜎 ∈ 𝑆𝑚. Следователь-
но, координаты вершины 𝑣 упорядочены следующим образом:

{𝑣𝑢1,1 , . . . , 𝑣𝑢1,𝑖1
} < {𝑣𝑢2,1 , . . . , 𝑣𝑢2,𝑖2

} < · · · < {𝑣𝑢𝑚−𝑝,1 , . . . , 𝑣𝑢𝑚−𝑝,𝑖𝑚−𝑝
}, (2)

где под обозначением 𝐴1 < 𝐴2 мы подразумеваем, что каждый элемент множества
𝐴1 меньше каждого элемента 𝐴2.

Значит, если вершина 𝑣 принадлежит грани 𝐹 , то соответствующая ей подста-
новка 𝜎 представляется в виде композиции

𝜎 = 𝜏1 ∘ 𝜏2 ∘ · · · ∘ 𝜏𝑚−𝑝, (3)

где 𝜏𝑗 — это биекция из множества 𝑈𝑗 = {𝑢𝑗,1, . . . , 𝑢𝑗,𝑖𝑗} в множество

{𝑖1 + · · ·+ 𝑖𝑗−1 + 1, 𝑖1 + · · ·+ 𝑖𝑗−1 + 2, . . . , 𝑖1 + · · ·+ 𝑖𝑗−1 + 𝑖𝑗}.
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При этом любая вершина, соответствующая подстановка которой удовлетворяет
соотношению (3), будет принадлежать грани 𝐹 , поскольку значение функционала 𝜙𝑎

на ней будет таким же, как и у вершины 𝑣.
Заметим, что любой другой функционал 𝜙𝑏(·) = ⟨𝑏, ·⟩, имеющий такое же разби-

ение (𝑈1| . . . |𝑈𝑚−𝑝), будет достигать минимума на той же грани пермутоэдра, что и
𝜙𝑎. Действительно, функционал 𝜙𝑏 достигает минимума на тех же вершинах 𝑣, что
и 𝜙𝑎.

Итак, мы доказали, что существует биекция между гранями 𝐹 пермутоэдра и упо-
рядоченными разбиениями (𝑈1| . . . |𝑈𝑚−𝑝). Остается только вычислить размерность
грани 𝐹 , отвечающей разбению (𝑈1| . . . |𝑈𝑚−𝑝). В силу соотношений (1) она равна
𝑝.

В дальнейшем мы будем отождествлять грань пермутоэдра и соответствующее
ей упорядоченное разбиение. Также мы будем предполагать, что элементы каждого
из множеств в разбиении упорядочены по возрастанию.

3 Описание комплекса Perm(𝒦)

Предложение 3.1. Рассмотрим гиперплоскость

𝜋 =

{︂
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ R𝑚|𝑥1 + · · ·+ 𝑥𝑚 =

𝑚(𝑚+ 1)

2

}︂
,

содержащую пермутоэдр 𝑃𝑒𝑟𝑚𝑚. Имеет место деформационная ретракция

𝐷R(𝒦)
≃→ 𝐷R(𝒦) ∩ 𝜋.

Доказательство. Отображение 𝐹 (𝑥, 𝑡) = 𝑥 − 𝑡(1, . . . , 1)(𝑥1+···+𝑥𝑚

𝑚
− 𝑚+1

2
) задает го-

мотопию между тождественным отображением 𝑖𝑑 : R𝑚 → R𝑚 и проекцией 𝑝𝑟 :
R𝑚 → 𝜋 на гиперплоскость 𝜋. При этом для каждого 𝑡 ∈ [0, 1] выполнено вклю-
чение 𝐹 (𝐷R(𝒦), 𝑡) ⊂ 𝐷R(𝒦), так как для любой точки 𝑥 ∈ 𝐷(𝒦) из всех ее координат
вычитается одно и то же выражение.

Поскольку 𝐹 (𝐷R(𝒦), 1) = 𝐷R(𝒦) ∩ 𝜋, мы получаем требуемую деформационную
ретракцию.

Предложение 3.2. Пусть 𝐼 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} — некоторое подмножество в [𝑚], 𝐹 =
(𝑈1| . . . |𝑈𝑚−𝑝) — грань в пермутоэдре Perm𝑚. Тогда 𝐹 ∩𝐷𝐼 ̸= ∅, если и только если

𝐼 ⊂ 𝑈𝑗 для некоторого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑝.

Доказательство. Сначала докажем необходимость
Пусть существует точка 𝑥 ∈ 𝐹 ∩ 𝐷𝐼 . Тогда она представляется как выпуклая

комбинация вершин грани 𝐹 , а именно: 𝑥 =
∑︀𝑆

𝑗=1 𝑡𝑗𝑣𝑗, где 𝑣1, . . . , 𝑣𝑆 — вершины

грани 𝐹 , 𝑡𝑗 ⩾ 0 и
∑︀𝑆

𝑗=1 𝑡𝑗 = 1. В силу того, что для каждой вершины 𝑣𝑗 выполнены
неравенства (2), а величины 𝑡𝑗 неотрицательны, мы получаем, что неравенства (2)
выполнены и для точки 𝑥. Следовательно, 𝐼 должно содержаться в каком-либо из
множеств 𝑈𝑗.

Теперь докажем достаточность.
Обозначим барицентр грани 𝐹 за 𝑤(𝐹 ). Имеем 𝑤(𝐹 ) = 1

𝑆

∑︀𝑆
𝑗=1 𝑣𝑗. В силу соот-

ношений (3) получаем, что координаты точки 𝑤(𝐹 ), стоящие на местах 𝑈𝑗 равны
между собой. Поскольку 𝐼 ⊂ 𝑈𝑗, получаем 𝑤(𝐹 ) ∈ 𝐷𝐼 , и пересечение 𝐷𝐼 с гранью 𝐹
непусто.
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Лемма 3.3. Пусть 𝐼 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} — некоторое подмножество в [𝑚]. Тогда

𝐷𝐼 ∩ Perm𝑚 = conv{𝑤(𝐹 ) ∈ Perm𝑚 |𝐹 ∩𝐷𝐼 ̸= ∅}.
Доказательство. Обозначим 𝐶 = conv{𝑤(𝐹 ) ∈ Perm𝑚 |𝐹 ∩𝐷𝐼 ̸= ∅}. Из Предложе-
ния 3.2 следует включение 𝐶 ⊂ 𝐷𝐼 ∩ Perm𝑚.

Докажем обратное включение. Рассмотрим грань 𝐹 наименьшей размерности сре-
ди всех, которые содержат точки 𝑥 ∈ 𝐷𝐼 ∩ Perm𝑚, 𝑥 /∈ 𝐶, и выберем в ней такую
точку 𝑥. Поскольку 𝑥 ∈ 𝐷𝐼 ∩Perm𝑚 и 𝑤(𝐹 ) ∈ 𝐷𝐼 ∩Perm𝑚, получаем, что вся прямая,
соединяющая точки 𝑥 и 𝑤(𝐹 ), содержится в пересечении 𝐷𝐼∩Perm𝑚. Данная прямая
пересекает 𝜕𝐹 в некоторой точке 𝑦, которая лежит в грани меньшей размерности.
Следовательно, 𝑦 ∈ 𝐶. Но тогда 𝑥 ∈ conv({𝑤(𝐹 )}∪𝐶) = 𝐶, что противоречит выбору
точки 𝑥.

Конструкция 3.4. Для каждого симплициального комплекса 𝒦 на множестве вер-
шин [𝑚] введем клеточный комплекс Perm(𝒦) как подкомплекс в пермутоэдре Perm𝑚

вида

Perm(𝒦) = Perm𝑚 ∖
⋃︁
𝐼 /∈𝒦

⋃︁
𝐹=(𝑈1|...|𝑈𝑝):

∃𝑗:𝐼⊂𝑈𝑗

relint𝐹.

Теорема 3.5. Имеет место деформационная ретракция 𝐷R(𝒦)
≃→ Perm(𝒦).

Доказательство. Мы будем строить деформационную ретракцию𝐷R(𝒦)
≃→ Perm(𝒦)

по индукции, удаляя симплексы из ∆𝑚−1 до тех пор, пока не получим симплициаль-
ный комплекс 𝒦.

База индукции выполнена: если 𝒦 = ∆𝑚−1, то 𝐷R(𝒦) = R𝑚 и согласно Предло-
жению 3.1 имеется деформационная ретракция 𝐷R(𝒦) → 𝐷R(𝒦) ∩ 𝜋 = 𝜋, а также
очевидная ретракция 𝜋 → Perm𝑚 = Perm(𝒦).

Теперь предположим, что симплициальный комплекс 𝒦 получен из 𝒦′ удалени-
ем некоторого максимального симплекса 𝐼 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ⊂ [𝑚]. Тогда клеточный
комплекс Perm(𝒦) может быть получен из Perm(𝒦′) удалением относительных внут-
ренностей всех граней 𝐹 = (𝑈1| . . . |𝑈𝑝), для которых 𝐼 ⊂ 𝑈𝑗 при некотором 𝑗.

Также мы имеем 𝐷R(𝒦) = 𝐷R(𝒦′)∖𝐷𝐼 . Согласно предположению индукции суще-
ствует деформационная ретракция𝐷R(𝒦′) → Perm(𝒦′). По Лемме 3.3𝐷𝐼∩Perm(𝒦′) =
conv{𝑤(𝐹 )|𝐹 ∩𝐷𝐼 ̸= ∅}. Рассмотрим грань 𝐹 ⊂ Perm(𝒦′) наибольшей размерности
такую, что 𝐷𝐼 ∩ 𝐹 ̸= ∅. По предположению индукции 𝐹 ∩𝐷𝐽 = ∅ для всех 𝐽 /∈ 𝒦,
𝐽 ̸= 𝐼, поскольку все такие грани уже были удалены на предыдущем шаге. Следова-
тельно, 𝐹∖|𝒟𝒜(𝒦)| = 𝐹∖𝐷𝐼 .

Рассмотрим ретракцию 𝑟𝐹 : 𝐹∖𝐷𝐼 → 𝜕𝐹∖𝐷𝐼 , определенную следующим образом.
Для каждой точки 𝑥 ∈ 𝐹∖𝐷𝐼 мы проводим луч из барицентра 𝑤(𝐹 ) в 𝑥 и полагаем об-
раз 𝑟𝐹 (𝑥) равным пересечению луча и границы 𝜕𝐹 . В силу Леммы 3.3 построенный
луч целиком содержится в 𝐹∖𝐷𝐼 и, таким образом, мы имеем корректно опреде-
ленную ретракцию 𝑟𝐹 : 𝐹∖𝐷𝐼 → 𝜕𝐹∖𝐷𝐼 , которая продолжается тождественно для
остальных точек пространства Perm(𝒦′)∖𝐷𝐼 . Действие ретракции для случая 𝑚 = 3,
𝐼 = {1, 2} и 𝐹 = (123) изображено на Рисунке 1. В качестве гомотопии между тож-
дественным отображением на Perm(𝒦′)∖𝐷𝐼 и ретракцией 𝑟𝐹 можно взять выпуклую
гомотопию, которая корректно определена согласно Лемме 3.3.

Итак, мы построили ретракцию Perm(𝒦′)∖𝐷𝐼 → (Perm(𝒦′)∖ relint𝐹 )∖𝐷𝐼 . Ана-
логично, выбирая грани максимальной размерности в Perm(𝒦′)∖𝐹 , имеющие непу-
стое пересечение с 𝐷𝐼 , мы получим деформационную ретракцию Perm(𝒦′)∖𝐷𝐼 →
Perm(𝒦). Там самым мы доказали индукционный переход.
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𝑤(𝐹 )

𝐷𝐼

Рис. 1: Ретракция 𝑟𝐹

4 Алгебраическая модель для клеточных коцепей

Пусть k — коммутативное кольцо с единицей, 𝐴 — градуированная ассоциативная
k-алгебра с единицей. Мы будем считать, что 𝐴 связна, то есть 𝐴0 = k · 1, и, следо-
вательно, определена аугментация 𝜀 : 𝐴 → k ∼= 𝐴0, 𝐼(𝐴) = ker 𝜀 — аугментационный
идеал. Бар-конструкцией алгебры 𝐴 называется цепной комплекс вида

· · · → 𝐵−𝑛(𝐴)
𝑑→ 𝐵−𝑛+1(𝐴) → · · · → 𝐵−1(𝐴)

𝑑→ 𝐵0(𝐴)
𝜀→ k→ 0,

где 𝐵−𝑛(𝐴) = 𝐴⊗k 𝐼(𝐴)⊗k · · · ⊗k 𝐼(𝐴)⏟  ⏞  
n раз

.

Элементы 𝑎⊗ 𝑎1 ⊗ · · · ⊗ 𝑎𝑛 ∈ 𝐵−𝑛(𝐴) традиционно обозначаются как 𝑎[𝑎1| . . . |𝑎𝑛].
Дифференциалы задаются формулой

−𝑑(𝑎[𝑎1| . . . |𝑎𝑛]) = 𝑎𝑎1[𝑎2| . . . |𝑎𝑛] +
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑎[𝑎1| . . . |𝑎𝑖−1|𝑎𝑖𝑎𝑖+1|𝑎𝑖+2| . . . |𝑎𝑛],

где 𝑎𝑗 = (−1)deg 𝑎𝑗+1. Известно, что бар-конструкция является проективной резоль-
вентой k как левого 𝐴-модуля.

После применения функтора (k⊗𝐴 −) к комплексу (𝐵(𝐴), 𝑑) мы получим цепной
комплекс (𝐵(𝐴), 𝑑), который называется приведенной бар-конструкцией кольца k как
левого 𝐴-модуля. Элементы приведенной бар-конструкции имеют вид [𝑎1| . . . |𝑎𝑛] ∈
𝐵

−𝑛
(𝐴), где 𝑎𝑗 ∈ 𝐼(𝐴), а дифференциал 𝑑 задается формулой

−𝑑([𝑎1| . . . |𝑎𝑛] =
𝑛−1∑︁
𝑗=1

[𝑎1| . . . |𝑎𝑖−1|𝑎𝑖𝑎𝑖+1|𝑎𝑖+2| . . . |𝑎𝑛].

Гомологии данного комплекса позволяют вычислять функтор Tor:

Tor−𝑛
𝐴 (k,k) = 𝐻−𝑛[𝐵(𝐴), 𝑑].

Далее в качестве алгебры 𝐴 мы рассматриваем внешнюю алгебру Стенли–Райснера.

Определение 4.1. Внешней алгеброй Стенли–Райснера симплициального комплек-
са 𝒦 на множестве вершин [𝑚] называется факторалгебра следующего вида:

Λ[𝒦] = Λ[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚]/ℐ𝑆𝑅,
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где Λ[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚] — внешняя алгебра с 𝑚 образующими, deg 𝑥𝑖 = 1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,
ℐ𝑆𝑅 = (𝑥𝑖1 · . . . · 𝑥𝑖𝑘 : {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} /∈ 𝒦) ▷ Λ[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚] — идеал Стенли–Райснера.

Внешняя алгебра Стенли–Райснера обладает Z𝑚
⩾0-градуировкой, которая опреде-

ляется по правилу: если 𝑋 = 𝑥𝑖1 · . . . · 𝑥𝑖𝑘 , то mdeg(𝑋) = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑚), где 𝑞𝑗 = 1,
если 𝑗 ∈ {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} и 𝑞𝑗 = 0 иначе. Полная степень элемента 𝑋 полагается равной
deg(𝑋) = 𝑘.

Рассмотрим приведенную бар-конструкцию 𝐵(Λ[𝒦]). Базис в 𝐵
−𝑛

(Λ[𝒦]) составля-
ют выражения вида [𝑋1| . . . |𝑋𝑛], где 𝑋𝑖 — некоторый моном в Λ[𝒦], 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Тем
самым мы можем ввести Z𝑚

⩾0-градуировку в приведенной бар конструкции, положив
mdeg([𝑋1| . . . |𝑋𝑛]) = mdeg(𝑋1) + · · ·+mdeg(𝑋𝑛).

Нетрудно видеть, что в мультиградуировке

m штук⏞  ⏟  
(1, . . . , 1) дифференциал 𝑑 сохраняет

произведения мономов 𝑋1 · . . . ·𝑋𝑛. Следовательно, в приведенной бар-конструкции
(𝐵(Λ[𝒦]), 𝑑) компонента (𝐵(Λ[𝒦]), 𝑑)(1,...,1) отделяется в качестве прямого слагаемого,

и мы можем рассматривать k-модуль Tor*Λ[𝒦](k,k)(1,...,1). Далее компоненту (𝐵(Λ[𝒦]), 𝑑)(1,...,1)

мы обозначим за ( ̃︀𝐵(𝒦), ̃︀𝑑).
Теорема 4.2. Комплекс клеточных коцепей пространства Perm(𝒦) изоморфен од-

нородной (1, . . . , 1)-компоненте приведенной бар-конструкции внешней алгебры Стенли–

Райснера, а именно:

(𝐶𝑝(Perm(𝒦); k), 𝑑) ∼= ( ̃︀𝐵𝑝−𝑚(𝒦), ̃︀𝑑).
Доказательство. Рассмотрим гомоморфизм k-модулей

𝜙 : 𝐶*(Perm(𝒦)) → ̃︀𝐵*−𝑚(𝒦),

заданный на образующих по правилу 𝜙(𝑈1| . . . |𝑈𝑚−𝑝)
* = [𝑋1| . . . |𝑋𝑚−𝑝], где (𝑈1| . . . |𝑈𝑚−𝑝)

*

— коцепь, отвечающая 𝑝-мерной грани 𝐹 𝑝 = (𝑈1| . . . |𝑈𝑚−𝑝), 𝑋𝑗 =
∏︀

𝑖∈𝑈𝑗
𝑥𝑖. Отобра-

жение 𝜙 является изоморфизмом k-модулей, поскольку ̃︀𝐵−𝑛(𝒦) = 0 при 𝑛 > 𝑚, а в
остальных компонентах оно биективно на образующих.

Клеточный граничный гомоморфизм пермутоэдра был вычислен в работе [8]. Он
имеет вид

𝜕(𝑈1| . . . |𝑈𝑚−𝑝) =

=

𝑚−𝑝∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑀⊂𝑈𝑗

(−1)𝑚1+···+𝑚𝑗−1+|𝑀 |𝑠ℎ𝑢𝑓(𝑀 ;𝑈𝑗∖𝑀)(𝑈1| . . . |𝑈𝑗−1|𝑀 |𝑈𝑗∖𝑀 |𝑈𝑗+1| . . . |𝑈𝑚−𝑝),

где 𝑚𝑖 = |𝑈𝑖| − 1, 𝑠ℎ𝑢𝑓(𝑀 ;𝑈𝑗∖𝑀) — знак перестановки, которая монотонно отправ-
ляет первые |𝑀 | элементов множества 𝑈𝑗 в элементы множества 𝑀 , а остальные
элементы отправляет в 𝑈𝑗∖𝑀 .

После дуализации получим, что дифференциал действует на коцепях как

𝑑(𝑈1| . . . |𝑈𝑚−𝑝)
* =

𝑚−𝑝∑︁
𝑗=1

(−1)𝑚1+···+𝑚𝑗+1𝑠ℎ𝑢𝑓(𝑈𝑗;𝑈𝑗+1)(𝑈1| . . . |𝑈𝑗−1|𝑉𝑗|𝑈𝑗+2| . . . |𝑈𝑚−𝑝)
*,

где 𝑉𝑗 = 𝑈𝑗 ∪𝑈𝑗+1 и предполагается, что его элементы упорядочены по возрастанию.
Применив гомоморфизм 𝜙, получим

𝜙(𝑑(𝑈1| . . . |𝑈𝑚−𝑝)
*) =

𝑚−𝑝∑︁
𝑗=1

(−1)𝑚1+···+𝑚𝑗+1𝑠ℎ𝑢𝑓(𝑈𝑗;𝑈𝑗+1)[𝑋1| . . . |(−1)𝜀𝑗𝑋𝑗𝑋𝑗+1| . . . |𝑋𝑚−𝑝],
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где знак (−1)𝜀𝑗 выбирается так, чтобы (−1)𝜀𝑗𝑋𝑗𝑋𝑗+1 =
∏︀

𝑘∈𝑉𝑗
𝑥𝑘. Заметим, что 𝜀𝑗 =

𝑠ℎ𝑢𝑓(𝑈𝑗;𝑈𝑗+1), а также 𝑚𝑘 = deg𝑋𝑘 − 1 и, следовательно, 𝜙(𝑑(𝑈1| . . . |𝑈𝑚−𝑝)
*) =

𝑑(𝜙(𝑈1| . . . |𝑈𝑚−𝑝)
*). Тем самым мы показали, что 𝜙 — искомый изоморфизм цепных

комплексов.

Следствие 4.3. Для любого коммутативного кольца k имеет место изоморфизм

𝐻𝑝(𝐷(𝒦); k) ∼= Tor𝑝−𝑚
Λ[𝒦] (k, k)(1,...,1).

5 Клеточная аппроксимация диагонали

Поскольку Λ[𝒦] — градуированно коммутативная алгебра, в k-модуле Tor*Λ[𝒦](k,k)
существует естественное градуированно коммутативное умножение, происходящее
из бар-конструкции. Тем не менее, оно не сохраняет градуировку (1, . . . , 1) и пото-
му не может быть применено для описания умножения, существующего в алгебре
𝐻*(Perm(𝒦);k), которая аддитивно изоморфна Tor*Λ[𝒦](k,k)(1,...,1).

Умножение на клеточных коцепях 𝐶*(Perm(𝒦)) можно ввести при помощи ком-
позиции отображений клеточных коцепных комплексов

𝐶*(Perm(𝒦))⊗ 𝐶*(Perm(𝒦))
×→ 𝐶*(Perm(𝒦)× Perm(𝒦))

̃︀Δ*
→ 𝐶*(Perm(𝒦)).

В данной композиции × — это стандартное ×-произведение клеточных коцепей, а̃︀∆* — отображение, индуцированное клеточной аппроксимацией ̃︀∆ : Perm(𝒦) →
Perm(𝒦)×Perm(𝒦) диагонального отображения ∆ : Perm(𝒦) → Perm(𝒦)×Perm(𝒦),
∆(𝑥) = (𝑥, 𝑥).

Одна из таких клеточных аппроксимаций была построена в работе [10]. Далее мы
приводим ее описание.

Определение 5.1. Матрица 𝑂 = (𝑜𝑖,𝑗) размера 𝑞×𝑝 называется упорядоченной, если
выполнены следующие условия:

1) {𝑜𝑖,𝑗} = {0, 1, . . . , 𝑞 + 𝑝− 1},

2) все строки и столбцы матрицы 𝑂 ненулевые,

3) все ненулевые значения матрицы 𝑂 попарно различны и расположены по воз-
растанию в каждой сроке и каждом столбце.

Множество упорядоченных матриц размера 𝑞 × 𝑝 обозначим за 𝒪𝑞×𝑝.

Каждой упорядоченной матрице 𝑂 можно сопоставить два разбиения множества
[𝑝+𝑞−1]. Одно из них имеет вид 𝑐(𝑂) = (𝑂1| . . . |𝑂𝑞), где 𝑂𝑗 — 𝑗-ый столбец матрицы
𝐸, а второе имеет вид 𝑟(𝑂) = (𝑂𝑝| . . . |𝑂1), где 𝑂𝑖 — 𝑖-ая строка матрицы 𝑂, причем
предполагается, что из 𝑂𝑗, 𝑂

𝑖 удалили все нулевые элементы.

Определение 5.2. Шаговой матрицей 𝐸 размера 𝑞 × 𝑝 называется упорядоченная
матрица, удовлетворяющая условиям:

1) ненулевые значения в каждом столбце (строке) расположены в последователь-
ных строках (столбцах),
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2) главная диагональ матрицы 𝐸 и все диагонали над и под ней содержат ровно
один ненулевой элемент.

Множество шаговых матриц размера 𝑞 × 𝑝 обозначим за ℰ𝑞×𝑝.

Пример 5.3. Матрица 𝐸 =

⎛⎝0 2 3
1 5 0
4 0 0

⎞⎠ является шаговой. Соответствующие разби-

ения множества {1, 2, 3, 4, 5} имеют вид 𝑐(𝐸) = (14|25|3), 𝑟(𝐸) = (4|15|23).

Определение 5.4. Для (𝑖, 𝑗) ∈ Z+×Z+ введем операторы сдвига вниз 𝐷𝑖,𝑗 : 𝒪 → 𝒪
и сдвига вправо 𝑅𝑖,𝑗 : 𝒪 → 𝒪, которые действуют на матрицу 𝑂 ∈ 𝒪𝑞×𝑝 следующим
образом:

1) Если 𝑜𝑖,𝑗 > 0, 𝑜𝑖+1,𝑗 = 0, 𝑜𝑖+1,𝑙 < 𝑜𝑖,𝑗 при 𝑙 < 𝑗, и 𝑜𝑖+1,𝑙 > 𝑜𝑖,𝑗 при условии
𝑙 > 𝑗 и 𝑜𝑖+1,𝑙 ̸= 0, а также существует элемент 𝑜𝑖,𝑘 ̸= 0 для некоторого 𝑘 ̸= 𝑖,
то 𝐷𝑖,𝑗𝑂 получается из 𝑂 перестановкой элементов 𝑜𝑖,𝑗 и 𝑜𝑖+1,𝑗. В противном
случае 𝐷𝑖,𝑗𝑂 = 𝑂.

2) Если 𝑜𝑖,𝑗 > 0, 𝑜𝑖,𝑗+1 = 0, 𝑜𝑙,𝑗+1 < 𝑜𝑖,𝑗 при 𝑙 < 𝑖, и 𝑜𝑙,𝑗+1 > 𝑜𝑖,𝑗 при условии
𝑙 > 𝑖 и 𝑜𝑖+1,𝑙 ̸= 0, а также существует элемент 𝑜𝑘,𝑗 ̸= 0 для некоторого 𝑘 ̸= 𝑗,
то 𝑅𝑖,𝑗𝑂 получается из 𝑂 перестановкой элементов 𝑜𝑖,𝑗 и 𝑜𝑖,𝑗+1. В противном
случае 𝑅𝑖,𝑗𝑂 = 𝑂.

Пример 5.5. Пусть 𝐸 =

⎛⎝0 2 3
1 5 0
4 0 0

⎞⎠. Тогда

𝑅2,2𝐸 =

⎛⎝0 2 3
1 0 5
4 0 0

⎞⎠, 𝐷2,2𝐸 =

⎛⎝0 2 3
1 0 0
4 5 0

⎞⎠, 𝐷2,3𝑅2,2𝐸 =

⎛⎝0 2 3
1 0 0
4 0 5

⎞⎠ .

Определение 5.6. Матрица 𝐹 ∈ 𝒪 называется конфигурационной, если существует
шаговая матрица 𝐸 и набор операторов сдвига 𝐺1, . . . , 𝐺𝑠 таких, что

1) 𝐹 = 𝐺𝑠 . . . 𝐺1𝐸,

2) если 𝐺𝑠 . . . 𝐺1 = . . . 𝐷𝑖2,𝑗2 . . . 𝐷𝑖1,𝑗1 . . . , то 𝑖1 ⩽ 𝑖2,

3) если 𝐺𝑠 . . . 𝐺1 = . . . 𝑅𝑖2,𝑗2 . . . 𝑅𝑖1,𝑗1 . . . , то 𝑗1 ⩽ 𝑗2.

В этом случае мы говорим, что матрица 𝐹 получена из шаговой матрицы 𝐸. Мно-
жество конфигурационных матриц размера 𝑞 × 𝑝 обозначим за 𝒞𝑞×𝑝.

Замечание. Все конфигурационные матрицы, которые могут быть получены из мат-
рицы 𝐸 Примера 5.3, описаны в Примере 5.5.

Для каждого 𝑚 положим

∆([𝑚]) =
𝑚∑︁
𝑞=1

∑︁
𝐹∈𝒞𝑞×(𝑚−𝑞)

𝑐𝑠𝑔𝑛(𝐹 )𝑐(𝐹 )⊗ 𝑟(𝐹 ), (4)

и продолжим ∆ на остальные грани (𝑈1| . . . |𝑈𝑝) = (𝑈1) ⊗ (𝑈2) ⊗ · · · ⊗ (𝑈𝑝) при по-
мощи стандартного комультипликативного продолжения, то есть ∆(𝑈1| . . . |𝑈𝑝) =
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(∆(𝑈1)| . . . |∆(𝑈𝑝)). Знак 𝑐𝑠𝑔𝑛(𝐹 ) определяется следующим образом. Если матрица
𝐹 ∈ 𝒞𝑞×𝑝 получена из шаговой матрицы 𝐸, то

𝑐𝑠𝑔𝑛(𝐹 ) = (−1)(
𝑞
2)𝑟𝑠𝑔𝑛(𝑐(𝐸)) · 𝑠𝑔𝑛1𝑟(𝐹 ) · 𝑠𝑔𝑛2𝑐(𝐸) · 𝑠𝑔𝑛2𝑐(𝐹 ),

где 𝑟𝑠𝑔𝑛(𝑈1| . . . |𝑈𝑝) = (−1)
1
2
(|𝑈1|2+···+|𝑈𝑝|2−𝑚),

𝑠𝑔𝑛1(𝑈1| . . . |𝑈𝑝) = (−1)
∑︀𝑝−1

𝑖=1 𝑖·|𝑈𝑖|𝑠𝑔𝑛(𝑈1 ∪ · · · ∪ 𝑈𝑝),

𝑠𝑔𝑛2(𝑈1| . . . |𝑈𝑝) = (−1)(
𝑝−1
2 )+

∑︀𝑝−1
𝑖=1 𝑖·|𝑈𝑖|𝑠𝑔𝑛(𝑈1 ∪ · · · ∪ 𝑈𝑝).

Отметим, что диагональ (4) построена комбинаторно, и в оригинальной работе
[10] не доказано, что она является клеточной аппроксимацией. Однако в дальнейшем
в препринте [5] было приведено доказательство того, что (4) в самом деле гомотопна
стандартной диагонали.

Пример 5.7. Пусть 𝑚 = 2. Тогда любая упорядоченная матрица 1 × 2 или 2 × 1
является шаговой, и мы получаем, что

∆(12) = (12)⊗ (2|1) + (1|2)⊗ (12).

В случае 𝑚 = 3 значение ∆(123) вычислено явно в [10]. А именно:

∆(123) = (1|2|3)⊗ (123) + (123)⊗ (3|2|1)− (1|23)⊗ (13|2) + (2|13)⊗ (23|1)−

−(13|2)⊗ (3|12) + (12|3)⊗ (2|13)− (1|23)⊗ (3|12) + (12|3)⊗ (23|1).

В случае граней большей размерности диагональ (4) устроена весьма сложно. По-
этому далее мы рассматриваем только симплициальные комплексы 𝒦, являющиеся
графами. Заметим, что в данном случае каждая грань комплекса Perm(𝒦) отвечает
разбиению (𝑈1| . . . |𝑈𝑝), в котором |𝑈𝑗| ⩽ 2 для всех 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.

Предложение 5.8. Пусть 𝒦 — граф на𝑚 вершинах. Тогда элементы из 𝐶𝑝(Perm(𝒦)),
𝑝 ⩾ 1 мультипликативно порождаются элементами из 𝐶1(Perm(𝒦)).

Доказательство. Мы будем доказывать данное утверждение индукцией по размер-
ности 𝑝 = 1, 2, . . . , [𝑚

2
]. База индукции 𝑝 = 1, очевидно, выполнена. Пусть теперь

𝐹 = (𝑈1| . . . |𝑈𝑚−𝑝) — грань комплекса Perm(𝒦), dim𝐹 = 𝑝 ⩾ 2, 𝑈𝑗1 , . . . , 𝑈𝑗𝑘 — все эле-
менты разбиения, которые имеют мощность 2, 𝑈𝑗𝑙 = {𝑢1

𝑗𝑙
, 𝑢2

𝑗𝑙
}. Рассмотрим значение

диагонали (4) на ней. Заметим, что оно содержит слагаемое вида

(𝑈1| . . . |𝑈𝑗1| . . . |𝑢1
𝑗2
|𝑢2

𝑗2
| . . . |𝑢1

𝑗𝑘
|𝑢2

𝑗𝑘
| . . . |𝑈𝑚−𝑝)⊗(𝑈1| . . . |𝑢2

𝑗1
|𝑢1

𝑗1
| . . . |𝑈𝑗2| . . . |𝑈𝑗𝑘 | . . . |𝑈𝑚−𝑝).

Значит, после перехода к коцепям получим

(𝑈1| . . . |𝑈𝑗1| . . . |𝑢1
𝑗2
|𝑢2

𝑗2
| . . . |𝑢1

𝑗𝑘
|𝑢2

𝑗𝑘
| . . . |𝑈𝑚−𝑝)

* ⌣ (𝑈1| . . . |𝑢2
𝑗1
|𝑢1

𝑗1
| . . . |𝑈𝑗2| . . . |𝑈𝑗𝑘 | . . . |𝑈𝑚−𝑝)

* =

= (𝑈1| . . . |𝑈𝑝)
*.

При этом коцепь (𝑈1| . . . |𝑢2
𝑗1
|𝑢1

𝑗1
| . . . |𝑈𝑗2| . . . |𝑈𝑗𝑘 | . . . |𝑈𝑚−𝑝)

* имеет размерность на еди-
ницу меньше, чем у коцепи (𝑈1| . . . |𝑈𝑚−𝑝)

*, и по предположению индукции порожда-
ется элементами 𝐶1(Perm(𝒦)). Тем самым мы доказали индукционный переход.
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Пример 5.9. Пусть 𝒦 — полный граф на четырех вершинах. Тогда 1-остов ком-
плекса Perm(𝒦) совпадает с 1-остовом пермутоэдра 𝑃𝑒𝑟𝑚4, все двумерные грани в
Perm(𝒦) имеют вид (𝑎𝑏|𝑐𝑑), где 𝑎 < 𝑏, 𝑐 < 𝑑, а грани размерности 𝑝 ⩾ 3 отсутствуют.
Произведения нульмерных классов нетривиально только в случае

(𝑎|𝑏|𝑐|𝑑)* ⌣ (𝑎|𝑏|𝑐|𝑑)* = (𝑎|𝑏|𝑐|𝑑)*.

Из Примера 5.7 следует, что нетривиальные произведения между элементами из
𝐶0(Perm(𝒦)) и 𝐶1(Perm(𝒦)) имеют вид

(𝑎𝑏|𝑐|𝑑)* ⌣ (𝑏|𝑎|𝑐|𝑑)* = (𝑎𝑏|𝑐|𝑑)*, (𝑎|𝑏|𝑐|𝑑)* ⌣ (𝑎𝑏|𝑐|𝑑)* = (𝑎𝑏|𝑐|𝑑)*, где 𝑎 < 𝑏,

(𝑎|𝑏𝑐|𝑑)* ⌣ (𝑎|𝑐|𝑏|𝑑)* = (𝑎|𝑏𝑐|𝑑)*, (𝑎|𝑏|𝑐|𝑑)* ⌣ (𝑎|𝑏𝑐|𝑑)* = (𝑎|𝑏𝑐|𝑑)*, где 𝑏 < 𝑐,

(𝑎|𝑏|𝑐𝑑)* ⌣ (𝑎|𝑏|𝑑|𝑐)* = (𝑎|𝑏|𝑐𝑑)*, (𝑎|𝑏|𝑐|𝑑)* ⌣ (𝑎|𝑏|𝑐𝑑)* = (𝑎|𝑏|𝑐𝑑)*, где 𝑐 < 𝑑.

Вычислим диагональ на двумерных гранях:

∆(𝑎𝑏|𝑐𝑑) = (𝑎𝑏|𝑐𝑑)⊗ (𝑏|𝑎|𝑑|𝑐)+(𝑎𝑏|𝑐|𝑑)⊗ (𝑏|𝑎|𝑐𝑑)+(𝑎|𝑏|𝑐𝑑)⊗ (𝑎𝑏|𝑑|𝑐)+(𝑎|𝑏|𝑐|𝑑)⊗ (𝑎𝑏|𝑐𝑑).

Тогда все нетривиальные произведения между элементами из 𝐶1(Perm(𝒦)) устроены
следующим образом:

(𝑎𝑏|𝑐|𝑑)* ⌣ (𝑏|𝑎|𝑐𝑑)* = (𝑎𝑏|𝑐𝑑)*, (𝑎|𝑏|𝑐𝑑)* ⌣ (𝑎𝑏|𝑑|𝑐)* = (𝑎𝑏|𝑐𝑑), где 𝑎 < 𝑏, 𝑐 < 𝑑.

Произведения между элементами из 𝐶0(Perm(𝒦)) и 𝐶2(Perm(𝒦)) имеет вид

(𝑎𝑏|𝑐𝑑)* ⌣ (𝑏|𝑎|𝑑|𝑐)* = (𝑎𝑏|𝑐𝑑)*, (𝑎|𝑏|𝑐|𝑑)* ⌣ (𝑎𝑏|𝑐𝑑)* = (𝑎𝑏|𝑐𝑑)*, где 𝑎 < 𝑏, 𝑐 < 𝑑.

Тем самым мы полностью описали умножение в алгебре 𝐶*(Perm(𝒦)) для данного
графа 𝒦.
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