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1 Введение

Несомненный интерес представляет изучение гомотопических свойств момент-угол
комплексов ZK, в данной области имеется много важных результатов и открытых
вопросов [1], и она продолжает активно развиваться. Момент-угол комплексы
— интересный и важный класс пространств, отдельный интерес среди которых
представляют те, которые соответствуют простым многогранникам P . Такие момент-
угол-комплексы ZP являются гладкими многообразиями с комплексной структурой;
более того, они могут быть заданы как пересечение эрмитовых квадрик.

В данной работе мы изучаем многогранники P , для которых соответствующие
момент-угол многообразия ZP диффеоморфны или гомотопически эквивалентны
связным суммам произведений сфер. Известны широкие классы многогранников P

(например, двойственные стековым, циклические), для которых ZP диффеоморфны
связной сумме произведений пар сфер (см. [1], [3]), однако пример P такого, что
ZP

∼=M1#M2# . . .#Mk, где все Mi это произведения сфер и хотя бы одно Mi содержит
более двух множителей, появился относительно недавно (см. [4], [12]).

Один из главных открытых вопросов в этом направлении — описать класс
многогранников P , для которых ZP гомотопически эквивалентно связной сумме
произведений сфер. В данной работе исследуется случай многогранников размерности
3 и 4. Для трёхмерных многогранников получен исчерпывающий ответ на этот вопрос.

Теорема (см. теорему 3.1). Пусть P — трёхмерный простой многогранник, не
являющийся кубом; тогда следующие утверждения эквивалентны:

(a) P получается из симплекса ∆3 последовательной срезкой вершин, то есть P ∗

— стековый многогранник;

(b) ZP гомотопически эквивалентен связной сумме произведений сфер.

(c) H∗(ZP ) изоморфно кольцу когомологий связной суммы произведений сфер.

(d) 1-остов KP — хордовый граф.

(e) KP минимально неголодов.

Заметим, что момент-угол многообразие, соответствующее трёхмерному кубу,
диффеоморфно S3×S3×S3.

Любая двумерная симплициальная сфера комбинаторно эквивалентна
границе трёхмерного многогранника. Однако это уже неверно для трёхмерных
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симплициальных сфер. Для трёхмерных симплициальных сфер, а значит и для
четырёхмерных многогранников, получены следующие результаты.

Теорема (см. теорему 3.9). Пусть K — трёхмерная симплициальная сфера. Тогда
H∗(ZK)∼=H∗(M), где M — связная сумма произведений сфер, в том и только в том
случае, когда верно одно из следующих утверждений:

(a) K — граница четырёхмерного октаэдра, и ZK ∼=S3×S3×S3×S3;

(b) K1 — хордовый граф;

(c) K1 имеет ровно два недостающих ребра, и они не смежны друг с другом, то
есть образуют границу квадрата.

Данная теорема является критерием изоморфизма колец когомологий
H∗(ZK)∼=H∗(M). Таким образом, вышеуказанное условие на K1 является
необходимым для гомотопической эквивалентности ZK ∼M , однако пока неизвестно,
является ли оно достаточным. При этом верно следующее.

Теорема (см. теорему 3.12). Пусть K — трёхмерная симплициальная сфера
такая, что K1 — хордовый граф. Тогда все высшие произведения Масси в H∗(ZK)

тривиальны.

Следствие (см. следствие 3.14). Пусть K — трёхмерная симплициальная сфера.
Тогда K минимально неголодов тогда и только тогда, когда K1 — хордовый граф.

Вопрос о достаточности условия хордовости K1 для формальности ZK пока
остается открытым.

При изучении гомотопического типа момент-угол комплексов важен класс B∆

симплициальных комплексов K, для которых ZK гомотопически эквивалентен букету
сфер. Полного комбинаторного описания симплициальных комплексов из этого класса
пока нет, но известно, например, что B∆ содержит направленные MF-комплексы [9],
сдвинутые (shifted) и вполне заполняемые (totally fillable) комплексы [13, 14]. Если же
Γ — граф, можно дать исчерпывающий ответ на вопрос, когда Γ∈B∆, а именно тогда
и только тогда, когда Γ — хордовый (теорема 4.6). Более того, гомотопический тип
ZΓ для хордового Γ можно легко вычислить явно (следствие 4.9).
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2 Предварительные сведения

Множество {1, 2, . . . , m} из m элементов мы для краткости обозначаем как [m].
Пусть K — симплициальный комплекс на [m], мы по умолчанию полагаем, что пустое
множество ∅ и все одноэлементные подмножества {i}⊂ [m] содержатся в K.

Для I = {i1, . . . , ik}⊂ [m] будем обозначать как KI (или же K{i1,...,ik}) полный
подкомплекс в K на вершинах i1, . . . , ik. Мы обозначаем i-й остов симплициального
комплекса K как Ki.

Момент-угол-комплекс ZK, соответствующий K, можно определить следующим
образом (см. параграф 4.1 [1]):

ZK =
⋃
I⊂K

(∏
i∈I

D2×
∏
i/∈I

S1

)
.

Лемма 2.1. Пусть K — симплициальный комплекс на множестве вершин [m], а
KJ — полный подкомплекс, соответствующий J ⊂ [m]. Тогда ZKJ

— ретракт ZK, а
H∗(ZKJ

) — подкольцо в H∗(ZK).

Доказательство. Если профакторизовать ZK по всем координатам из множества
[m] \ J , мы получим в точности ZKJ

. Действительно, пусть i :ZK ↪→ (D2)m —
каноническое вложение, а q : (D2)m→ (D2)|J | — отображение факторизации слагаемых
с номерами из множества [m] \ J , тогда r= q ◦ i :ZK →ZKJ

и есть нужная
ретракция.

Теорема 2.2 ([1, теорема 4.5.8]). Имеются изоморфизмы групп

H l(ZK) ∼=
⊕
J⊂[m]

H̃ l−|J |−1(KJ)

и изоморфизм колец H∗(ZK)∼=
⊕

J⊂[m]

H̃∗(KJ), где структура умножения в кольце

справа задается каноническими отображениями

Hk−|I|−1(KI)⊗H l−|J |−1(KJ) −→ Hk+l−|I|−|J |−1(KI∪J) ,

индуцированными симплициальными отображениями KI∪J →KI ∗KJ в случае
I ∩ J =∅ и нулем иначе.
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Из теоремы 2.2 очевидным образом следует, что для любого K верно

H1(ZK) = 0 и H2(ZK) = 0. (1)

Для краткости мы используем обозначения

Hl,J = H̃ l(KJ), H∗,J = H̃∗(KJ) и Hl,∗ =
⊕
J⊂[m]

H̃ l(KJ).

Структура кольца на H∗(ZK)=H∗,∗(K) задается отображениями

Hk,I ⊗Hl,J −→ Hk+l+1,I⊔J , k, l ≥ 0, I ∩ J = ∅. (2)

Предложение 2.3. Пусть K — симплициальный комплекс размерности n, тогда
когомологическая длина ZK не превосходит n+1.

Доказательство. Пусть есть r элементов ci ∈H li(ZK) таких, что c1 · . . . · cr = c ̸=0.
Тогда по теореме 2.2 найдутся соответствующие им элементы ĉ∈Hl,J и ĉi∈Hli−|Ji|−1,Ji ,
для которых ĉ1 · . . . · ĉr = ĉ ̸=0, где l=(

∑r
i=1 li − |Ji| − 1)+ r− 1, li − |Ji| − 1≥ 0 и

J = J1 ⊔ · · · ⊔ Jr. Тогда

n = dim K ≥ l =

(
r∑

i=1

li − |Ji| − 1

)
+ r− 1 ≥ r− 1,

откуда получаем n+1≥ r, что и требовалось.

2.1 Многогранники

(Выпуклым) многогранником P называется замкнутое пересечение конечного числа
полупространств в вещественном аффинном пространстве. Гипергранью P называется
его грань коразмерности 1.

Многогранник P размерности n называется простым, если каждая его вершина
принадлежит ровно n его гиперграням. Соответственно, если P простой, то
двойственный к нему многогранник P ∗ будет симплициальным, и его границу ∂P ∗

можно рассматривать как симплициальный комплекс, который мы будем обозначать
KP (нерв-комплекс простого многогранника P ). Соответствующий KP момент-угол-
комплекс ZKP

обозначается ZP .
Далее, если не оговорено противное, n будет обозначать размерность простого

многогранника P , а m — количество его гиперграней.

Теорема 2.4 ([1, теорема 4.1.4, следствие 6.2.5]). Пусть K — триангуляция
сферы размерности (n− 1) с m вершинами. Тогда ZK — замкнутое топологическое
многообразие размерности m+n.
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Пусть P — простой n-мерный многогранник с m гипергранями, тогда ZP —
гладкое многообразие размерности m+n.

Простой многогранник Q называется стековым, если он получается из
симплекса цепочкой последовательных звёздных подразбиений гиперграней.
Соотвественно, двойственный к стековому многогранник P получается из симплекса
цепочкой последовательных срезок вершин.

Связной суммой произведений сфер мы называем замкнутое n-мерное
многообразие, получаемое взятием связной суммы от конечного числа слагаемых,
являющихся произведениями сфер Sn1 × · · ·×Snk , где n1+ · · ·+nk =n.

Следующая теорема следует из результатов МакГаврана [5], см. [6, Theorem 6.3].
Также альтернативный подход изложен в [3, §2.2].

Теорема 2.5 ([1, Теорема 4.6.12]). Пусть K — граница стекового многогранника
размерности n с m>n+1 вершинами. Тогда соответствующее момент-угол
многообразие гомеоморфно связной сумме произведений сфер,

ZK ∼=
m−n+1

#
k=3

(Sk ×Sm+n−k)#(k−2)Ck−1
m−n

В частности, момент-угол-комплексы, соответствующие многоугольникам
(двумерным многогранникам) являются связными суммами произведений пар сфер.

2.2 Графы

Графом мы называем одномерный симплициальный комплекс.
Граф Γ называется хордовым, если каждый его цикл с четырьмя и более

вершинами содержит хорду (то есть ребро, соединяющее две вершины, которые не
являются соседними в цикле).

Порядок вершин графа такой, что для любой вершины {i} все её соседи с
номерами меньше i попарно смежны, называется совершенным порядком исключения.

Теорема 2.6 ([2]). Граф является хордовым тогда и только тогда, когда его
вершины можно упорядочить в совершенном порядке исключения.

Следующее свойство хордовых графов напрямую следует из теоремы 2.6.

Предложение 2.7. Пусть Γ — хордовый граф на [m], вершины которого
расположены в совершенном порядке исключения. Тогда для всех i∈ [m] граф
Γ \ {i} тоже хордовый, и при i=m его вершины автоматически расположены в
совершенном порядке исключения.
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2.3 Произведения Масси

Пусть (A, d) — дифференциально градуированная алгебра, и αi — классы в
когомологиях Hpi(A, d) для 1≤ i≤n. Определяющая система, ассоциированная с
(α1, . . . , αn), — это множество элементов {ai,k} для 1≤ i≤ k≤n, (i, k) ̸=(1, n) таких,
что ai,i∈Api — некоторый представитель класса αi, и ai,k∈Api+...+pk−k+i удовлетворяет
равенству

dai,k =
k−1∑
r=i

ai,rar+1,k ,

где ai,r =(−1)1+deg ai,rai,r.
Каждой определяющей системе, ассоциированной с (α1, . . . , αn), соответствует

коцикл, определяемый как

n−1∑
r=1

a1,rar+1,n ∈ Ap1+...+pn−n+2

Произведение Масси ⟨α1, . . . , αn⟩ порядка n — это множество классов когомологий
таких коциклов для всевозможных определяющих систем. То есть

⟨α1, . . . , αn⟩ =

{
n−1∑
r=1

a1,rar+1,n | {ai,k} — определяющая система

}
.

Произведение Масси тривиально, если 0∈ ⟨α1, . . . , αn⟩.
Заметим, что deg ai,k =deg ai,r +deg ar+1,k − 1 верно для любого r= i, . . . , k− 1,

поэтому dai,k =
∑k−1

r=i ai,rar+1,k.
Симплициальный комплекс K на [m] называется голодовым, если умножение и

все высшие операции Масси в H∗(ZK) тривиальны.
Симплициальный комплекс K на [m] называется минимально неголодовым, если

K не является голодовым, однако для любой вершины v ∈ [m] комплекс K\{v} уже
голодовый.

3 Многогранники

В данном разделе мы изучаем класс многогранников P , для которых соответствующие
момент-угол многообразия ZP гомотопически эквивалентны связным суммам
произведений сфер. Оказывается, что в случае многогранников P размерности 3 и
4 важным фактором является структура 1-остова KP .
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3.1 Трёхмерные многогранники

Основным результатом данного раздела является

Теорема 3.1. Пусть P — трёхмерный простой многогранник, не являющийся
кубом; тогда следующие утверждения эквивалентны:

(a) P получается из симплекса ∆3 последовательной срезкой вершин, то есть P ∗

— стековый многогранник;

(b) ZP гомотопически эквивалентен связной сумме произведений сфер.

(c) H∗(ZP ) изоморфно кольцу когомологий связной суммы произведений сфер.

(d) 1-остов KP — хордовый граф.

(e) KP минимально неголодов.

Для доказательства теоремы нам потребуется следующая лемма.

Лемма 3.2. Пусть P — простой многогранник размерности n>2 такой, что кольцо
когомологий ZP изоморфно кольцу когомологий связной суммы произведений пар
сфер. Тогда K1

P — хордовый граф.

Доказательство. Пусть m — число граней P . Предположим, что

H∗(ZP ) ∼= H∗(M1#M2# · · · #Mk),

где Mi =Sli ×Sm+n−li . Обозначим соответствующие сферам образующие H∗(ZP ) как
ai, bi, где deg ai= li, deg bi=m+n− li, i=1, . . . , k, а фундаментальный класс обозначим
как c, deg c=m+n. Тогда имеются следующие соотношения: ai · bi= c для i=1, . . . , k,
в то время как все остальные умножения в H∗(ZP ) тривиальны.

Предположим, что в KP есть бесхордовый цикл C на p> 3 вершинах. Тогда C —
полный подкомплекс в KP , следовательно H∗(ZC) есть подкольцо в H∗(ZP ) по лемме
2.1. По теореме 2.5 ZC тоже является связной суммой пар сфер, и соответственно
в кольце H∗(ZC) есть нетривиальные умножения a′j · b′j = c′, где c′ соответствует
фундаментальному классу ZC и deg(c′)= |C|+2≤m+2<m+n=deg(c), чего не может
быть в H∗(ZP ).

Значит, в KP нет бесхордовых циклов более чем с тремя вершинами, а это и
означает, что K1

P — хордовый граф.

Теперь перейдем к доказательству теоремы 3.1.
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Доказательство. Докажем следующие цепочки следствий: (a)⇒(b)⇒(c)⇒(d)⇒(a),
(e)⇒(d) и (a)⇒(e).

(a)⇒(b) следует из теоремы 2.5.

(b)⇒(c) очевидно.

(c)⇒ (d) Пусть H∗(ZP )∼=H∗(M1#M2# . . .#Mk), где все Mi — это произведения сфер.
Больше dim(P )=3 слагаемых ни в каком Mi быть не может, так как когомологическая
длина ZP равна трём (предложение 2.3). Если же какое-то Mi имеет ровно три
слагаемых, то P — куб согласно [4, теорема 4.3 (a)], что противоречит условию. Значит,
все Mi содержат ровно по два слагаемых, и тогда K1

P — хордовый граф по лемме 3.2.

(d)⇒(a) Докажем это индукцией по m — количеству гиперграней P . База при m=4

очевидна (тогда P — симплекс).
Сделаем шаг индукции. Предположим, что импликация (d)⇒(a) доказана

для многогранников, имеющих не более m− 1 гиперграней. Докажем это для
произвольного многогранника P с m гипергранями.

Считаем, что вершины KP пронумерованы в совершенном порядке исключения.
Пусть вершина со старшим номером m имеет s смежных с ней вершин, обозначим их
номера как j1, . . . , js. Докажем, что s=3.

Обозначим i-тую гипергрань P как Fi. Тогда гипергрань Fm является s-
угольником и смежна с гранями Fjr , r=1, . . . , s. Все вершины {jr} попарно соединены
ребрами, то есть образуют клику (это ясно из определения совершенного порядка
исключения), поэтому все гиперграни Fjr попарно смежны.

Предположим, что s≥4. Рассмотрим грани Fj1 , Fj2 , Fj3 , Fj4 . Можем считать, что
они расположены вокруг Fm «по часовой стрелке», то есть Fj2 лежит между Fj1 и Fj3 ,
а Fj3 лежит между Fj2 и Fj4 , а следовательно Fm ∩Fj1 ∩Fj3 =∅ и Fm ∩Fj2 ∩Fj4 =∅.
Покажем, что Fj1 с Fj3 и Fj2 с Fj4 не могут быть смежны одновременно: предположим,
что Fj1 смежна с Fj3 , тогда грани Fm, Fj1 , Fj3 образуют 3-пояс, удаление которого из P
разделит P на две компоненты связности [10, пункт 4 леммы 4], причём Fj2 и Fj4 будут
лежать в разных компонентах, а значит они не могут быть смежны — противоречие.
Итак, s=3, а значит Fm — треугольник.

Если Fm смежна хоть с одной треугольной гранью, то P — симплекс, а если
нет, то существует многогранник P ′, из которого P получается срезкой вершины
с образованием грани Fm [10, лемма 1]. Так как KP ′ получается из KP удалением
вершины {m} и добавлением симплекса {j1, j2, j3}, то 1-остов KP ′ — хордовый граф
согласно предложению 2.7. При этом P ′ имеет m− 1<m граней, а значит, для него
верно предположение индукции и P ′ получается из симплекса несколькими срезками
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вершин. P получается из P ′ срезкой вершины, и это завершает шаг индукции.

(e)⇒(d) Докажем от противного:
Пусть KP минимально неголодов и пусть он содержит бесхордовый цикл C на p> 3

вершинах. Заметим, что C — полный подкомплекс в KP и что p<m (потому что
p=m означало бы, что KP =C). Возьмем произвольную вершину v ∈ [m] \C, тогда
C — полный подкомплекс в том числе и в KP \ {v}. Значит, H∗(ZC) — подкольцо в
H∗(ZKP \{v}) по лемме 2.1. Однако в H∗(ZC) есть нетривиальные умножения (см. 2.5),
а в H∗(ZKP \{v}) все умножения должны быть нулевыми, так как комплекс KP \ {v}
голодов — противоречие.
Значит, таких циклов в KP быть не может, то есть K1

P — хордовый граф.

(a)⇒(e) Это следует из доказанного в работе [11] критерия минимальной
неголодовости обобщенных многогранников усечения (т.е. многогранников,
получаемых срезками вершин из произведения симплексов), согласно которому
для стекового P ∗ ̸=∆n комплекс KP всегда минимально неголодов.

В случае dim(P )> 4 условия хордовости K1
P недостаточно для того, чтобы ZP

было гомотопически эквивалентно связной сумме произведений сфер:

Пример 3.3. Обозначим через Q многогранник, получаемый из ∆3 срезкой двух
вершин (Q называют также 5-книжкой). Тогда из теоремы 2.5 нам известно, что

ZQ
∼= (S3×S6)#3#(S4×S5)#2 .

Рассмотрим многогранники вида Pd =Q×∆d, где d≥ 2. Размерность Pd равна 3+ d,
соответственно многогранники такого вида существуют в любой размерности, начиная
с пяти.

Так как ZPd
= ZQ × Z∆d =ZQ×S2d−1, то ZPd

очевидно не является связной
суммой произведений сфер, но при этом K1

Pd
— хордовый граф. Действительно,

KPd
=KQ ∗ ∂∆d, поэтому множество недостающих ребер K1

Pd
совпадает с множеством

недостающих ребер K1
Q, а K1

Q имеет всего три недостающих ребра, причем никакие
два из них в K1

Pd
не образуют бесхордовый 4-цикл, а наличие бесхордового цикла с

бóльшим числом вершин требует наличия хотя бы пяти недостающих рёбер.

Случай dim(P )= 4 будет рассмотрен в следующем разделе.

3.2 Четырёхмерные многогранники

Вспомним, что умножение в H∗(ZK)=H∗,∗(K) задается отображениями (2).
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Определение 3.4. Элемент c∈Hl,J = H̃ l(KJ) будем называть разложимым,
если c=

∑p
i=1 ai · bi ̸=0, для некоторых ненулевых ai ∈ H̃ri(KIi), bi ∈ H̃ l−1−ri(KJ\Ii),

0≤ri≤ l−1, и собственных подмножеств Ii⊊J . Иначе элемент c∈Hl,J будем называть
неразложимым.

Предложение 3.5. Класс когомологий c∈Hl,J является разложимым тогда и
только тогда, когда c лежит в подкольце H∗,∗(K), порожденном элементами групп
Hr,I для r=0, 1, . . . , l− 1 и собственных подмножеств I ⊊ J .

Доказательство. Доказательство следует из теоремы 2.2.

Недостающая грань (или минимальная не-грань) K — это подмножество I⊂ [m]

такое, что I — не симплекс K, но каждое собственное подмножество I является
симплексом K. Каждая недостающая грань соответствует полному подкомплексу
∂∆I ⊂K, где ∂∆I — граница симплекса ∆I , образованного вершинами I. Недостающая
грань I определяет класс когомологий, являющийся образующей в H̃|I|−2(K), который
мы также обозначаем как ∂∆I . Мы обозначаем как MFn(K) множество всех
недостающих граней I размерности n, то есть таких, что |I|=n+1.

Следующая лемма является обобщением [4, лемма 4.4].

Лемма 3.6. Пусть I ∈MFl(K) — недостающая грань K. Тогда всякий класс
когомологий c∈Hl−1,∗(K) такой, что ⟨c, ∂∆I⟩ ≠ 0, является неразложимым.

Доказательство. Докажем это от противного, предположив разложимость c.
Рассмотрим комплекс K′, полученный из K заклеиванием всех недостающих

граней размерности l, то есть MFl(K′)=∅ и Kl−1=(K′)l−1. Тогда вложение i :K ↪→K′

индуцирует гомоморфизм колец i∗ :H∗,∗(K′)→H∗,∗(K), причём Hr,∗(K′)∼=Hr,∗(K) при
r≤ l− 2. Заметим также, что i∗(∂∆I)= 0 для всех I ∈MFl(K).

Поэтому все элементы ai, bi имеют прообразы a′i, b
′
i, то есть i∗(a′i)= ai и

i∗(b′i)= bi; при этом i∗(∆i)= 0. Тогда рассмотрим элемент c′ :=
∑p

i=1 a
′
i · b′i. Так как i∗

— гомоморфизм колец, то i∗(c′)= c, однако 1= c(∆i)= i∗(c′)(∆i)= c′(i∗(∆i))= c′(0)=0,
получили противоречие. Соответственно, элемент c является неразложимым.

Теорема 3.7. Пусть K — трёхмерная симплициальная сфера такая, что K1 —
хордовый граф. Тогда H∗(ZK)∼=H∗(M), где M — связная сумма произведений пар
сфер.

Доказательство. Работая в обозначениях (2) изучим, какие классы когомологий
могут перемножаться нетривиально в H∗,∗=H∗(ZK). Так как K — трёхмерная сфера,
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то Hk,∗=0 для k≥ 4 и умножения вида H3,∗⊗Hi,∗→H4+i,∗, H2,∗⊗H2,∗→H5,∗ и
H2,∗⊗H1,∗→H4,∗ тривиальны по соображениям размерности. Также ZK является
(m+4)-мерным многообразием (см. 2.4).

Нетривиальные умножения Hi,I ⊗H2−i,J →H3,I∪J задаются двойственностью
Пуанкаре для ZK (см. [1, предложение 4.6.6]), так как группа H3,I∪J нетривиальна
только при I ⊔ J = [m]. Группы Hi,I для i=0, 1 автоматически не имеют кручений,
поэтому мы имеем изоморфизмы Hi,I ∼=H2−i,[m]\I , задаваемые двойственностью
Пуанкаре (или же изоморфизмы двойственности Александера для 3-сферы K, см. [1,
3.4.11]), для всех i и I ⊂ [m].

Докажем теперь, что умножения вида H0,∗⊗H0,∗−→H1,∗ тривиальны. Пусть
есть два класса когомологий a, b∈H0,∗ такие, что 0 ̸= a · b=: c∈H1,I . Так как c ̸=0,
существует цикл γ ∈H1(KI) такой, что ⟨c, γ⟩ ≠ 0. Его можно представить в виде
γ=λ1γ1+ · · ·+λkγk, где γi — простые бесхордовые циклы в графе K1 и λi ̸=0.
По условию K1 хордовый, поэтому γi ∈MF2(K) для всех i=1, . . . , k. Так как
0 ̸= ⟨c, γ⟩=

∑k
j=1 λi⟨c, γi⟩, то ⟨c, γi⟩ ̸=0 для некоторого i. Таким образом, c неразложим

по лемме 3.6. Получили противоречие.
Наконец, докажем, что умножения вида H0,∗⊗H1,∗−→H2,∗ тривиальны.

Предположим, что есть нетривиальное умножение a0 · b1= c2 ̸=0 для некоторых
классов a0 ∈H0,I , b1 ∈H1,J , c2 ∈H2,I∪J . Тогда по двойственности Пуанкаре найдётся
элемент a′ ∈ H̃0(K[m]\(I∪J)) такой, что 0 ̸= a′ · c2= a′ · a0 · b1 ∈ H̃3(K), однако в таком
случае a0 ·a′ ̸=0 и мы получаем нетривиальное умножение вида H0,I ⊗H0,J −→H1,I∪J .
Противоречие.

Следовательно, все умножения в H∗,∗(K) тривиальны, кроме тех, которые
задаются двойственностью Пуанкаре. В таком случае H∗(ZP ) не имеет кручений и
порождается элементами {ari , b2−r

i , c | r=0, 1, i=1, 2, . . . , N}, которые умножаются
по правилу aki · blj = δijδk,2−lc (где δij, δk,2−l — символы Кронекера), то есть H∗(ZP )

изоморфно кольцу когомологий связной суммы произведений пар сфер, теорема
доказана.

Теорема 3.7 не верна в размерностях ≥ 5, как показывает пример 3.3. Тем не
менее, можно доказать следующее:

Теорема 3.8. Пусть K — симплициальная сфера размерности n такая, что группы
Hl,∗(K) порождены недостающими гранями K для l≤

[
2n−1

3

]
, то есть для любого

ненулевого класса c∈Hl,∗(K) существует I ∈MFl+1(K) такая, что ⟨c, ∂∆I⟩ ̸=0. Тогда
H∗(ZK) изоморфно кольцу когомологий связной суммы произведений пар сфер.

Доказательство. Как и в доказательстве теоремы 3.7, изучим, какие классы
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когомологий могут перемножаться нетривиально в (2). Обозначим q :=
[
2n−1

3

]
.

Так как K — n–мерная сфера, то Hk,∗=0 для k>n, и поэтому произведения вида
Hi,∗⊗Hj,∗→Hi+j+1,∗ при i+ j≥n тривиальны по соображениям размерности.

Нетривиальные произведения вида Hi,I ⊗Hn−1−i,J →Hn,I∪J задаются
двойственностью Пуанкаре, так как группа Hn,I∪J нетривиальна только при
I ⊔ J = [m]. Докажем от противного, что группы Hi,I не имеют кручений для i≤ q.
Предположим, что существует коцикл 0 ̸= c∈Hi,∗ и ненулевое целое k такие, что
k · c=0. Рассмотрим представителя класса c — коцепь c̃, тогда k · c̃ — кограница и
k · c̃= db̃ для некоторой коцепи b̃. По условию существует I ∈MFi+1(K) такое, что
⟨c, ∂∆I⟩ ≠ 0, поэтому

0 ̸= k · ⟨c, ∂∆I⟩ = ⟨k · c̃, ∂∆I⟩ = ⟨db̃, ∂∆I⟩ = ⟨b̃, ∂(∂∆I)⟩ = 0 ,

и мы получаем противоречие. Таким образом, из двойственности Пуанкаре следуют
изоморфизмы Hi,I ∼=Hn−1−i,[m]\I для всех i, так как 2q≥n.

Умножения вида Hi,∗⊗Hj,∗−→Hi+j+1,∗ тривиальны для i+ j < q, так как из
условия и леммы 3.6 следует, что при l≤ q всякий l-мерный класс когомологий
неразложим.

Наконец, докажем, что все умножения вида Hi,∗⊗Hj,∗−→Hi+j+1,∗ тривиальны
для q≤ i+ j≤n− 2. Предположим, что есть классы когомологий a∈Hi,∗ и b∈Hj,∗

при q≤ i+ j≤n− 2 такие, что 0 ̸= a · b=: c∈Hi+j+1,∗. Без ограничения общности
предположим, что i≤ j. Из двойственности Пуанкаре следует, что существует элемент
a′ ∈ H̃n−i−j−2(K[m]\(I∪J)) такой, что 0 ̸= a′ · c= a′ · a · b∈ H̃n(K). Тогда a · a′ ̸=0 и таким
образом мы получаем нетривиальное умножение вида Hi,∗⊗Hk,∗−→Hi+k+1,∗ для
k :=n− i− j− 2. По предположению q≤ i+ j≤ 2j, поэтому

i+ k = n− j− 2 ≤ n− 2− q

2
< q, так как

2

3
(n− 2) <

[
2n− 1

3

]
.

Следовательно, a′ ·a — умножение вида Hi,∗⊗Hk,∗−→Hi+k+1,∗, где i+k<q, и потому
оно должно быть тривиально. Получили противоречие.

Итак, мы доказали, что все умножения в H∗,∗(K) тривиальны, кроме тех, которые
возникают из двойственности Пуанкаре. Таким образом, H∗(ZP ) изоморфно кольцу
когомологий связной суммы произведений пар сфер, что завершает доказательство.

Следующая теорема обобщает результат теоремы 3.7.

Теорема 3.9. Пусть K — трёхмерная симплициальная сфера. Тогда
H∗(ZK)∼=H∗(M) в том и только в том случае, когда верно одно из следующих
утверждений:
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(a) K — граница четырёхмерного октаэдра, и ZK ∼=S3×S3×S3×S3;

(b) K1 — хордовый граф;

(c) K1 имеет ровно два недостающих ребра, и они не смежны друг с другом, то
есть образуют границу квадрата.

Для доказательства теоремы нам потребуется следующая лемма, тесно
связанная с [4, Theorem 4.3].

Лемма 3.10. Пусть K — симплициальная сфера размерности n такая, что
H∗(ZK)∼=H∗(M), где M — связная сумма произведений сфер. Тогда K1 — это либо
хордовый граф, либо граф с не более чем n+1 недостающими рёбрами, которые
попарно не смежны друг с другом.

Более того, обозначим как I1, . . . , Ir все недостающие ребра K. Если K1 не
хордовый, то джойн полных подкомплексов KI1 ∗KI2 ∗ . . . ∗KIr также является
полным подкомплексом в K.

Доказательство. Предположим, что в K1 есть бесхордовый цикл C на p>4 вершинах.
Тогда C — полный подкомплекс в K, что противоречит лемме 4.5 [4]. Таким образом,
всякий бесхордовый цикл в K1 имеет не более 4 вершин.

Если любой бесхордовый цикл в K1 имеет 3 вершины, то K1 — хордовый граф и
далее доказывать нечего.

Пусть в K1 есть бесхордовый цикл C ровно с 4 вершинами. Обозначим как
I1, . . . , Ir все недостающие ребра K, и для j=1, . . . , r обозначим как aj элемент
H3(ZK), соответствующий образующей группы H0,Ij . Из леммы 4.6 [4] следует, что
подкомплекс KIi∪Ij является границей квадрата для любой пары индексов i ̸= j, то
есть все недостающие рёбра K попарно несмежны друг с другом: Ii ∩ Ij =∅ для всех
i ̸= j. Отсюда следует, что ai · aj ̸=0 равносильно i ̸= j.

Заметим, что

H3(ZK) ∼=
⊕
|J |=2

H̃0(KJ) =
r⊕

j=1

H̃0(KIj) (см. 2.2), поэтому H3(ZK) = Z⟨a1, . . . , ar⟩ .

Обозначим как A=
⊕

k=1 A
3k градуированное подкольцо H∗(ZK), порождённое

элементами A3 :=H3(ZK). Вспоминая предыдущий абзац, получаем, что
rank A6= r(r− 1)/2, так как A6 порождено элементами ai · aj.

По условию H∗(ZK)∼=H∗(M) и

M = S
f(1,1)
1,1 ×S

f(1,2)
1,2 × · · ·×S

f(1,k(1))
1,k(1) # · · · #S

f(n,1)
n,1 ×S

f(n,2)
n,2 × · · ·×S

f(n,k(n))
n,k(n) ,

где f(i, j)∈Z+ — размерность соответствующей сферы S
f(i,j)
i,j =Sf(i,j) и k(i)
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обозначает количество сфер в i-м слагаемом связной суммы. H1(M)= 0 и H2(M)= 0

(см. 1), поэтому H3(M)∼=H3(ZK)∼=Zr порождено r трёхмерными сферами (Sf(i,j)
i,j

с f(i, j)= 3). Обозначим как s1, . . . , sr образующие H3(M), соответствующие этим
сферам S3

k1,l1
, . . . , S3

kr,lr
, и обозначим как B=

⊕
k=1 B

3k градуированное подкольцо
H∗(M), порождённое элементами B3 :=H3(M)=Z⟨s1, . . . , sr⟩. Очевидно, что A∼=B

изоморфны как градуированные кольца.
Так как s2i =0 для всех i=1, . . . , r, то r(r−1)

2
≥ rank B6, однако

rank B6=rank A6= r(r−1)
2

. Тогда для всех пар индексов i ̸= j выполнено si · sj ̸=0

(в противном случае rank B6< r(r−1)
2

). Из si · sj ̸=0 следует, что ki = kj и сферы S3
ki,li

и S3
kj ,lj

находятся в одном и том же слагаемом связной суммы, и таким образом мы
получаем, что k1= k2= . . .= kr и все сферы S3

k1,l1
, . . . , S3

kr,lr
находятся в одном и

том же слагаемом связной суммы. Значит B=Λ[s1, . . . , sr] и rank A3r =rank B3r =1,
откуда следует a1 · a2 · · · ar ̸=0.

Теперь рассмотрим джойн полных подкомплексов L :=KI1 ∗KI2 ∗ · · · ∗KIr , это
симплициальная сфера размерности (r− 1) (граница октаэдра). Так как KI1⊔I2⊔···⊔Ir

— подкомплекс L, то Hr−1(KI1⊔···⊔Ir) ̸=0 тогда и только тогда, когда KI1⊔···⊔Ir =L. Так
как a1 · a2 · · · ar ∈Hr−1(KI1⊔···⊔Ir) — ненулевой элемент, мы получаем L=KI1⊔···⊔Ir , и
значит L — полный подкомплекс в K. Отсюда также следует, что r≤n+1, и таким
образом утверждение леммы доказано.

Вернемся к доказательству теоремы 3.9.

Доказательство. Сначала мы докажем импликацию =⇒:
Из леммы 3.10 следует, что K1 является либо хордовым графом, либо

его недостающие рёбра I1, . . . , Ir все попарно несмежны друг с другом, r≤ 4

и L :=KI1 ∗ · · · ∗KIr =KI1⊔···⊔Ir — полный подкомплекс в K. Первый случай
удовлетворяет условию теоремы, рассмотрим второй:

Если r=4, то K — граница октаэдра.
Если r=3, то L — двумерная симплициальная сфера, и тогда K\L несвязно (для

доказательства этого несложного утверждения можно использовать двойственность
Александера H̃0(K\L)∼= H̃2(L)=Z или обобщённую теорему Жордана). В таком
случае должно быть ещё хотя бы одно недостающее ребро в K[m]\(I1⊔···⊔Ir) ≃K\L
помимо I1, . . . , Ir — противоречие.

Если r=2, то это случай (c) из условия теоремы.
Если r=1, то K1 является хордовым, так как любой бесхордовый цикл с более

чем тремя вершинами имеет хотя бы два недостающих ребра.
Теперь докажем импликацию ⇐=.
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Если K1 хордовый, то утверждение теоремы следует из теоремы 3.7.
Если K1 имеет два недостающих ребра, образующих границу квадрата, то

H0,∗(K)=Z⟨a1, a2⟩, где a1 и a2 соответствуют недостающим рёбрам K и a1 · a2 ̸=0.
Далее мы повторяем доказательство теоремы 3.7 за одним исключением: имеется
одно нетривиальное умножение вида H0,∗(K)⊗H0,∗(K)⊗H1,∗(K)−→H3,∗(K), это
a1 · a2 · b 7→ c, где b — двойственный по Пуанкаре элемент для a1 · a2 и c —
фундаментальный класс K. Все остальные нетривиальные умножения в H∗(ZK)

возникают из двойственности Пуанкаре. Таким образом, кольцо H∗(ZK) порождено
элементами {a1, a2, b, c, xi, yi | i=1, 2, . . . , N}, где xi, yi лежат в H1,∗(K), и оно имеет
следующие соотношения: a1 · a2 · b= c, xi · yi= c для i=1, 2, . . . , N , а все остальные
произведения образующих нулевые. То есть H∗(ZK) изоморфно кольцу когомологий
связной суммы произведений сфер, и это завершает доказательство.

Замечание 3.11. Заметим, что если имеет место утверждение (c) теоремы 3.9,
то H∗(ZK)∼=H∗(M), где M — связная сумма произведений сфер, одно из
которых является произведением трёх сфер. Первый известный пример такой
симплициальной сферы K (которая на самом деле является границей многогранника)
был представлен в работе [4].

Теорема 3.12. Пусть K — трёхмерная симплициальная сфера такая, что K1 —
хордовый граф. Тогда все высшие произведения Масси в H∗(ZK) тривиальны.

Доказательство. Вспомним, что Hk,∗=0 при k > 3 и H3,∗= H̃3(K)∼=Z, так как K —
трёхмерная симплициальная сфера. Обозначим фундаментальный класс K как [K].

Будем обозначать αi
I класс когомологий из Hi,I . Предположим, что существует

нетривиальное произведение Масси ⟨αi1
I1
, . . . , αin

In
⟩. Рассмотрим {ak,l}1≤k≤l≤n,

(k, l) ̸=(1, n), — некоторую соответствующую ему определяющую систему, где
элементы ak,l ∈Cik+...+il(KIk⊔...⊔Il). Обозначим α∈Hi1+...+in+1,I1⊔...⊔In класс коцикла∑n−1

r=1 a1,rar+1,n, по предположению α ̸=0.
Для упрощения дальнейших рассуждений мы без ограничения общности будем

считать, что αin
In

— одна из образующих Hin,In . Действительно, если существует класс
α̃in
In

такой, что αin
In
= t · α̃in

In
, где t — ненулевое целое, то для всех k=n, n− 1, . . . , 1

найдется коцепь ãk,n такая, что ak,n= t · ãk,n, так как по теореме 3.7 в H∗,∗(K) нет
кручений. Тогда в определяющей системе {ak,l} заменим для всех k=1, 2, . . . , n

коцепи ak,n на ãk,n и получим определяющую систему для (αi1
I1
, . . . , α

in−1

In−1
, α̃in

In
),

которой соответствует класс α̃ такой, что α= t · α̃. Поэтому произведение Масси
⟨αi1

I1
, . . . , α

in−1

In−1
, α̃in

In
⟩ определено и ⟨αi1

I1
, . . . , α

in−1

In−1
, αin

In
⟩= t⟨αi1

I1
, . . . , α

in−1

In−1
, α̃in

In
⟩.

Заметим, что i1+ . . .+ in ≤ 2, так как иначе α∈Hi1+...+in+1,I1⊔...⊔In =0.
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Рассмотрим случай i1+ . . .+ in=2, тогда из α ̸=0 следует I1 ⊔ . . .⊔ In= [m] и
α= r[K], где r — некоторое ненулевое целое. По двойственности Пуанкаре для K
найдётся класс когомологий β ∈H2−in,[m]\In такой, что βαin

In
= [K]. Тогда рассмотрим

определяющую систему {a′k,l}, получающуюся из {ak,l} заменой коцепи a1,n−1 на
a′1,n−1= a1,n−1− r · b, где b — представитель β. Соответствующий ей класс α′ также
лежит в ⟨αi1

I1
, . . . , αin

In
⟩, однако

n−1∑
r=1

a′1,ra
′
r+1,n =

n−1∑
r=1

a1,rar+1,n− r · ban,n ,

поэтому α′=α− rβαin
In
= r[K]− r[K] = 0. Получили противоречие.

Рассмотрим случай i1+ . . .+ in=0. Доказательство тривиальности произведений
вида ⟨α0

I1
, . . . , α0

In
⟩ схоже с доказательством леммы 3.6. Рассмотрим комплекс K′,

полученный из K заклеиванием всех недостающих граней размерности 2, то есть
(K′)1=K1 и MF2(K′)=∅. Заметим, что (K′)1=K1 хордовый по условию, тогда
H1(K′

I)= 0 для всякого I ⊂ [m], следовательно H1,∗(K′)= 0. Вложение i :K ↪→K′

индуцирует гомоморфизм колец i∗ :H∗,∗(K′)→H∗,∗(K), причём H0,∗(K′)∼=H0,∗(K),
поэтому все классы α0

Ik
имеют прообразы α̃0

Ik
, то есть i∗α̃0

Ik
=α0

Ik
. Более того, для всех

I ⊂ [m] группы коцепей Cr(K′
I)=Cr(KI) в точности совпадают при r < 2, поэтому

все коцепи ai,k имеют прообразы ãi,k, и {ãk,l} также будет определяющей системой,
но уже для произведения Масси ⟨α̃0

I1
, . . . , α̃0

In
⟩. Тогда i∗⟨α̃0

I1
, . . . , α̃0

In
⟩= ⟨α0

I1
, . . . , α0

In
⟩

совпадают как множества, однако ⟨α̃0
I1
, . . . , α̃0

In
⟩ тривиально в силу H1,∗(K′)= 0, а

значит, тривиально и ⟨α0
I1
, . . . , α0

In
⟩. Получаем противоречие.

Заметим, что таким образом мы доказали, что множество ⟨α0
I1
, . . . , α0

In
⟩ не

просто содержит 0, а содержит только 0 (иначе всякий нетривиальный класс
α∈ ⟨α0

I1
, . . . , α0

In
⟩ имел бы нетривиальный прообраз α̃∈ ⟨α̃0

I1
, . . . , α̃0

In
⟩).

Наконец, рассмотрим случай i1+ . . .+ in=1. Обозначим j индекс такой, что
ij=1, J=I1⊔ . . .⊔In и In+1=[m]\J . По предположению 0 ̸=α∈H2,J , поэтому найдётся
класс α0

In+1
∈H0,In+1 , двойственный по Пуанкаре к α, то есть αα0

In+1
= r[K] для

некоторого ненулевого целого r. Пусть an+1,n+1 — некоторый представитель класса
α0
In+1

, тогда найдётся коцепь an,n+1 такая, что dan,n+1= an,nan+1,n+1, так как по
теореме 3.7 все умножения вида H0,∗⊗H0,∗−→H1,∗ и H0,∗⊗H1,∗−→H2,∗ тривиальны.

Лемма 3.13. Существуют коцепи {ak,n+1}n−1
k=2 такие, что dak,n+1=

∑n
r=k ak,rar+1,n+1.
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Из этой леммы немедленно следует, что

d

(
n−1∑
r=1

a1,rar+1,n+1

)
=

n−1∑
r=1

(
r−1∑
l=1

a1,lal+1,r

)
ar+1,n+1 −

n−1∑
r=1

a1,r

(
n∑

l=r+1

ar+1,lal+1,n+1

)
=

=
n−1∑
r=1

r−1∑
l=1

a1,lal+1,rar+1,n+1 −
n−1∑
r=1

n∑
l=r+1

a1,rar+1,lal+1,n+1 =

=
n−1∑
r=1

r−1∑
l=1

a1,lal+1,rar+1,n+1 −
n∑

l=2

l−1∑
r=1

a1,rar+1,lal+1,n+1 =

= −
n−1∑
r=1

a1,rar+1,nan+1,n+1 = ±

(
n−1∑
r=1

a1,rar+1,n

)
an+1,n+1 ,

то есть класс αα0
In+1

= r[K] представлен кограницей — противоречие.
Таким образом мы по модулю леммы 3.13 доказали, что множество ⟨αi1

I1
, . . . , αin

In
⟩

при i1+ . . .+ in =1 также не содержит нетривиальных классов. Докажем теперь
лемму 3.13.

Доказательство. Докажем индукцией по j=1, . . . , n. База j=1.
Будем строить коцепи ak,n+1 также индукцией про k. Для базы k=n коцепь an,n+1

уже построена. Предположим, что построены коцепи {ak,n+1}nk=l. Тогда произведение
Масси ⟨α0

Il−1
, . . . , α0

In+1
⟩ определено и содержит класс коцикла b=

∑n
r=l−1 al−1,rar+1,n+1.

Выше мы доказали, что произведения Масси вида i1+ . . .+ in=0 содержат только
нулевой класс, поэтому b является кограницей, и значит существует коцепь al−1,n+1

такая, что dal−1,n+1= b. Это завершает шаг индукции по k, и таким образом база
индукции для j=1 доказана.

Предположим, что лемма доказана при всех j≤ s, и докажем её для j= s+1.
Будем строить коцепи ak,n+1 также индукцией про k. Для базы k=n

коцепь an,n+1 уже построена. Предположим, что построены коцепи {ak,n+1}nk=l,
l≥ 3. Тогда произведение Масси ⟨α0

Il−1
, . . . , α0

In+1
⟩ определено и содержит класс

коцикла b=
∑n

r=l−1 al−1,rar+1,n+1. Более того, для произведения Масси ⟨α0
Il−1

, . . . , α0
In+1

⟩
лемма верна по предположению индукции (номер класса из H1,∗ для него равен
s+1− (l− 1)+ 1≤ s), поэтому по доказанному выше оно содержит только нулевой
класс, и значит b является кограницей, следовательно существует коцепь al−1,n+1

такая, что dal−1,n+1= b. Это завершает шаг индукции по k и по l, и таким образом
лемма доказана.

Итак, мы доказали тривиальность всех произведений Масси в H∗(ZK)∼=H∗,∗(K).
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Следствие 3.14. Пусть K — трёхмерная симплициальная сфера. Тогда K
минимально неголодов тогда и только тогда, когда K1 — хордовый граф.

Доказательство. Если K минимально неголодов, то хордовость K1 доказывается
аналогично доказательству импликации (e)⇒(d) в теореме 3.1.

Теперь предположим, что K1 хордовый. Рассмотрим вершину v∈ [m] и обозначим
K\{v} как Kv. По лемме 2.1 H∗,∗(Kv) является подкольцом в H∗,∗(K), причём
H∗,∗(Kv) не содержит фундаментальный класс [K]. Тогда в H∗,∗(Kv) не может
быть нетривиальных умножений по теореме 3.7 и не может быть нетривиальных
произведений Масси по теореме 3.12.

4 Графы

Важную роль в изучении класса трёх- и четырёхмерных многогранников P , для
которых ZP гомотопически эквивалентно связной сумме произведений сфер, играло
условие хордовости 1-остова KP . В данном разделе мы докажем, что для графов
условие хордовости является критерием принадлежности к классу B∆.

Можно доказать, что любой хордовый граф является вполне заполняемым
комплексом, поэтому достаточность условия хордовости графа Γ для Γ∈B∆ следует
из результата [13, следствие 7.5], где это доказано другими методами.

4.1 Вспомогательные утверждения и обозначения

Предложение 4.1. Для пространств с отмеченной точкой A, B имеем:

1◦. ΣA∧B≃Σ(A∧B)≃A ∗B;

2◦. Σ(A×B)≃ΣA∨ΣB ∨ (ΣA∧B).

Следующее утверждение является следствием куб-леммы [1, лемма 8.2.2].

Лемма 4.2 ([1, лемма 8.2.3]). Пусть A, B, C, D — топологические порстранства.
Определим Q из гомотопического кодекартова квадрата

A×B
ϵA×idB−−−−→ C ×B

idA ×ϵB

y y
A×D −−−→ Q

Тогда Q≃ (A ∗B)∨ (C ⋊B)∨ (A⋉D).
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Призрачной вершиной симплициального комплекса K на множестве [m]

называется одноэлементное множество {i}⊂ [m] такое, что {i} /∈K. В данном разделе
мы допускаем наличие в K призрачных вершин, поэтому в случае необходимости будет
дополнительно оговариваться, на каком множестве мы рассматриваем K. В частности,
для I ⊂ [m] полный подкомплекс KI по умолчанию рассматривается на множестве I,
однако он может быть также рассмотрен на всяком множестве J ⊃ I.

Обозначим как [m]i симплициальный комплекс ski(∆m−1) на [m], то есть i-й
остов (m− 1)-мерного симплекса. Согласно теоремам 4.7.7 и 4.7.5 из [1], имеется
гомотопическая эквивалентность

Z[m]i ≃
m∨

k=i+2

(Si+k+1)∨C
k
mCi+1

k−1 . (3)

Далее мы будем работать с произвольным хордовым графом Γ на множестве
вершин [m], вершины которого расположены в совершенном порядке исключения.
Обозначим I(m) множество соседей вершины со старшим номером m и s= |I(m)| —
их количество, тогда linkΓ{m} является дизъюнктным объединением s вершин. Из
определения совершенного порядка исключения следует, что ΓI(m) — клика на s

вершинах, поэтому

ZlinkΓ{m} ∼= Z[s]0 и ZΓI(m)
∼= Z[s]1 . (4)

Заметим, что разложение Γ=Γ[m−1]

⋃
linkΓ{m} starΓ{m} задаёт кодекартов квадрат

в категории симплициальных комплексов

linkΓ{m} −−−→ starΓ{m}y y
Γ[m−1] −−−→ Γ

Он индуцирует кодекартов квадрат полиэдральных произведений [7, диаграмма (8)](
Tm−1−s×ZlinkΓ{m}

)
×S1 1×i−−−→

(
Tm−1−s ×ZlinkΓ{m}

)
×D2

j×1

y y
ZΓ[m−1]

×S1 −−−→ ZΓ

(5)

где i — вложение S1→D2, и j :Tm−1−s ×ZlinkΓ{m}→ZΓ[m−1]
— отображение момент-

угол комплексов, индуцированное вложением linkΓ{m}→Γ[m−1] симплициальных
комплексов на множестве [m− 1].

Лемма 4.3. Для любого хордового графа Γ на множестве [m] отображение
j :Tm−1−s×ZlinkΓ{m}→ZΓ[m−1]

гомотопно тривиальному.
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Доказательство. Рассмотрим вложение linkΓ{m}→Γ[m−1], его можно представить
как композицию вложений

linkΓ{m} → ΓI(m) → Γ[m−1],

где все симплициальные комплексы мы рассматриваем на [m− 1]. Тогда с учётом (4)
отображение j раскладывается в композицию

j : Tm−1−s×Z[s]0
1×f−−→ Tm−1−s ×Z[s]1

g1×g2−−−→ ZΓ[m−1]
,

где отображение f :Z[s]0 →Z[s]1 индуцированно вложением linkΓ{m}→ΓI(m),
отображение g2 :Z[s]1 →ZΓI(m)

⊂ZΓ[m−1]
индуцировано вложением ΓI(m) →Γ[m−1],

а g1 :T
m−1−s→ZΓ[m−1]\I(m)

⊂ZΓ[m−1]
индуцировано вложением {∅}→Γ[m−1], где {∅} —

пустой симплициальный комплекс на множестве [m− 1] \ I(m).
Так как для любого симплициального комплекса K без призрачных вершин

вложение Z∅→ZK гомотопно ϵ — тривиальному отображению, то g1∼ ϵ. Заметим,
что при s=0 доказывать больше нечего, так как в этом случае linkΓ {m}= {∅}. Если
же s> 0, докажем, что f ∼ ϵ, из чего немедленно следует утверждение леммы.

Так как Z[s]0 ≃
∨

α Snα (nα≥3) гомотопически эквивалентен букету сфер (3), то f

гомотопно букету отображений f ∼
∨

α fα, где fα :S
nα →Z[s]1 . Тогда f ∼ ϵ равносильно

тому, что класс [fα]=0 в πnα(Z[s]1) для всех α. Обозначим как iα :S
nα →Z[s]0 вложение

α-го слагаемого в букет
∨

α Snα .
Вспомним расслоение ZK→ (CP∞)K→ (CP∞)m из [1, теорема 4.3.2] и рассмотрим

следующую коммутативную диаграмму:

Z[s]0
h0−−−→ (CP∞)[s]

0 −−−→ (CP∞)s

f

y f̃

y ∥∥∥
Z[s]1

h1−−−→ (CP∞)[s]
1 −−−→ (CP∞)s

Так как (CP∞)s ≃K(Zs, 2), то из длинной точной последовательности расслоения
получаем, что для i=0, 1 отображение (hi)∗ :πk(Z[s]i)→πk((CP∞)[s]

i
) есть изоморфизм

при всех k≥ 3. Поэтому [fα] = 0 равносильно [f̃ ◦h0 ◦ iα] = f̃∗[h0 ◦ iα] = 0.
Гомотопическая группа π2((CP∞)[s]

0
)∼=Zs имеет s канонических образующих,

представленных отображениями

µ̂i : S
2 → CP∞ → (CP∞)∨s = (CP∞)[s]

0

, i = 1, . . . , s ,

где S2→CP∞ — вложение двумерной клетки, а CP∞ → (CP∞)∨s — вложение в i-е
слагаемое букета.
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Так как sk1(∆n−1) содержит все рёбра {i, j}, то из [1, предложение 8.4.2] следует,
что f̃∗[µ̂i, µ̂j]w=0 для всех i, j=1, . . . s, где [µ̂i, µ̂j]w — произведение Уайтхеда. Тогда f̃∗

отображает в ноль и любые итерированные произведения Уайтхеда от образующих µ̂i.
Однако из [8, лемма 6.1] для Z[s]0 следует, что h0 ◦ iα есть итерированное произведение
Уайтхеда от образующих µ̂i, то есть [h0 ◦ iα]∈Ker f̃∗, и значит [fα] = 0 для всех α, что
и завершает доказательство.

Предложение 4.4. Γ — хордовый граф, тогда ZΓ≃Σ2ZlinkΓ{m} ∨ (ZΓ[m−1]
⋊S1), где

linkΓ{m} рассматривается как комплекс на множестве [m− 1].

Доказательство. Так как отображение i :S1→D2 гомотопно тривиальному и по
лемме 4.3 отображение j также гомотопно тривиальному, мы можем применить
лемму 4.2 к диаграмме (5), откуда получаем

ZΓ ≃ (ZlinkΓ{m} ∗S1)∨ (ZΓ[m−1]
⋊S1)∨ (ZlinkΓ{m}⋉D2) .

Так как ZlinkΓ{m}⋉D2≃ pt и ZlinkΓ{m} ∗S1≃Σ2ZlinkΓ{m}, получаем требуемое.

Замечание 4.5. Мы выяснили, что каноническое вложение момент-угол-
комплексов f :Z[m]i →Z[m]i+1 гомотопно тривиальному отображению при i=0.
Однако оно также будет гомотопно тривиальному при всех i ≥ 0, что следует
из работ [13, 15] (см. пример 3.5 и теорему 3.6 в [15]).

Действительно, любой скелет симплекса является сдвинутым (shifted)
комплексом, а значит все сферы в букете Z[m]i представлены итерированными
произведениями Уайтхеда вида [[. . . [[µ̂i1 , . . . , µ̂ip ], µ̂j1 ], . . . , µ̂jq−1 ], µ̂jq ], где
{i1, . . . , ip} — недостающая грань симплициального комплекса [m]i, а [µ̂i1 , . . . , µ̂ip ]

— соответствующее высшее произведение Уайтхеда. Так как [m]i+1 содержит все
недостающие грани [m]i, то в обозначениях доказательства леммы 4.3 получаем
f̃∗[µ̂i1 , . . . , µ̂ip ] = 0, откуда аналогичным образом следует f ∼ ϵ.

4.2 Хордовые графы

Теорема 4.6. Пусть Γ — некоторый граф на [m]. Тогда ZΓ гомотопически
эквивалентен букету сфер тогда и только тогда, когда Γ хордовый.

Доказательство. (⇐) Пусть Γ — хордовый граф. Докажем утверждение теоремы
индукцией по числу вершин в графе m. База индукции для графа на одной вершине
очевидна.

22



Предположим, что утверждение верно для любого хордового графа на (m− 1)

вершине, и пусть Γ — хордовый граф на [m]. Тогда Γ[m−1] также хордовый (см.
предложение 2.7), и по предположению индукции ZΓ[m−1]

гомотопически эквивалентен
букету сфер. Следовательно ZΓ[m−1]

⋊S1≃ZΓ[m−1]
∨
∑

ZΓ[m−1]
, и таким образом,

применяя предложение 4.4, получаем

ZΓ ≃ Σ2ZlinkΓ{m} ∨ (ZΓ[m−1]
⋊S1) ≃ Σ2ZlinkΓ{m} ∨ZΓ[m−1]

∨ΣZΓ[m−1]
,

где комплекс linkΓ{m} рассматривается на множестве [m− 1]. Для завершения шага
индукции остаётся доказать, что ΣZlinkΓ{m} гомотопически эквивалентно букету сфер.

Заметим, что ΣZlinkΓ{m}∼=Σ(Tm−1−s ×Z[s]0) согласно (4), и из предложения 4.1
следует

Σ(Tm−1−s×Z[s]0) ≃ ΣTm−1−s ∨ΣZ[s]0 ∨ΣTm−1−s ∧Z[s]0 .

Так как Z[s]0 — букет сфер согласно (3), а ΣTm−1−s — букет сфер как надстройка над
произведением сфер, то ΣZlinkΓ{m} также гомотопически эквивалентно букету сфер, и
это завершает шаг индукции.

(⇒) Предположим теперь, что ZΓ гомотопически эквивалентен букету сфер, но Γ

не является хордовым. Тогда выберем в Γ бесхордовый цикл C на p≥4 вершинах. Так
как C является полным подкомплексом в Γ, то H∗(ZC) — подкольцо в H∗(ZΓ) согласно
лемме 2.1. Однако умножение в H∗(ZΓ) тривиально, в то время как умножение в
H∗(ZC) нетривиально согласно теореме 2.5. Полученное противоречие показывает,
что ZΓ не может быть гомотопически эквивалентен букету сфер.

Замечание 4.7. Заметим, что для любого симплициального комплекса K (уже не
обязательно графа) хордовость K1 является необходимым условием для того, чтобы
ZK был гомотопически эквивалентен букету сфер, так как любой бесхордовый цикл
C на p≥ 4 вершинах в K1 всегда является полным подкомплексом в K, и потому
является препятствием.

Вычислим явно гомотопический тип ZΓ для хордового графа Γ, то есть найдём
число сфер в каждой размерности. Для этого нам понадобится следующий результат.

Теорема 4.8 ([1, теорема 8.3.5]). Пусть K — симплициальный комплекс на [m] и
пусть (X, A) — последовательность пар клеточных пространств таких, что все
Xi стягиваемы. Тогда имеется гомотопическая эквивалентность

Σ(X, A)K
≃−→ Σ

(∨
J /∈K

|KJ | ∗A∧J

)
(6)
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Здесь и далее |K| обозначает геометрическую реализацию симплициального
комплекса K.

Предложение 4.9. Пусть Γ — хордовый граф, тогда имеется гомотопическая
эквивалентность

ZΓ ≃
∨
J /∈Γ

(S1+|J |)∨c
0
J ∨ (S2+|J |)∨c

1
J ,

где ciJ := rank H̃ i(ΓJ) для i=0, 1.

Доказательство. Применяя теорему 4.8 к нашему случаю Xi=D2, Ai=S1, получаем
A∧J =S|J |, |ΓJ | ∗A∧J ≃Σ|ΓJ | ∧S|J | ≃Σ1+|J ||ΓJ |, и, соответственно,

ΣZΓ ≃ Σ

(∨
J /∈Γ

Σ1+|J ||ΓJ |

)
.

Так как Γ — граф, то |ΓJ | гомотопически эквивален дизъюнктному объединению
букетов окружностей, причём c0J +1 — число компонент связности |ΓJ |, а c1J — общее
число окружностей в букетах |ΓJ |. Таким образом получаем Σ|ΓJ | ≃ (S1)∨c

0
J ∨ (S2)∨c

1
J ,

откуда следует
ΣZΓ ≃ Σ

∨
J /∈Γ

(S1+|J |)∨c
0
J ∨ (S2+|J |)∨c

1
J .

Наконец, Γ — это хордовый граф, поэтому ZΓ — букет сфер по теореме 4.6, и
значит в равенстве выше можно слева и справа снять надстройки, что завершает
доказательство.

Предложение 4.10. Пусть Γ — хордовый граф, Γf — его флагификация, а (Γf )i —
её i-й остов. Тогда имеется гомотопическая эквивалентность

Z(Γf )i ≃
∨
J /∈Γ

(S1+|J |)∨c
0
J ∨ (S1+i+|J |)∨c

i
J ,

где cjJ := rank H̃j(ΓJ) для j=0, i.

Доказательство. Повторяя доказательство теоремы 4.6 с учётом замечания 4.5,
получаем, что Z(Γf )i гомотопически эквивалентен букету сфер для всех i≥ 0. Так
как |ΓJ | гомотопически эквивалентен дизъюнктному объединению букетов i-мерных
сфер для всех J ⊂ [m], то доказательство данного предложения в точности повторяет
доказательство предложения 4.9.
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[3] Gitler, Samuel; López de Medrano, Santiago. Intersections of quadrics, moment-angle
manifolds and connected sums . Geom. Topol. 17 (2013), no. 3, 1497–1534.

[4] Fan, Feifei Fan; Chen, Liman; Ma, Jun; Wang, Xiangjun. Moment-angle manifolds and
connected sums of sphere products . Osaka J. Math. 53 (2016), no. 1, 31–45.

[5] McGavran, Dennis. Adjacent connected sums and torus actions. Trans. Amer. Math.
Soc. 251 (1979), 235–254.

[6] Bosio, Frédéric; Meersseman, Laurent. Real quadrics in Cn, complex manifolds and
convex polytopes. Acta Math. 197 (2006), no. 1, 53–127.

[7] Panov, Taras; Theriault, Stephen. The homotopy theory of polyhedral products
associated with flag complexes. London Mathematical Society. 155 (2019), no. 1, 206–228.
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