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1 Введение
Изучение отображения моментов в теории многообразий является одной из 
ключевых тем в контексте симплектической геометрии и алгебраической 
топологии. Образы моментов играют важную роль в описании 
геометрических и топологических свойств различных многообразий. Цель 
данной курсовой работы заключается в нахождении образов моментов для 
многообразий частичных и полных флагов.

В рамках работы будет проведен последовательный анализ нескольких 
важных многообразий:

1. Образ моментов для комплексного пространства Cn. Начнем
с рассмотрения образа моментов для самого простого случая — ком-
плексного пространства Cn, что позволит заложить основы для даль-
нейшего анализа более сложных структур.

2. Образ моментов для проективного пространства CPn. Следую-
щим шагом станет изучение проективного пространства CPn, где об-
раз моментов представляет собой важный инструмент для понимания
его симплектической структуры.

3. Образ моментов для многообразия Грассмана G(k, n). Далее,
внимание будет уделено многообразию Грассмана G(k, n), которое обоб-
щает концепции предыдущих примеров и является фундаментальным
объектом в теории представлений и алгебраической геометрии.

4. Сложение результатов и получение итогового результата. За-
вершающим этапом работы станет интеграция полученных данных
для определения общего образа моментов для многообразий частич-
ных и полных флагов.

Каждый из вышеперечисленных шагов является важной составляющей
для достижения основной цели курсовой работы. Поэтапное рассмотрение и
анализ позволит выстроить цельную картину и глубже понять взаимосвязи
между различными типами многообразий.

Автор выражает благодарность своему научному руководителю профес-
сору Тарасу Евгеньевичу Панову за помощь, внимание и ценные советы.
Также автор благодарит Дмитрия Цыганкова и Викторию Оганисян за цен-
ные обсуждения.

2 Основные определения
В работе будут использоваться следующие определения.

Определение 2.1. Проективное пространство CPn - совокупность про-
ходящих через 0 прямых пространства Cn+1, топологизированная угловой
метрикой: расстояние между двумя прямыми равно углу между ними.
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Определение 2.2. Координаты [x0 : ... : xn] направляющие вектора пря-
мой (определенные, очевидно, с точностью до пропорциональности) назы-
ваются однородными координатами точки проективного пространства.

Определение 2.3. Многообразия Грассмана - это обобщение проективных
пространств. Комплексное многообразие Грассмана G(n, k) определяется,
как пространство k-мерных подпространств протсранства Cn.

G(n, k) = G(n, n− k)
G(n, 1) = RPn−1

Подпространство π ⊂ Cn размерности k задаётся k-поливектором v1∧
...∧ vk ∈ ΛkCn или (в координатах) классом эквивалентности [P ] матриц
P размера k × n.

Определение 2.4. Координаты на многообразиях Грассмана. Фик-
сируем в пространстве α ∈ G(n, k) базис, запишем координаты базисных
векторов (в пространстве Cn в виде k × n-матрицы и вычисляем все

(
n
k

)
миноров порядка k. Получающиеся числа не все равны 0 и при замене бази-
са в α умножаются на одно и то же число. Такой набор из Ck

n = n!
k!(n−k)!

чисел {pi1...ik} является координатами поливектора v1 ∧ ... ∧ vk в стан-
дартном базисе {ei1 ∧ ... ∧ eik} внешней степени ΛkCn и называется коор-
динатами Плюккера k-мерной плоскости.

Отображение

Gk(Cn) → CP(ΛkCn) = CP(
n
k)−1

[v1 ∧ ... ∧ vk] 7→ [... : pi1...ik : ...]

является вложением гладкого подмногообразия, а его образ задаётся со-
отношениями

k+1∑
r=1

(−1)rpi1...ik−1jrpj1...ĵr...jk+1
= 0

Определение 2.5. Многообразие флагов - это обобщение многообразий
Грассмана. Пусть задан набор целых чисел 1 ≤ k1 < ... < ks ≤ n −
1. Флагом типа (k1, ..., ks) в Cn называется цепочка U1 ⊂ ...Us подпро-
странств пространствав Cn, такая, что dimUi = ki. Совокупность фла-
гов естественно топологизируется и превращается в многообразие флагов
Fl(n; k1, ..., ks).

Fl(n; 1, ..., n− 1) называется многообразием полных флагов.

Определение 2.6. Симплектическое многообразие - это пара (W,ω), где
W - гладкое многообразие и ω - замкнутая дифференциальная 2-форма,
невырожденная в каждой точке. Размерность симплектического много-
образия W всегда четная.

Определение 2.7. Cтандартный тор -
Tn = {t = (t1, ...tn) ∈ Cn : |ti| = 1 for i = 1, ..., n}
Действие тора описывается следующим образом:
Tn × Cn −→ Cn, (t1, ..., tn) · (z1, ...zn) = (t1z1, ...tnzn)
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Определение 2.8. Пусть тор T действует на W, сохраняя симплекти-
ческую форму ω. Обозначим алгебру Ли тора T через τ (т.к. тор комму-
нитативен, то алгебра Ли тривиальна). Для каждого v ∈ τ обозначим че-
рез Xv соответствующее T-инвариантное векторное поле в W. Действие
тора называется гамильтоновым, если 1-форма ω(Xv, ·) точная для лю-
бого v ∈ τ . Другими словами, действие гамильтоново, если для каждого
v ∈ τ существует функция Hv на W (гамильтонианы), удовлетворяющие
условию:

ω(Xv, Y ) = dHv(Y )

для любого векторного поля Y на W. Функции Hv определены с точностью
до константы. Выберем базис {ei} в τ и соответствующие Гамильтони-
аны {Hei}. Тогда определено отображение моментов

µ : W → τ∗, (x, ei) 7→ Hei(x),

где x ∈ W .

Ключевой результат, который позволяет нам однозначно сделать выво-
ды об образе отображения моментов описан в [3]:

Теорема 2.1. Пусть М - компактное связное симплектическое много-
образие и пусть f1, ..., fn - n действительнозначный функций, которые
коммутируе по Пуассону и Гамильтоновы векторные поля которых по-
рождают действие тора. Тогда отображение f : M → Rn, заданная fi,
удовлетворяет следующим условиям:

• все (не пустые) f−1(c) связные (c ∈ Rn);

• образ f(M) выпуклый

Более того, если Z1, ...ZN связных компонент множества Z ⊂ M общих
критических тоек fi, то f(Zj) = cj - одна точка, и f(M) - выпуклая
оболочка c1, ..., cN .

Если все fi имеют гамильтоновы поля, порождающие круговое действие
таким образом, что мы имеем симплектическое действие тора Tn на M .
Такое отображение f называется отображением моментов.

3 Образ моментов для Cn

Пример 3.1. Самый просто пример образа моментов симплектического
многообразия - W = Cn с симплектической формой

ω = i

n∑
k=1

dzk ∧ dzk = 2

n∑
k=1

dxk ∧ dyk
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где zk = xk + iyk. Координатное действие тора Tn на Cn является га-
мильтоновым. Образом моментов µ : Cn → Rn является µ(z1, ...zn) =
(|z1|2, ...|zn|2). То есть образ отображения моментов µ - это положитель-
ный ортант Rn

≤.

Доказательство. Компактный тор Tn действует на Cn по координатам.
Действие тора является гамильтоновым, если существует функция Hv на
W , такая что:

ω(Xv, Y ) = dHv(Y )

для любого векторного поля Y на W . В данном случае v ∈ t — элемент
алгебры Ли тора Tn.

Выберем базис {ei} в t, и соответствующие гамильтоновы функции {Hi}.
Тогда моментное отображение определяется как:

µ : W → t∗, (x, ei) 7→ Hi(x).

Рассмотрим элемент ek базиса алгебры Ли t тора Tn. Векторное поле
Xek , порождаемое действием этого элемента, можно найти, дифференцируя
действие тора по параметру θk.

Для координаты zj имеем:

• Если j ̸= k, то zj не меняется под действием eiθk , поэтому Xek(zj) = 0.

• Если j = k, то:
zk 7→ eiθkzk.

Дифференцируя по θk при θk = 0, получаем:

d

dθk

∣∣∣∣
θk=0

(eiθkzk) =
d

dθk

∣∣∣∣
θk=0

(zk cos(θk) + izk sin(θk)) = izk.

Это означает, что действие eiθk на zk генерирует векторное поле Xek =
izk

∂
∂zk

.

Для сопряжённой координаты z̄k действие тора Tn таково:

z̄k 7→ e−iθk z̄k.

Дифференцируя по θk при θk = 0, получаем:

d

dθk

∣∣∣∣
θk=0

(e−iθk z̄k) =
d

dθk

∣∣∣∣
θk=0

(z̄k cos(−θk) + iz̄k sin(−θk)) = −iz̄k.

Это означает, что действие eiθk на z̄k генерирует векторное поле Xek =
−iz̄k

∂
∂z̄k

.
Таким образом, векторное поле Xek , соответствующее действию элемен-

та ek алгебры Ли тора Tn на координате zk многообразия Cn, имеет вид:

Xek = izk
∂

∂zk
− iz̄k

∂

∂z̄k
.
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Теперь найдём соответствующую гамильтонову функцию Hk для век-
торного поля Xek , которая должна удовлетворять уравнению:

ω(Xek , ·) = dHk(·).

Проверим, что Hk(z) = |zk|2 является подходящей функцией. Вычислим
внешнюю производную dHk:

dHk = d(|zk|2) = d(zkzk) = zkdzk + zkdzk

Теперь проверим, что ω(Xek , ·) = dHk. Для этого возьмём произвольное
векторное поле Y и вычислим ω(Xek , Y ):

ω(Xek , Y ) = ω(izk
∂

∂zk
− iz̄k

∂

∂z̄k
, Y )

Подставляя ω = idzk ∧ dzk:

ω(izk
∂

∂zk
, Y ) = i · izk · ω( ∂

∂zk
, Y ) = −zkω(

∂

∂zk
, Y )

ω(iz̄k
∂

∂z̄k
, Y ) = −i · −iz̄k · ω( ∂

∂z̄k
, Y ) = z̄kω(

∂

∂z̄k
, Y ).

Таким образом,

ω(Xek , Y ) = −zkω(
∂

∂zk
, Y ) + z̄kω(

∂

∂z̄k
, Y ).

С учётом определения ω,

ω(
∂

∂zk
, Y ) = dzk(Y ), ω(

∂

∂z̄k
, Y ) = dzk(Y ),

поэтому

ω(Xek , Y ) = −zkdzk(Y ) + zkdzk(Y ) = (zkdzk + zkdzk)(Y ) = dHk(Y ).

Так как |zk|2 ≥ 0 для каждого k, образ моментного отображения µ яв-
ляется положительным ортантом в Rn:

µ(Cn) = Rn
≥.

4 Образ моментов для CPn

Конструкция 4.1. Дифференциальная форма Фубини-Штуди Рассмот-
рим комплексное проективное пространство CPn в комплексном вектор-
ном пространстве Cn+1. Снабдим его эрмитовым скалярным умножени-
ем:

κ(v, w) = γ(v, w) + i · ω(v, w) (v, w ∈ V ),
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где вещественная часть γ - это вещественное скалярное умножение (по-
ложительно определённая симметрическая билинейная форма), а мнимая
часть ω - кососкалярное умножения (невырожденная кососимметриче-
ская билинейная форма).Они связаны друг с другом следующим образом:

ω(v, w) = γ(v, Iw),

где I : V → V - оператор умножения на i.
Проекция p : Cn+1 \ {0} → CPn отображает вектор в точку x = ⟨v⟩

проективного пространства (т.е. прямую в Cn+1). Её дифференциал dvp :
TvCn+1 ≃ Cn+1 → TxCPn сюръективен, причем Kerdvp = ⟨v⟩. Значит,

dvp : ⟨v⟩⊥ → TxCPn

- изоморфизм векторных пространств, с помощью кторого можно пере-
нести эрмитово скалярное умножение κ на пространство TxCPn. Полу-
ченное эрмитово скалярное умножение зависит от выбора вектора v ∈
p−1(x): если взять w = λv (λ ∈ C \ {0}), то dvp = dwp · λ, поэтому при за-
мене v на w эрмитова форма умножается на |λ|2. Чтобы это исправить,
нужно нормировать вектор v условием κ(v, v) = 1.

Его мнимая часть wx определяет кососкалярное умножение на TxCPn,
и таким образом на CPn возникает невырожденная внешняя 2-форма ω,
которая и называется формой Фубини-Штуди. В однородных координатах
[z1 : ... : zn : zn+1] ∈ CPn она выражается следующим образом:

ω =
i

(
∑n+1

j=0 zjzj)2

n+1∑
k=0

∑
j ̸=k

(zjzjdzk ∧ dzk − zjzkdzj ∧ dzk)

.

Утверждение 4.2. Образ моментов для CPn Рассмотрим CPn с действи-
ем тора Tn+1. с отображением моментов:

µ([z0 : ... : zn]) =
1∑n
i=0

(|z0|2, ..., |zn|2)

и µ(CPn) - выпуклая оболочка базисных векторов e0, ..., en.

Доказательство. Это очевидно из построения симплектической формы для
CPn. Также этот факт можно доказать по аналогии с предыдущим утвер-
ждением

5 Образ моментов для G(k, n)

Утверждение 5.3. µ(G(k, n)) - выпукнлый многогранник в Rn, заданный
следующими ограничениями:∑

1≤i≤n

ξi = k 0 ≤ ξi ≤ 1.

Такой многогранник называется гиперсимплексом и обозначается ∆n
k .
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Доказательство. Напомним свойство вложения многообразия Грассмана:
Отображение

Gk(Cn) → CP(ΛkCn) = CP(
n
k)−1

[v1 ∧ ... ∧ vk] 7→ [... : pi1...ik : ...]

является вложением гладкого подмногообразия. Если координаты в Cn за-
даются, как набор из n комплексных чисел Cn = C⟨e1, ..., en⟩, то координаты
в ∆kCn = Cn⟨e1 ∧ ... ∧ ek, ..., enk

, ..., en⟩ = ⟨w1...k, ..., wn−k...wn⟩ - координа-
ты Плюккера с индексами, равными всеми перестановками по k чисел из
множества {1, .., n}.

На многообразие Грассмана Gk(Cn) действует тор размерности n Tn,
а на CP(ΛkCn) = CP(

n
k)−1 — тор T(

n
k). Из вложения многообразия следует

вложенность тора, которые порождает на него действие. Следует выяснить,
как именно вложен тор Tn в T(

n
k). Заметим, как действует тор на базисные

вектора:
t = (t1, ..., tn) ∈ Tn

te1 = t1e1;
tek = tkek;
te1 ∧ e2 = t1e1 ∧ t2e2 = t1t2(e1 ∧ e2);
te1 ∧ · · · ∧ ek = t1t2 · · · tk(e1 ∧ · · · ∧ ek).
Получим, что

Tn ↪→ T(
n
k)

(t1, t2, ..., tn) 7→ (t1t2...tk, ..., tn−ktnk+1...tn)

Заметим, что тор, вложенный таким образом, сохраняет уравнение мно-
гообразия Грассмана в проективном пространстве CP(

n
k)−1. Матрица Якоби

последнего отображения состоит из
(
n
k

)
по строк по n чисел, из которых k

единиц и n-k нулей. В i-той строке матрицы единицы стоят на местах соглас-
но i-й координате из последнего отображения. Для случая G(2, 4) матрица
Якоби выглядит следующим образом:

(t1, t2, t3, t4) 7→ (t1t2, t1t3, t1t4, t2, t3, t2, t4, t3, t4)
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1


На двойственных алгебрах Ли есть обратное соотношение, т.е. проекция

τ∗ = (R(
n
k))∗ → (Rn)∗. Значит, выпуклая оболочка базисных векторов в

образе моментов для проективного пространства с действием тора соответ-
ствующей размерности проецируется но образ моментов с новым действием

8



тора. Как выглядит этот образ легко понять, применив транспонированную
матрицу Якоби:

⟨(e1 ∧ ... ∧ ek)
∗, ..., (en−k ∧ ... ∧ en)

∗⟩ 7→ ⟨e∗1 + ....+ e∗k, ...., e
∗
n−k + ...+ e∗n⟩

По определению, это гиперсимплекс ∆n
k , но это образ моментов для

µTn(CP(
n
k)−1). Для того, чтобы доказать, что этот образ моментов совпадает

с образом моментов для грассманиана, осталось понять, что это отображе-
ние сюръективно. Все неподвижные точки (базисные вектора) для этого
действия уже лежат в G(k, n), значит его образ моментов совпадает с ги-
персимплексом.

6 Образ моментов для Fl(Cn) и для Fl(n, k1, ..., ks)

Теорема 6.4. Образ отображения моментов для многообразия полных
флагов Fl(Cn) - n-мерный пермутоэдр.

Доказательство. Доказательство во многом повторяет схему доказатель-
ства вида образа моментов для многообразия Грассмана. Существенная
разница заключается в том, что теперь многообразие вложено в прозведе-
ние грассманианов, которые в свою очередь, вложены в свои проективные
пространства.

Fl(Cn) ↪→ G(1, n)×G(2, n)×...×G(n−1, n) ↪→ P(Cn)×P(Λ2Cn)...×P(Λn−1Cn)

На Fl(Cn) действует тор Tn. Он вложен в тор размерности 2n − 2 и
должен сохранять уравнения всех грассманианов, как гиперповерхностей,
т.е.

G(1, n) : (t1, ...., tn)(w1 : ... : wn) = (t1w1 : ... : tnwn),
G(2, n) : (t1, ...., tn)(w12 : ... : wn−1n) = (t1t2w12 : ... : tn−1tnwn−1n, )
· · ·
G(k, n) : (t1, ...., tn)(w12...k : ... : wn−k...n) = (t1...tkw12...k : ... : tn−k....tnwn−k...n),
где k ∈ 1, ..., n− 1 и w··· - плюккеровы координаты грассманиана.
Якобиан отображения Tn ↪→ T2n−2 выглядит следующим образом:
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1 0 · · · 0 0

...
...

. . .
...

...

0 0 · · · 0 1

1 1 0 · · · 0

...
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1 1

...
...

...
. . .

...

1 1 · · · 1 0

...
...

. . .
...

...

0 1 · · · 1 1





условие для G(1,n)

условие для G(2,n)

условие для G(n-1,n)

n

Для того, чтобы спроецировать образ моментов эту матрицу также, как
и в прошлом случае, следует транспонировать. В качестве образа моментов
получаем суммы Минковского векторов из множеств: {e∗q}, {e∗i1 +e∗i2}, {e

∗
j1
+

...+e∗jk}, {e
∗
s1 + ...+e∗sn−1

}, где q, i1, i2, j1, ..., jk, ..., s1, ..., sn−1 ∈ {1, ..., n}. Все-
возможные суммы образуют пермутоэдр. Кроме точек, образующих перму-
тоэдр появятся некоторое количество посторонних точек, но они все будут
лежать внутри многогранника, поэтому ключевой роли не играют. Дока-
зательство сюръективности отображения полностью повторяет доказатель-
ство из аналогичного утверждения для грассманиана.

Образ моментов для многообразия частичных флагов будет также сум-
мой Минковского, но не всех множеств {e∗q}, {e∗i1+e∗i2}, {e

∗
j1
+....+e∗jk}, {e

∗
s1+

...+e∗sn−1
}, а выборочных, причем выбор соответствует набору размерностей

множеств флага, т.е. µ(Fl(n, k1, ..., ks)) будет сумма Минковского векторов
{e∗i1 + e∗ik1

}, {e∗j1 + ...+ e∗jks
}. В результате получается также выпуклый мно-

гогранник, по строению схожий с пермутоэдром.
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