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1 Введение

В этой работе мы рассмотрим задачу описания алгебры Понтрягина (гомологий

петель) момент-угол комплексов ZK многоугольника. Набор образующих алгебры

Понтрягина H˚pΩZKq, известных как образующие GPTW, в случае, когда K — фла-

говый комплекс, был описан в [4]. Известно, что момент-угол комплекс m-угольника

является связной суммой произведений сфер (см. [2]). Мы рассматриваем случай

m “ 5, 6, 7. Описывается единственное соотношение в алгебре H˚pΩZKq, на осно-

ве которого строится гомеоморфизм между связной суммой произведений сфер и

момент-угол-комплексом ZK, что предоставляет теоретико-гомотопическое доказа-

тельство этого факта.

Выражаю благодарность своему научному руководителю профессору Тарасу Ев-

геньевичу Панову за помощь, внимание и уделенное время.

2 Основные понятия и определения

Определение 2.1. Абстрактный симплинциальный комплекс на множестве rms это

набор K подмножеств I Ă rms таких, что если I принадлежит симплинциальному

комплексу, то и любое подмножество J Ă I ему принадлежит.

Пусть есть некоторое подмножество J Ă rms. Определим полный подкомплекс на

подмножестве J следующим образом: KI “ tL Ă K : L Ă Ju.

Введем кольцо граней построенное по нашему комплексу K.

Определение 2.2. Кольцом Стенли-Райснера назовем следущее фактор кольцо коль-
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ца многочленов

krKs “ krv1, v2, .., vmszpvi1 ˚ vi2 ˚ ... ˚ vik , ti1, i2, .., iku R Kq

Определение 2.3. Момент-угол-комплекс, построенный по симплинциальному ком-

плексу K, - это пространство ZK “
Ť

IPK BI , BI “ tpz1, ..., zmq Ă Dm : |zi|
2 “ 1, если

i R Iu.

Аналогично введем пространство Дэвиса-Янушкевича.

Определение 2.4. Пространство Дэвиса-Янушкевича, построенное по симплинци-

альному комплексу K, - это пространство pCP8q
K

“
Ť

IPK TI ,

TI “ tpx1, ..., xmq Ă pCP8q
m : |xi| “ pt, если i R Iu.

Определение 2.5. Алгебра Понтрягина пространства X - это H˚pΩX; kq алгебра

гомологий пространства петель над X с произведением, индуцированным произве-

дением петель.

H˚pΩX; kq b H˚pΩX; kq ÝÑ H˚pΩX ˆ ΩX; kq ÝÑ H˚pΩX; kq

Т.е. первая стрелка - это ˆ´произведение, вторая m˚, где m : ΩX ˆ ΩX ÝÑ ΩX.

3 Подсчет колец когомологий

Для подсчета когомологий будем пользоваться DGA моделью коцепей

R˚
pKq “ Λru1, .., ums b ZrKszpv2i “ viui “ 0, 1 ď i ď mq
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Лемма 3.1 ([1, Lemma 4.5.1]). Отображение g : R˚pKq Ñ C˚pZKq, uJvI ÞÑ χpJ, Iq

изоморфизм коцепных комплексов. Значит это отображение индуцирует изомор-

физм

H˚pR˚pKqq Ñ H˚pZKq

Несложными подсчетами получаем, что Когомологии Момент-угол-комплекса пя-

тиугольника

H0pZKq “ k

H3pZKq “ k5

H4pZKq “ k5

H7pZKq “ k

Третьи гомологии порождаются элементами вида ruivi`2s.

Четвертые гомологии порождаются элементами вида. ruiui`1vi`3s. Произведение клас-

са третьих гомологий на класс четвертых гомологий нулевое если объединение ин-

дексов не дает r5s, иначе это образующая H7pZKq. Нетрудно заметить, что кольцо

H˚pZKq “ H˚ppS3 ˆ S4q#5q.

4 Алгебра Понтрягина

4.1 Общие теоремы

Рассмотрим отображение вложения pCP8q
K

ÝÑ pCP8q
m. Момент-угол-комплекс яв-

ляется гомотопическим слоем этого отображения. Таким образом имеем гомотопи-
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чекое расслоение.

ZK ÝÑ pCP8
q
K

ÝÑ pCP8
q
m

Применим функтор петель, а потом гомологий. Имеем:

Предложение 4.1 ([1, Proposition 8.4.1]). Последовательность алгебр Понтрягина

точна

0 ÝÑ H˚pΩZK; kq ÝÑ H˚pΩpCP8
q
K; kq ÝÑ H˚pΩpCP8

q
m; kq ÝÑ 0

для любого k коммутативного кольца с единицей.

Из книги [1] имеем описание алгебры посередине и описание образующих алгебры

слева.

Теорема 4.2 ([1, Corollary 8.4.3]). Пусть K симплинциальный флаговый комплекс,

тогда

H˚pΩpCP8
q
K; kq “ Tkpu1, ..., umqzpu2

i “ 0, uiuj ` ujui “ 0, i, j P Kq,

где k поле или Z.

Теорема 4.3 (см. [4]). Пусть K флаговый и k — поле. Алгебра H˚pΩZK; kq, представ-

ленная как коммутаторная подалгебра через точную последовательность, мульти-

пликативно порождена
ř

IĂrms
dimp rH0pKIqq итерированными коммутаторами,

ruj, uis, ruk1 , ruj, uiss, ..., ruk1 , ruk2, rukm´2 , ruj, uissss
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где k1 ă k2 ă ă kp ă j ą i, ks ‰ i для любого s, и i наименьшая вершина компоненты

связности, содержащая j, подкомплекса Kk1,...,kp,j,i. Более того, это мультиплика-

тивно порождающее множество минимально, а коммутаторы образуют базиc в

подмодуле неразложимых элементов H˚pΩZK; kq.

Нам надо описать соотношение в левой алгебре. Воспользуемся фактом из статьи,

описывающим соотношение в терминах образующих ui.

Теорема 4.4 ([5, Theorem 1.1]). Пусть K симплициальный флаговый комплекс на

множестве [m], k коммутативное кольцо. Для любого J Ă rms, выберем порожда-

ющие первую группу гомологий 1-циклы

ÿ

tiăjuPKJ

λ
pαq

ij rti, jus

Тогда в алгебре H˚pΩZK; kq с неразложимыми элементами типа GPTW выполнено

соотношение.

ÿ

tiăjuPKJ

p´1q
p
|Jiă|`|Jjă|qλ

pαq

ij

ÿ

rmszti,u“A\B:maxpAqąi,maxpbqąj

p´1q
θpA,Bq`|A|

rcpA, uiq, cpB, ui`1qs “ 0

(4.1)

4.2 Случай 5 и 6 угольника

Теорема 4.5 (см. [6]). Пусть K — граница пятиугольника.

а) Существует гомотопическая эквивалентность ZK » pS3 ˆ S4q#5.
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б) H˚pZK; kq — алгебра с 10 образующими

a1 “ ru3, u1s, a2 “ ru4, u1s, a3 “ ru4, u2s, a4 “ ru5, u2s, a5 “ ru5, u3s,

b1 “ ru4, ru5, u2ss, b2 “ ru3, ru5, u2ss, b3 “ ru1, ru5, u3ss, b4 “ ru3, ru4, u1ss, b5 “ ru2, ru4, u1ss

которые удовлетворяют единственному соотношению

ra1, b1s ´ ra2, b2s ` ra3, b3s ´ ra4, b4s ` ra5, b5s “ 0

где degpaiq “ 2, degpbiq “ 3, rx, ys “ x ˚ y ´ p´1qdegpxqdegpyqy ˚ x.

Доказательство Теоремы 4.5

Сначала выведем соотношение. Выпишем формулу 4.1 из теоремы 4.4 в случае

многоугольника. В многоугольнике есть единственный подкомплекс с нетривиаль-

ными гомологиями - весь m-угольник. Запишем соотношение для соответствующего

цикла.

m´3
ÿ

i“1

ÿ

rmszti,i`1u“A\B:maxpAqąi,maxpbqąi`1

p´1q
θpA,Bq`|A|

rcpA, uiq, cpB, ui`1qs “ 0

В случае 5 тождество выглядит следующим образом.

`rru3, u1s, ru4, ru5, u2sss ´ rru4, u1s, ru3, ru5, u2sss ´ rru3, ru4, u1ss, ru5, u2ss

´rru4, u2s, ru1, ru5, u3sss ´ rru1, ru4, u2ss, ru5, u3ss “ 0

Запишем соотношение в термнинах GPTW и вынесем двойной коммутатор в каждом
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слагаемом вперед

`rru3, u1s, ru4, ru5, u2sss ´ rru4, u1s, ru3, ru5, u2sss ` rru5, u2s, ru3, ru4, u1sss

´rru4, u2s, ru1, ru5, u3sss ´ rru5, u3s, ru2, ru4, u1sss “ 0

Получим тождество из [1].

Рассмотрим отображение f : pS3_S4q_5 ÝÑ ZK, заданное как букет отображений,

соответствующих образующим a1, ..., a5, b1, ..., b5 из начала доказательства (подробнее

см [6] Теорема 3.2). Так как имеет место соотношение, отображение f продолжается

до отображения из связной суммы (которая отличается от букета одной 7-мерной

клеткой), как показано в диаграмме:

pS3 _ S4q_5 ZK

pS3 ˆ S4q#5

Отображение f˚ индуцирует изоморфизм в гомологиях и поэтому является гомо-

топической эквивалентностью, так как все пространства односвязны.

Теорема доказана

Пользуясь тем же подходом и формулой из Теоремы 4.4 докажем гомотопическую

эквивалентность уже для 6 и 7 угольника.

Теорема 4.6 (см. [6]). Пусть K - граница шестиугольника.

а)Существует гомотопическая эквивалентность.
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ZK » pS3
ˆ S5

q
#9#pS4

ˆ S4
q
#8

б)H˚pΩZKq — алгебра с 34 образующими:

α1 “ rµ3, µ1s, α2 “ rµ4, µ1s, α3 “ rµ5, µ1s, α4 “ rµ4, µ2s, α5 “ rµ5, µ2s,

α6 “ rµ6, µ2s, α7 “ rµ5, µ3s, α8 “ rµ6, µ3s, α9 “ rµ6, µ4s,

β1 “ rµ1, rµ5, µ3ss, β2 “ rµ3, rµ5, µ1ss, β3 “ rµ3, rµ6, µ2ss, β4 “ rµ5, rµ6, µ2ss,

β5 “ rµ1, rµ6, µ3ss, β6 “ rµ4, rµ6, µ3ss, β7 “ rµ5, rµ6, µ3ss, β8 “ rµ1, rµ6, µ4ss,

δ1 “ rµ2, rµ6, µ4ss, δ2 “ rµ4, rµ6, µ2ss, δ3 “ rµ4, rµ5, µ1ss, δ4 “ rµ3, rµ4, µ1ss,

δ5 “ rµ4, rµ5, µ2ss, δ6 “ rµ2, rµ5, µ1ss, δ7 “ rµ2, rµ4, µ1ss, δ8 “ rµ3, rµ5, µ2ss,

γ1 “ rµ4, rµ5, rµ6, µ2sss, γ2 “ rµ3, rµ5, rµ6, µ2sss, γ3 “ rµ3, rµ4, rµ6, µ2sss,

γ4 “ rµ1, rµ5, rµ6, µ3sss, γ5 “ rµ1, rµ4, rµ6, µ3sss, γ6 “ rµ3, rµ4, rµ5, µ1sss,

γ7 “ rµ1, rµ2, rµ6, µ4sss, γ8 “ rµ2, rµ4, rµ5, µ1sss, γ9 “ rµ2, rµ3, rµ5, µ1sss

И соотношением

9
ÿ

i“1

rαi, γ
1

is `

8
ÿ

i“1

rδ
1

i, βis “ 0 (4.2)

γ
1

2 “ ´γ2, γ
1

4 “ ´γ4, γ
1

6 “ ´γ6, γ
1

7 “ rα2, α6s ` γ7, γ
1

8 “ rα2, α5s ` rα4, α3s ´ γ8,

γ
1

9 “ γ9 ` rα5, α1s,

δ
1

1 “ δ1 ` δ2, δ
1

3 “ ´δ3, δ
1

4 “ ´δ4, δ
1

5 “ ´δ5, δ
1

6 “ ´δ6,

остальные коммутаторы совпадают с исходными.

Доказательство Теоремы 4.6

Будем действовать по той же схеме, что и в случае пятиугольника.

Выпишем соотношение по формуле 4.1.

`rru3, u1s, ru4, ru5, ru6, u2ssss´rru4, u1s, ru3, ru5, ru6, u2ssss´rru3, ru4, u1ss, ru5, ru6, u2sss`

rru5, u1s, ru3, ru4, ru6, u2ssss ` rru3, ru5, u1ss, ru4, ru6, u2sss ´ rru4, ru5, u1ss, ru3, ru6, u2sss `
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rru3, ru4, ru5, u1sss, ru6, u2ss ´ rru4, u2s, ru1, ru5, ru6, u3ssss ´ rru1, ru4, u2ss, ru5, ru6, u3sss `

rru5, u2s, ru1, ru4, ru6, u3ssss ` rru1, ru5, u2ss, ru4, ru6, u3sss ´ rru4, ru5, u2ss, ru1, ru6, u3sss `

rru1, ru4, ru5, u2sss, ru6, u3ss ` rru4, ru6, u2ss, ru1, ru5, u3sss ´ rru1, ru4, ru6, u2sss, ru5, u3ss `

rru5, u3s, ru1, ru2, ru6, u4ssss ` rru1, ru5, u3ss, ru2, ru6, u4sss ´ rru2, ru5, u3ss, ru1, ru6, u4sss `

rru1, ru2, ru5, u3sss, ru6, u4ss “ 0

Заметим, что в случае n “ 6 для нашего соотношения, выраженного в терминах

оразующих ui алгебры Понтрягина пространства Дэвиса-Янушкевича, встречают-

ся коммутаторы, которые напрямую не являются образующими GPTW из алгебры

Понтрягина момент-угол-комплекса. Для того, чтобы получить соотношение в ал-

гебре их надо выразить через GPTW пользуясь градуированными антикоммутатив-

ностью и тождеством Якоби.

(1)´rru1, ru4, u2ss, ru5, ru6, u3sss “ `rru2, ru4, u1ss, ru5, ru6, u3sss

(2)`rru1, ru5, u2ss, ru4, ru6, u3sss “ ´rru2, ru5, u1ss, ru4, ru6, u3sss

(3)`rru1, ru4, ru5, u2sss, ru6, u3ss “ `rru1, ru4, ru5, u2sss, ru6, u3ss “ `rrru1, u4s, ru5, u2ss, ru6, u3ss´

rru4, ru1, ru5, u2sss, ru6, u3ss “ `rrru1, u4s, ru5, u2ss, ru6, u3ss`rru4, ru2, ru5, u1sss, ru6, u3ss “

`rrru1, u4s, ru5, u2ss, ru6, u3ss`rru4, ru2, ru5, u1sss, ru6, u3ss “ `rrru4, u1s, ru5, u2ss, ru6, u3ss`

rrru4, u2s, ru5, u1ss, ru6, u3ss ´ rru2, ru4, ru5, u1sss, ru6, u3ss

(4)´rru1, ru4, ru6, u2sss, ru5, u3ss “ ´rrru4, u1s, ru6, u2ss, ru5, u3ss

(5)´rru2, ru5, u3ss, ru1, ru6, u4sss “ rru3, ru5, u2ss, ru1, ru6, u4sss

(6)`rru1, ru2, ru5, u3sss, ru6, u4ss “ ´rru2, ru1, ru5, u3sss, ru6, u4ss “ `rru2, ru3, ru5, u1sss, ru6, u4ss`

rru2, ru5, ru3, u1sss, ru6, u4ss “ `rru2, ru3, ru5, u1sss, ru6, u4ss ` rrru5, u2s, ru3, u1sss, ru6, u4ss

Подставляя все это в исходное тождество получим

`rru3, u1s, ru4, ru5, ru6, u2ssss ´ rru4, u1s, ru3, ru5, ru6, u2ssss ´ rru3, ru4, u1ss, ru5, ru6, u2sss `

rru5, u1s, ru3, ru4, ru6, u2ssss ` rru3, ru5, u1ss, ru4, ru6, u2sss ´ rru4, ru5, u1ss, ru3, ru6, u2sss `

rru3, ru4, ru5, u1sss, ru6, u2ss ´ rru4, u2s, ru1, ru5, ru6, u3ssss ` rru2, ru4, u1ss, ru5, ru6, u3sss `
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rru5, u2s, ru1, ru4, ru6, u3ssss ´ rru2, ru5, u1ss, ru4, ru6, u3sss ´ rru4, ru5, u2ss, ru1, ru6, u3sss `

rrru4, u1s, ru5, u2ss, ru6, u3ss ` rrru4, u2s, ru5, u1ss, ru6, u3ss ´ rru2, ru4, ru5, u1sss, ru6, u3ss `

rru4, ru6, u2ss, ru1, ru5, u3sss ´ rrru4, u1s, ru6, u2ss, ru5, u3ss ` rru5, u3s, ru1, ru2, ru6, u4ssss `

rru1, ru5, u3ss, ru2, ru6, u4sss ´ rru2, ru5, u3ss, ru1, ru6, u4sss ` rru2, ru3, ru5, u1sss, ru6, u4ss `

rrru5, u2s, ru3, u1sss, ru6, u4ss “ 0

Сгруппируем слагаемые слудующим образом

`rru3, u1s, ru4, ru5, ru6, u2ssss ´ rru4, u1s, ru3, ru5, ru6, u2ssss ` rru5, u1s, ru3, ru4, ru6, u2ssss ´

rru6, u2s, ru3, ru4, ru5, u1ssss ´ rru4, u2s, ru1, ru5, ru6, u3ssss ` rru5, u2s, ru1, ru4, ru6, u3ssss `

prrru4, u1s, ru5, u2ss, ru6, u3ss ` rrru4, u2s, ru5, u1ss, ru6, u3ss ´ rru2, ru4, ru5, u1sss, ru6, u3ssq `

prru5, u3s, rru4, u1s, ru6, u2sss ` rru5, u3s, ru1, ru2, ru6, u4ssssq ` prru2, ru3, ru5, u1sss, ru6, u4ss `

rrru5, u2s, ru3, u1ss, ru6, u4ssq ´ rru3, ru4, u1ss, ru5, ru6, u2sss ` rru3, ru5, u1ss, ru4, ru6, u2sss ´

rru4, ru5, u1ss, ru3, ru6, u2sss ` rru2, ru4, u1ss, ru5, ru6, u3sss ´ rru2, ru5, u1ss, ru4, ru6, u3sss ´

rru4, ru5, u2ss, ru1, ru6, u3sss`p´rru1, ru5, u3ss, ru4, ru6, u2sss`rru1, ru5, u3ss, ru2, ru6, u4sssq´

rru2, ru5, u3ss, ru1, ru6, u4sss “ 0

Данная сумма 4.2 итерированных коммутаторов задает приклеивающее отобра-

жение клетки наибольшей размерности как в предыдущей теореме. Значит пользуясь

предыдущей схемой будем рассматривать отображение из соответствующего букета,

заданного этим соотношением.
pS3 _ S5q_9 _ pS4 _ S4q_8 ZK

pS3 ˆ S5q#9#pS4 ˆ S4q#8

Это отображение продолжается с букета на весь момент-угол-комплекс и инду-

цирует изоморфизм в гомологиях. Так как все пространства односвязны это гомото-

пическая эквивалентность по теореме Уайтхеда.

Теорема доказана.
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4.3 Случай семиугольника

Теорема 4.7. Пусть K - граница семигольника.

a)Существует гомотопическая эквивалентность.

ZK » pS3
ˆ S6

q
#14#pS5

ˆ S4
q
#35

б)H˚pΩZKq - алгебра с образующими

α1 “ ru3, u1s, α2 “ ru4, u1s, α3 “ ru5, u1s, α4 “ ru6, u1s, α5 “ ru7, u2s,

α6 “ ru4, u2s, α7 “ ru5, u2s, α8 “ ru6, u2s, α9 “ ru7, u3s, α10 “ ru6, u3s,

α11 “ ru5, u3s, α12 “ ru6, u4s, α13 “ ru7, u4s, α14 “ ru7, u5s

β1 “ ru2, ru4, u1ss, β2 “ ru3, ru4, u1ss, β3 “ ru2, ru5, u1ss, β4 “ ru3, ru5, u1ss,

β5 “ ru1, ru5, u3ss, β6 “ ru3, ru5, u2ss, β7 “ ru4, ru5, u1ss, β8 “ ru4, ru5, u2ss,

β9 “ ru2, ru6, u1ss, β10 “ ru1, ru6, u3ss, β11 “ ru3, ru6, u1ss, β12 “ ru3, ru6, u2ss,

β13 “ ru1, ru6, u4ss, β14 “ ru4, ru6, u1ss, β15 “ ru4, ru6, u2ss, β16 “ ru2, ru6, u4ss,

β17 “ ru4, ru6, u3ss, β18 “ ru5, ru6, u1ss, β19 “ ru5, ru6, u2ss, β20 “ ru5, ru6, u3ss,

β21 “ ru1, ru7, u3ss, β22 “ ru3, ru7, u2ss, β23 “ ru1, ru7, u4ss, β24 “ ru4, ru7, u2ss,

β25 “ ru2, ru7, u4ss, β26 “ ru4, ru7, u3ss, β27 “ ru1, ru7, u5ss, β28 “ ru2, ru7, u5ss,

β29 “ ru5, ru7, u2ss, β30 “ ru5, ru7, u3ss, β31 “ ru3, ru7, u5ss, β32 “ ru5, ru7, u4ss,

β33 “ ru6, ru7, u2ss, β34 “ ru6, ru7, u3ss, β35 “ ru6, ru7, u4ss,

γ1 “ ru5, ru6, ru7, u3sss, γ2 “ ru5, ru6, ru7, u2sss, γ3 “ ru4, ru6, ru7, u3sss, γ4 “ ru4, ru6, ru7, u2sss,

γ5 “ ru2, ru6, ru7, u4sss, γ6 “ ru1, ru6, ru7, u4sss, γ7 “ ru3, ru6, ru7, u2sss, γ8 “ ru1, ru6, ru7, u3sss,

γ9 “ ru4, ru5, ru7, u3sss, γ10 “ ru2, ru5, ru7, u4sss, γ11 “ ru4, ru5, ru7, u2sss, γ12 “ ru1, ru5, ru7, u4sss,

γ13 “ ru2, ru3, ru7, u5sss, γ14 “ ru3, ru5, ru7, u2sss, γ15 “ ru1, ru5, ru7, u3sss, γ16 “ ru1, ru3, ru7, u5sss,
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γ17 “ ru1, ru2, ru7, u5sss, γ18 “ ru3, ru4, ru7, u2sss, γ19 “ ru1, ru4, ru7, u3sss, γ20 “ ru1, ru2, ru7, u4sss,

γ21 “ ru4, ru5, ru6, u2sss, γ22 “ ru4, ru5, ru6, u1sss, γ23 “ ru3, ru5, ru6, u2sss, γ24 “ ru3, ru5, ru6, u1sss,

γ25 “ ru1, ru5, ru6, u3sss, γ26 “ ru2, ru5, ru6, u1sss, γ27 “ ru3, ru4, ru6, u2sss, γ28 “ ru1, ru4, ru6, u3sss,

γ29 “ ru3, ru4, ru6, u1sss, γ30 “ ru1, ru2, ru6, u4sss, γ31 “ ru2, ru4, ru6, u1sss, γ32 “ ru2, ru3, ru6, u1sss,

γ33 “ ru3, ru4, ru5, u1sss, γ34 “ ru2, ru4, ru5, u1sss, γ35 “ ru2, ru3, ru5, u1sss,

δ1 “ ru4, ru5, ru6, ru7, u2ssss, δ2 “ ru3, ru5, ru6, ru7, u2ssss, δ3 “ ru3, ru4, ru6, ru7, u2ssss,

δ4 “ ru3, ru4, ru5, ru7, u2ssss, δ5 “ ru3, ru4, ru5, ru6, u1ssss, δ6 “ ru1, ru5, ru6, ru7, u3ssss,

δ7 “ ru1, ru4, ru6, ru7, u3ssss, δ8 “ ru1, ru4, ru5, ru7, u3ssss, δ9 “ ru2, ru4, ru5, ru6, u1ssss,

δ10 “ ru1, ru2, ru5, ru7, u4ssss, δ11 “ ru1, ru2, ru6, ru7, u4ssss, δ12 “ ru1, ru2, ru3, ru7, u5ssss,

δ13 “ ru2, ru3, ru5, ru6, u1ssss, δ14 “ ru2, ru3, ru4, ru6, u1ssss,

и соотношением

14
ÿ

i“1

rαi, δ
1

is `

35
ÿ

i“1

rβi, γ
1

is “ 0 (4.3)

δ
1

2 “ ´δ2, δ
1

4 “ ´δ4,

δ
1

5 “ δ5 ´ rβ13, α11s ` rβ5, α12s,

δ
1

6 “ ´δ6, δ
1

8 “ ´δ8,

δ
1

9 “ rα2, β19s ´ rβ7, α8s ´ rα3, β15s ´ rβ8, α4s ´ rα7, β14s ` rα6, β18s ´ δ9,

δ
1

10 “ ´rα2, β29s ` rβ7, α5s ` rα3, β24s ´ δ10, δ
1

11 “ ´rα2, β29s ` rβ7, α5s ` rα3, β24s ´ δ10,

δ
1

12 “ rβ3, α9s ` rα3, β22s ´ rα7, β21s ´ rβ29, α1s ` rα5, β5s ` rα5, β4s ´ δ12

δ
1

13 “ ´rβ3, α10s ` rα3, β12s ` rβ6, α4s ´ rα11, β9s ` δ13 ` rα7, β10s ` rα7, β11s ` rβ19, α1s `

rα8, β5s ` rα8, β4s

δ
1

14 “ ´rα1, β16s ´ δ14 ` rβ12, α2s ´ rα10, β1s ` rα8, β2s ´ rβ16, α1s ´ rβ15, α1s ´ rα6, β10s ´

rα6, β11s

γ
1

2 “ ´γ2, γ
1

3 “ ´γ3, γ
1

7 “ ´γ7, γ
1

8 “ ´γ8,

γ
1

10 “ ´γ11 ´ γ10,
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γ
1

11 “ ´γ11 ´ γ12,

γ
1

13 “ ´rα7, α9s ´ rα11, α5s ` γ14,

γ
1

16 “ γ15 ` γ16,

γ
1

17 “ γ17 ` rα3, α5s,

γ
1

18 “ ´γ18, γ
1

19 “ ´γ19,

γ
1

20 “ ´γ20 ´ rα2, α5s,

γ
1

23 “ rα7, α10s ` rα11, α18s ´ γ23,

γ
1

24 “ ´γ24 ´ γ25,

γ
1

25 “ ´γ25,

γ
1

26 “ ´rα3, α8s ` γ26 ´ rα7, α4s,

γ
1

27 “ γ27 ` rα10, α6s,

γ
1

30 “ rα2, α8s ` rα2, α4s,

γ
1

32 “ γ32 ` rα8, α1s,

γ
1

33 “ ´γ33,

γ
1

34 “ ´rα2, α7s ´ rα6, α3s ` γ34,

γ
1

35 “ ´γ35 ´ rα7, α1s,

остальные коммутаторы совпадают с исходными.

Доказательство Теоремы 4.7

Схема аналогична доказательству для 7-угольника. Выпишем тождество 4.1 для

6-угольника. Для этого используем программу [3].

rru3, u1s, ru4, ru5, ru6, ru7, u2sssss´rru4, u1s, ru3, ru5, ru6, ru7, u2sssss´rru3, ru4, u1ss, ru5, ru6, ru7, u2ssss`

rru5, u1s, ru3, ru4, ru6, ru7, u2sssss`rru3, ru5, u1ss, ru4, ru6, ru7, u2ssss´rru4, ru5, u1ss, ru3, ru6, ru7, u2ssss`

rru3, ru4, ru5, u1sss, ru6, ru7, u2sss´rru6, u1s, ru3, ru4, ru5, ru7, u2sssss´rru3, ru6, u1ss, ru4, ru5, ru7, u2ssss`

rru4, ru6, u1ss, ru3, ru5, ru7, u2ssss´rru3, ru4, ru6, u1sss, ru5, ru7, u2sss´rru5, ru6, u1ss, ru3, ru4, ru7, u2ssss`

rru3, ru5, ru6, u1sss, ru4, ru7, u2sss´rru4, ru5, ru6, u1sss, ru3, ru7, u2sss´rru3, ru4, ru5, ru6, u1ssss, ru7, u2ss´
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rru4, u2s, ru1, ru5, ru6, ru7, u3sssss´rru1, ru4, u2ss, ru5, ru6, ru7, u3ssss`rru5, u2s, ru1, ru4, ru6, ru7, u3sssss`

rru1, ru5, u2ss, ru4, ru6, ru7, u3ssss´rru4, ru5, u2ss, ru1, ru6, ru7, u3ssss`rru1, ru4, ru5, u2sss, ru6, ru7, u3sss´

rru6, u2s, ru1, ru4, ru5, ru7, u3sssss´rru1, ru6, u2ss, ru4, ru5, ru7, u3ssss`rru4, ru6, u2ss, ru1, ru5, ru7, u3ssss´

rru1, ru4, ru6, u2sss, ru5, ru7, u3sss´rru5, ru6, u2ss, ru1, ru4, ru7, u3ssss`rru1, ru5, ru6, u2sss, ru4, ru7, u3sss´

rru4, ru5, ru6, u2sss, ru1, ru7, u3sss´rru1, ru4, ru5, ru6, u2ssss, ru7, u3ss`rru7, u2s, ru1, ru4, ru5, ru6, u3sssss´

rru4, ru7, u2ss, ru1, ru5, ru6, u3ssss`rru1, ru4, ru7, u2sss, ru5, ru6, u3sss`rru5, ru7, u2ss, ru1, ru4, ru6, u3ssss´

rru1, ru5, ru7, u2sss, ru4, ru6, u3sss`rru4, ru5, ru7, u2sss, ru1, ru6, u3sss`rru1, ru4, ru5, ru7, u2ssss, ru6, u3ss´

rru4, ru6, ru7, u2sss, ru1, ru5, u3sss´rru1, ru4, ru6, ru7, u2ssss, ru5, u3ss`rru5, u3s, ru1, ru2, ru6, ru7, u4sssss`

rru1, ru5, u3ss, ru2, ru6, ru7, u4ssss´rru2, ru5, u3ss, ru1, ru6, ru7, u4ssss`rru1, ru2, ru5, u3sss, ru6, ru7, u4sss´

rru6, u3s, ru1, ru2, ru5, ru7, u4sssss´rru1, ru6, u3ss, ru2, ru5, ru7, u4ssss`rru2, ru6, u3ss, ru1, ru5, ru7, u4ssss´

rru1, ru2, ru6, u3sss, ru5, ru7, u4sss´rru5, ru6, u3ss, ru1, ru2, ru7, u4ssss`rru1, ru5, ru6, u3sss, ru2, ru7, u4sss´

rru2, ru5, ru6, u3sss, ru1, ru7, u4sss´rru1, ru2, ru5, ru6, u3ssss, ru7, u4ss`rru5, ru7, u3ss, ru1, ru2, ru6, u4ssss´

rru1, ru5, ru7, u3sss, ru2, ru6, u4sss`rru2, ru5, ru7, u3sss, ru1, ru6, u4sss`rru1, ru2, ru5, ru7, u3ssss, ru6, u4ss´

rru6, u4s, ru1, ru2, ru3, ru7, u5sssss´rru1, ru6, u4ss, ru2, ru3, ru7, u5ssss`rru2, ru6, u4ss, ru1, ru3, ru7, u5ssss´

rru1, ru2, ru6, u4sss, ru3, ru7, u5sss´rru3, ru6, u4ss, ru1, ru2, ru7, u5ssss`rru1, ru3, ru6, u4sss, ru2, ru7, u5sss´

rru2, ru3, ru6, u4sss, ru1, ru7, u5sss ´ rru1, ru2, ru3, ru6, u4ssss, ru7, u5ss “ 0 p2q

В выписанной сумме подобно случаю 6-угольника встречаются элементы, кото-

рые надо раскладывать в Лиевские многочлены от мультипликативных образующих

GPTW.

p1q ´ rru1, ru4, u2ss, ru5, ru6, ru7, u3ssss “ `rru2, ru4, u1ss, ru5, ru6, ru7, u3ssss

p2q ` rru1, ru5, u2ss, ru4, ru6, ru7, u3ssss “ ´rru2, ru5, u1ss, ru4, ru6, ru7, u3ssss

p3q ` rru1, ru4, ru5, u2sss, ru6, ru7, u3sss “ rrru4, u1s, ru5, u2ss, ru6, ru7, u3sss`

`rru4, u2s, ru5, u1sss, ru6, ru7, u3sss ´ rru2, ru4, ru5, u1sss, ru6, ru7, u3sss

p4q ´ rru1, ru6, u2ss, ru4, ru5, ru7, u3ssss “ `rru2, ru6, u1ss, ru4, ru5, ru7, u3ssss
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p5q ´ rru1, ru4, ru6, u2sss, ru5, ru7, u3sss “ ´rrru4, u1s, ru6, u2ss, ru5, ru7, u3sss´

´rrru4, u2s, ru6, u1ss, ru5, ru7, u3sss ` rru2, ru4, ru6, u1sss, ru5, ru7, u3sss

p6q ` rru1, ru5, ru6, u2sss, ru4, ru7, u3sss “ `rrru5, u1s, ru6, u2ss, ru4, ru7, u3sss´

´rru2, ru5, ru6, u1sss, ru4, ru7, u3sss ` rrru5, u2s, ru6, u1ss, ru4, ru7, u3sss

p7q ´ rru1, ru4, ru5, ru6, u2ssss, ru7, u3ss “ ´rrru4, u1s, ru5, ru6, u2sss, ru7, u3ss`

`rru4, ru5, u1ss, ru6, u2ss, ru7, u3ss ` rrru5, u1s, ru4, ru6, u2sss, ru7, u3ss`

`rru4, ru5, u2ss, ru6, u1ss, ru7, u3ss ` rrru5, u2s, ru4, ru6, u1sss, ru7, u3ss´

´rrru4, u2s, ru5, ru6, u1ssss, ru7, u3ss ` rru2, ru4, ru5, ru6, u1ssss, ru7, u3ss

p8q ` rru7, u2s, ru1, ru4, ru5, ru6, u3sssss “ ´rru7, u2s, rru1, ru6, u4ss, ru5, u3sss´

´rru7, u2s, rru6, u4s, ru1, ru5, u3sss

p9q ` rru1, ru4, ru7, u2sss, ru5, ru6, u3sss “ `rrru4, u1s, ru7, u2ss, ru5, ru6, u3sss

p10q ´ rru1, ru5, ru7, u2sss, ru4, ru6, u3sss “ ´rrru5, u1s, ru7, u2ss, ru4, ru6, u3sss

p11q ` rru1, ru4, ru5, ru7, u2ssss, ru6, u3ss “ `rrru4, u1s, ru5, ru7, u2sss, ru6, u3ss´

´rrru4, ru5, u1ss, ru7, u2ss, ru6, u3ss ´ rrru5, u1s, ru4, ru7, u2sss, ru6, u3ss

p12q ´ rru1, ru4, ru6, ru7, u2ssss, ru5, u3ss “ ´rrru4, u1s, ru6, ru7, u2sss, ru5, u3ss`

`rrru4, ru6, u1ss, ru7, u2ss, ru5, u3ss ` rrru6, u1s, ru4, ru7, u2sss, ru5, u3ss

p13q ´ rru2, ru5, u3ss, ru1, ru6, ru7, u4ssss “ `rru3, ru5, u2ss, ru1, ru6, ru7, u4ssss

p14q ` rru1, ru2, ru5, u3sss, ru6, ru7, u4sss “ `rru2, ru3, ru5, u1sss, ru6, ru7, u4sss`

`rrru5, u2s, ru3, u1ss, ru6, ru7, u4sss

p15q ` rru2, ru6, u3ss, ru1, ru5, ru7, u4ssss “ ´rru3, ru6, u2ss, ru1, ru5, ru7, u4ssss

p16q ´ rru1, ru2, ru6, u3sss, ru5, ru7, u4sss “ ´rru2, ru3, ru6, u1sss, ru5, ru7, u4sss´

´rrru6, u2s, ru3, u1ss, ru5, ru7, u4sss

p17q ´ rru2, ru5, ru6, u3sss, ru1, ru7, u4sss “ ´rrru5, u2s, ru6, u3ss, ru1, ru7, u4sss´

´rrru5, u3s, ru6, u2ss, ru1, ru7, u4sss ` rru3, ru5, ru6, u2sss, ru1, ru7, u4sss

p18q ´ rru1, ru2, ru5, ru6, u3ssss, ru7, u4ss “ `rrru2, ru5, u1ss, ru6, u3ss, ru7, u4ss´

17



´rrru5, u1s, ru3, ru6, u2sss, ru7, u4ss ´ rrru3, ru5, u2ss, ru6, u1ss, ru7, u4ss`

`rrru5, u3s, ru2, ru6, u1sss, ru7, u4ss ´ rru2, ru3, ru5, ru6, u1ssss, ru7, u4ss´

´rrru5, u2s, ru1, ru6, u3sss, ru7, u4ss ´ rrru5, u2s, ru3, ru6, u1sss, ru7, u4ss´

´rrru5, ru6, u2ss, ru3, u1ss, ru7, u4ss ´ rrru6, u2s, ru1, ru5, u3sss, ru7, u4ss´

´rrru6, u2s, ru3, ru5, u1sss, ru7, u4ss

p19q ` rru2, ru5, ru7, u3sss, ru1, ru6, u4sss “ `rrru5, u2s, ru7, u3ss, ru1, ru6, u4sss`

`rrru5, u3s, ru7, u2ss, ru1, ru6, u4sss ´ rru3, ru5, ru7, u2sss, ru1, ru6, u4sss

p20q ` rru1, ru2, ru5, ru7, u3ssss, ru6, u4ss “ ´rrru2, ru5, u1ss, ru7, u3ss, ru6, u4ss´

´rrru5, u1s, ru3, ru7, u2sss, ru6, u4ss ` rrru5, u2s, ru1, ru7, u3sss, ru6, u4ss`

`rrru5, ru7, u2ss, ru3, u1ss, ru6, u4ss ´ rrru7, u2s, ru1, ru5, u3sss, ru6, u4ss´

´rrru7, u2s, ru3, ru5, u1sss, ru6, u4ss

p21q ´ rru3, ru6, u4ss, ru1, ru2, ru7, u5ssss “ `rru4, ru6, u3ss, ru1, ru2, ru7, u5ssss

p22q ` rru1, ru3, ru6, u4sss, ru2, ru7, u5sss “ ´rru1, ru4, ru6, u3sss, ru2, ru7, u5sss

p23q ´ rru2, ru3, ru6, u4sss, ru1, ru7, u5sss “ ´rru3, ru4, ru6, u2sss, ru1, ru7, u5sss´

´rrru6, u3s, ru4, u2ss, ru1, ru7, u5sss

p24q ´ rru1, ru2, ru3, ru6, u4ssss, ru7, u5ss “ `rrru3, u1s, ru2, ru6, u4sss, ru7, u5ss`

`rru2, ru3, ru4, ru6, u1ssss, ru7, u5ss ´ rrru3, ru6, u2ss, ru4, u1ss, ru7, u5ss`

`rrru6, u3s, ru2, ru4, u1sss, ru7, u5ss ´ rrru6, u2s, ru3, ru4, u1sss, ru7, u5ss`

`rrru2, ru6, u4ss, ru3, u1ss, ru7, u5ss ` rrru4, ru6, u2ss, ru3, u1ss, ru7, u5ss`

`rrru4, u2s, ru1, ru6, u3sss, ru7, u5ss ` rrru4, u2s, ru3, ru6, u1sss, ru7, u5ss

Подставим выражения в исходную формулу и сгруппируем слагаемые. Получим со-

отношение 4.3. Данная сумма 4.3 итерированных коммутаторов задает приклеиваю-

щее отображение клетки наибольшей размерности как в предыдущей теореме. Зна-

чит пользуясь той же схемой будем рассматривать отображение из соответствующего

букета, заданного этим соотношением.
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pS3 _ S6q_14 _ pS5 _ S4q_35 ZK

pS3 ˆ S6q#14#pS5 ˆ S4q#35

Это отображение продолжается с букета на весь момент-угол-комплекс в силу

тривиальности приклеивающего отображения и индуцирует изоморфизм в гомоло-

гиях. Так как все пространства односвязны это гомотопическая эквивалентность по

теореме Уайтхеда.

Теорема доказана.
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